
Untersuchungen ~ms dem Gebiete der hyl)erelliptischen 
Modulfunctionen. 

Drifter Theil. 

Von 

HmNR[CH BURKItARDT in G~ttingen. 

Der vorliegende dritte (und letzte) Theil*) dieser Untersuehungen 
hat zum Ziele die Entwicklung der Beziehungen zwischen dem Problem 
tier Dreitheilung der hyperelliptischcn 1,'unctioncn und dem der ~7 Geradeu 
der allgemeinen 2"liiche drittcr Ordnung. Dass beide Probleme isomorpho 
Gruppen besitzen, ist aus den Untersuchungen des Herrn C. J o rd an**) 
bekannt; die effective Reduction des einen Probleais auf das aadere 
ist yon Herrn F. Klein***) skizzirt worden. Es blieb noch tlbrig, 
die dort gegebenen Andeutungen wenigstens soweiL mit explicitea 
Formeln durchzufUhren, dass der Zusammenhang beider Probleme sich 
unmittelbar erkennen ]iess. In der That ftihrte die Weiterftlhrung der 
yon Herrn Wi  t t in  gj') begonnenen geometrischen Untersuchung der 
,,Configuration im Raume der Z" mit liniengeometrischen Mitteln zu 
einer einfachen Eigenschaft dieser Configuration, welehe die gesuchte 
Beziehung sofort ergiebt. 

Demzufolge gliedert sich dieser Theil wie folgt: Der XIII. Ab- 
schnitt enthiilt einige Nachtriige zum VIII. Abschnitt yon (II); der 

*) Die im 36., bezw. 38. Bd. dieser Anaalen erschienenea Theile werden im 
folgenden kurz mit I. bezw. II citirt; dot orate wird flbrigens nur ,elten ztL be- 
nutzen sein. 

***) Comptes rendus de racad, des sciences, 1869; vgl. auch tm~it~ des .ul,.ti- 
tutions p. 316 ft., p. 1165 tt: 

***) Journal de Liouville s~r. 4, t. 4, p. 169 IT. (1887). Voa den dort aa- 
gek~indigten Untersuchungen des Hrn. M a , chko  ist der zur Au,tfihruug gelangto 
Theil im 33. Bd. dieser Ann~len erschienen; im r tritt ;m dcrcn Stelle die 
vorliegende Arbeit. Die dort ebenfalls angek(indigte Ver~ffcntlichung des Hrn. 
Cole ist bis jetzt unterbJieben. 

t) Ueber eine Configuration ira Raume, auf wclche die Transformations- 
theorie der hyperellipti,chen Funetionen ffihrt, Diss. GStt. 1887; vgl. auch dieser 
Annalen Bd. 29. 
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XIV. vervollstiindigt die genannte Untersuchung yon Witting dureh 
Einffihrung der Liniencoordinaten; der XV. bringt die yon Klein a. a. O. 
postulirten Ausdriicke der Invarianten tier ,,Gruppe der Z";  der XVI. 
handelt yon den Invarianten der ,,Gruppe der ail,"; tier XVII. beriihr~ 
algebraisehe Fragen, der XVIII. endlich schliesst die Untersuchung 
ab mit der Ausftihrung der in Aussicht gestellten Reduction des Problems 
der 27 Geraden auf das Problem der Z. 

Ein Auszug aus der vorliegenden Abhandlung ist in Nr. 1 der 
GSttinger Nachrichten v. J. 1892 erschienen. 

XJII. Abschnitt. 

Di~ hyperell iptischen X,~ yon ungerader  Charakter is t ik .  

w 59. 

Von der Vermehrung der Argumente dor X~f um (2n) ~ Perioden. 

In II, {} 33, Glchg. (19) ist bereits der Hauptsache nach an- 
gegeben, was aus den X , :  wird, wenn man ihre Argumente um 
(2n) t~ Theile der Perioden co vermehrt; ftir die folgenden Entwick- 
lungen bed(irfen wir noch einer niiheren Ausffihrung jener Angaben. 
Zu einer solchen gelangen wit am bequemsten, wenu wir den Aus. 
druck der X~: (lurch Thetafunctionen benfitzen. Die Charakteristik 
der vorgelegten X~: sei: 

F gl g ' l  (l) 
c==!g3 g.t ; 

dic zuzufiigenden Periodenbruchtheile seiea bezeichnot mit: 

(2) "2nl Q , ~  2nl (htcoil.qt_h.~co,~_jc. nh.ar.oi3_l_nh4ro~4) ' ( i ~ 1 ,  2) 

iudcm untcr den h beliebige ganze Zahlen vers~nden werden. (Dass 
dabei (lie Factoren yon a);a und r ~  als durch n theilbar vorausgesetzt 
sind, thut der Allgemeinheit keinen Eintrag, da die Vermehrung der 
Argumente um Perioden-n tol bereits in II, w 33, Glchg. (16) erledigt 
ist). Die bekannte Formel fiir die Vermehrung der Argumente der 
Thetafunctionen um halbe Perioden ~) giebt dann zuniichst: 

( (3) 1 1 j + ~ h s n ~ j ~ ; n v 2 +  .;nr;~) a, n v t + ~ v u + f l h 2 + v i h l  + :ih~nvj .. 

~ e - " ~  O'o'(nvl"-l-ar, tt + flrw,.; n v z +  ...; nr, i~), 
dabei ist die neue Charakteristik: 

*) Vgl. z. l~. Krause, die Transformation der hyperellipfischen Fuactionen 
erster Ordnung (Leipzig 1886), w 3, Glchg. 20. 
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gt+h~, g++h+ 
(4)  c' = 

g.~+h~, g++h~ 

und die im Exponenten stehende lineare Function ~p 
lautet: 

+-~'-(h/-' ~,, + 2h~h+ ~,+ + ~+? n.+) + ~ It,.., (~.~+ Z,,)+ ~+, (~, + ~,,)I. 

Die Umformung der ftir die vermehrten Argumcate gcbildetcn Function 

der Argumente 

Zur Vereinfachung der rechten Seite bedieneu wit uns der Gleichungen 

(a. a. O. Glchg. (22)) : 

21ri 
O ~ i  (.0.,.,7 7 ~ 2 1 T I t + ? ~ 2 2 " C 2 1 = ~ 2 3  - - - 0 1 2  , (7) ~l ! TI 1 + ~12 T2I ----"~--~i3 q 2're " "  s 

damit erhalten wit zun~iehsL: 
1 1 1 Q,) , , (s) - .  G : ( , , . + ~ @ = - . ~ ( . , ) + ~ H ,  

+~,~- 
Die H sind dabei ebenso aus den ~ gebildet~ wie die ~ aus den co. 
Um des noch tibersichtlieher sehreiben zu kSnnen, setzen wit zur 
Abktirzung: 

t ~2) 
I (u, ' Q , ) +  t H . , (U2+T~ (9)  r  = - i  H, + ~ -  -~ . 

und fiihren in die zweite Zeile die v und die v ein auf Grund der 
Formeln : 
(10) eomu~ - -  ~tcu2 ~ ~r --  ro.ztu ~ + eo,~u.~ *- pt.~v.2; 

(11) (hac~ - -  h,t f~ QI ~- ( - -  h+~ "~- hie~ Q'z = 

wir erhalten so: 

(12) - -  ~G2(  " + ~2-n- 

+ n~ti(h~v, + tqv2)+~-( thh~ + h~h++ nh/~ z,, + 2 nh~h+ ~ + h+~.~). 

G2 bedarf einiger Rechnung. Wir haben zunitchst (vgl. lI, w 32, 

mchg. (19)-(21)): 

t Q,)  = _ ,~a+ 0~.) 
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Ausserdem ist noch zu bilden: 

~h,+~( ~,l+h,~,~))+#(~+ ~h~+ dh ~ 

,o~ie enalir (U, w 33, G~. (3); w 3~, G1. (13)): 

(14) ~"~ ~ e-  ~- (~'~+~). �9 ~ ~ 

Vereinigung yon (3), (12), (13), (14) giebt dann mit Riicksieht auf 
die in 1I, w 32 Glchg. (24), w 33 Glchg. (3) und w 34 Glehg. (14) 
enthaltene Definition der X,r  die gesuchte Formel in folgender Gestalt: 

(15) 

? s t  

An derselben ist besonders zu beachten, dass die_Function (P nach 
ihrer Definition (9) unabhii~gig ist yon der Auswahl des zu Grunde 
gdegten .Periodeusystcms, sowie yon den Indices ~, fl, die 8..Einheits- 
wurzel wenigstens yon den let~tereh. 

w 60. 

Von der UnabhKngigkeit der ,,Grup~e der X~r yon der Charakteristik. 

| n l I  ~ 35 ist bereits der Satz erwiihnt: 
Die ~u verschiedenen Charakteristiken gehgrenden Gruppen linearer 

Transformationcn der X ~  sind identisch. 
Der dort angedeutete allgemeine Beweis desselben gestaltet sich 

nunniehr auf Grund der Formel (15) des w 59 folgendermassen: Es 
sei S eine Periodentransformation, welche sowohl die Charakteristik c, 
als die Charakteristik c" in sich ilbeffiihrt. Dann gilt zun~iehst nach II~ 
w 34 Glchg. (2): 

~-- I  ~--I 

(1) '~ ") 

In dieser Formel ersetzen wir nunmehr ui durch ui + '~-d' indem wir 

unter Q~ eine Periode verstehen, welche ausgedriiekt dutch die alten 
primitiven Perioden co gleieh ist: 

n(hlel -[" h2e2 + hae~ q-. h~ro~), 
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dagegen ausgedriick~ durch die neuen ~ '  gleich: 

n(h/eo/ q- h~'eo 2" + h3"e %" + Jh' co4'). 
Wenden wit dann beiderseits die genannte Formel (15) des {} 59 an, 
so folgt: 

n--I n--I 

X (u; co') 

dabei ist: 
(3) = jc , ra, 

und j ist eine yon den Indices a~,~ unabhiingigc 8. Einheitswurzel, 
n~mlich: 

wo die letzte Klammer diejenige 8. Einheitswurzel bedeutot, welche 
bei S zu der in der Klammer steheaden GrSsse zutrit~. 

Von dieser Einheitswurzel j kSnnen wir nun folgendermassen 
indirect schliessen, dass sic gleich 1 sein muss: In II,  p. 183 Fuss-. 
ist bereits darauf aufmerksam geniacht, dass man a priori erkennen 
kann, die Determinante der c,,~rj m~isse gleich 1 sein; yon den c~,~.j 
gilt genau das Gleiche. Die Determinante der letzteren unterscheidet 
sich abet wegen (3) yon der der ersteren nur um den Factor j". Da 
wit nun (vgl. ]I, p. 168 oben) uns auf den Fall eines ungeraden n 
beschri~nkt haben, so folgt : / =  1; die Coefficienten in (2) und die in 
(1) sind also dieselben, w. z. b. w.*) 

XIV. Abschnitt. 

Die endliche Gruppe yon 518~0 linearen Substitutionen im 
quatern~ren Gebiet, welche dutch die Theorie der hyperellip. 

tischen Funetionen Z ~  geliefert wird. 

w 61. 

ZusammensteUung der erzeugenden Substltutionen. 

F[ir n - - -3  erhalten wir (vgl. II, {} 38) n ' - I  ~ 4 Functionen 2 
Z ~ ,  die wir zur Ersparung der Doppelindices folgendermassen schreiben 
wollen: **) 

*) Das Resultat des Textes musB sich natilrlich auch aus II, w 3~, Glchg. (6) 
dutch Rechntmg ableiten lassen ;doch scheint das umst~ndlich zu scin. -- Uebrigen8 
involvirt die Ableitung des Textes eine Formel ffir die bei liacarer Transformation 
der Thetaquotienten auftretende 8. Einhei~wurzel, deren Uebereinstimmung mit 
der sonst, z. B. bei Krause a. a. O. p. 91, 92 gcgebenen noch nachzuweisen sein 
~v~irde. 

**) Witting (Diss. p. 26) ha~ bezw. Z~, Zl, --Z~ ~tatt unserem Zj, Zz, Z4. 
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Z1 - - Z l  o = - -  Z~o = X~o - -  X2o,  

z ~  = Zo, = -  Zo~ = X o , -  Zoo ,  
(9) z:,  = z , ,  = -  z.:~ = x , , -  x ~ , ,  

Z~ = Z~t = -  Z12 = X ~ -  Xz2. 

Aus der Tabelle in II, w 39, (3) ergiebt sich for diese Z die folgende: *) 

Z 
| t  

.Z/~--  

13 

Z l 

- //~- 

i (Z, + :Z: + ~:Z~) 

c t i )  

Z~ i - -  Z~ 

z.,  

i ~Z r ~-(z.~ + z.~+ ~z,) z.~ 

- &  

+z~ 

S~ 

~ Z l 

z, 

~ ZI 

Diese 4 0perationen erzeugen*) eine Gruppe yon 5184( lincaren Sub- 
stitutionc~; dieselbe besitzt eine au~gczeichnetc Untergr~rpe, bestehend 
aus der Identitiit und der Operation ( ]~D)  ~, welche die Vorzeichen 
aller vier Z umkehrt. Die zugehSrige Collineationsgruppe dagegen ist 
einfach. **) 

w 6~. 

Die Resultate yon Witting, 
Die Untersuchuug der Untcrgruppc~ unserer ,Gruppe der Z" ist 

yon lirn. Wi t  t i n g in sefiier ia der Einleitung citirten Dissertation 
begonnen word(,n; seine Resultate sollen bier kurz zusammengestellt 
werden unter jedesmaligem Hinweis auf die entsprechenden Entwick- 
lungen yon (I1). Wit fiigen aueh gleieh die aus der Abhaudlung you 
Hru. Maschke  im 33. Bd. dieser Ann. zu entnehmenden Angaben 
fiber die Invarianten der einzelnen Untergruppen bet. 

I. Aus C, D,  S 2 entsteht (II, w 40) eine Untergruppe G O yon 
1296 lincarcn Substitu/ioncn der Z, welche sich zusammensetzt aus 
den 24 Vertauschungen der Z, yon denen jede mit zwei verschiedenen 
bestimmten Vorzeichen~indcrungen der Z zu verbinden izt~**), und aus 
den 27 0perationen der Form: 

*) Von den 6 erzeugenden Substitutionen des lira. Maschke (dieser Ann. 
Bd. 33, p. 321) tat 8ein .B, wie cr p. 33t selbst angiebt, ausdrtickbar durch sein 
A und I,', die zusammen unsorem 6'und D entsprechen; sein E i s t  unser B; sein 
U uad soin D ergoben sich, indem man unser S 2 mit denjenigen Operationen 
verbindet, die durch Vertauschung der Z (also durch Transformation verm~ge 
unseres C und D) aus ibm hervorgehen. 

**) Vgl. II, w 38 und 89, Bowie dio dort citirten S~ellen bet Hrn. C. Jordan. 
*~176 Um zu bestimmon, welcho Z in jedem Fallo im Vorzeichen zu iindern 

sind, bcnutzt man am bequematen eine der Invarianten (23a) bei Maschke. 
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r Z, = ,"Z4, (1) z , ' -=  z ;  = z: , '= 

welche der Bedingung: 

(2) g + ~ + y + l ,  = 0  (mod. 3) 

geniigen. Die 4 Ebenen: 

(3) Z , = O ,  Z ~ = O ,  Z : , = O ,  Z ~ = O  

bilden ein _Polartetraeder der durch unsere Gruppe G bestimmten Con- 
figuration, welches bei allen 0perationen yon G in sich flbergeffihrt 
wird. Solcher Polartetraeder enthitlt die Configuration 40 (Witting 
p. 43). Die 1nvarianten dieser Untergruppe sind unter den yon 
Maschke a. a. O. w 6 aufgezShlten enthalten; sie zeichnen sich dadurch 
aus, dass die Z in ihnen nur im Product Z I Z.~Z. 3Z I oder irt Potenzen 
mit dutch 3 theilbaren Exponenten vorkommetl. 

II. Aus B,  C, S 2 entsteht (II, w 41) eine Unte~yruppe H yon 
ebenfalls 1296 Substitutionen, welche Z 1 his auf zutretende 6 t~ Einheits- 
wurzeln invariant l~isst, Z2, Z3, Z 1 nach einer ,,tern:,'Lren Hesse'schen 
Gruppe" umsetzt. Den Punkt Z2 = 0, Z:~ ==0, Z 4 == 0 bezeichnet 
Witting (p. 41.42) als einen /Polder Configuration, die Ebene Z l ~-0 
als die zugehSrige :Polarebenc. Die Invarianten dieser Unh'rgruppe 
hat Maschke (w 3- -5 )  angegeben. 

]II. Aus /3, D, $2 entsteh~ (II, w 42) eine Untergruppc K vo~ 
1152 Substitutionen. Dieselbe stellt sich iibersichtlich dar, wenn wit 
neue Coordinaten ~ durch die Gleichungen: 

(4) ~ l ~ - Z l ,  ~2"=Ze, ~3~-~- 

einfilhren; wir erhalten n':tmlich dann folgende Tabelle: 

(5) - =  

~ 4  p 4:::=: 

i 

13 

i 
i 

I 

Bei /~ und 32 bleiben alle l'unktc der Geraden ~.: = (), ~:~ ~ I) 
und alle .Ebenen der Geraden ~t "- 0, {, -~ 0 invariant (Witting p. 37), 
wiihrend die Ebenen der ersteren und damit die Punkte der letzteren 
sich je nach einer Tetraedergruppe biniLr substituiren; bei D werden 
diese beiden Geraden unter einander vertauscht. Man erhiilt so als 
das einfachste geometrische Gebilde, welches bei dieser Untergruppe 
invariant bleibt, ein Geradenpaar; solcher Geradenpaare enthiilt die 
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Configuration 45. (Witting p. 39). Was Invarianten dieser Unter- 
gruppe K betrifft, so haben dieselben die Gestalt: 

r  + r  

wenn mit r  ~ Invarianten der Tetraedergruppe in ~ ,  ~,  mit r  ~ '  
bezw. dieselben Formen in ~2, ~a bezeichnet werden. 

w 63. 

Einfiihrung der Liniencoordinaten; die 45 Strahlencongruenzen. 

Fiir die weitere Untersuchung unserer Configuration werden wir 
mi~ Vortheil uns des Hilfsmittels der Liniencoordinaten bedienen; 
darauf weist schon das Auftreten der zuletzt erw~ihnten Geradenpaare 
him Wir verstehen demgem~iss unter Z zu den Z eogrediente Ver- 
~tnderliche und bilden die 6 zweigliedrigen Determinanten: 

(a) a,~ = Z , Z ,  - -  z , z ~ ,  

die Coordinaten der geraden Yerbindungslinie der Punkte Z und Z. 
Dieselben erIeiden, wenn auf die Z und auf die Z gleichzeitig die er- 
zeugenden Substitutionen des w 6l angeweadet werden, die aus folgen- 
der Tabelle hervorgehenden linearen Umsetzungen: 

(2) 

=, 

. . . . . . . . .  t . . . . . . . . . . . . .  B C 

a,', = I 

# 

Gin --- 

P 

a14 = 

! 

aa4 ~-  , 

a~'~= 

* (a12-1 t- a,3-3 t- a,,) 
V~ 

* (a, -~- ~ a,3- ~- e~a,4) V5 2 

' (a12 "4- ~at3-{- ~ au) V~ 

(a3~ + a4~+ a23) V~ 

r i  
$ 

a14 

a12 

a13 

a23 

an4 

a42 

D 

- -  a12 

a23 

a4: 

- -  a ~  

a14 

aj3 

$2 

E2ai2 

~ala 

E a14 

~34 

~" a42 

~2 a2 a 

Dieselben erzeugen eine Gruppe yon nur 25920 linearen Substitutionen 
der a~,~ indem (B2D) 2 ~ (D C2) 4 sich auf die Identi~t reducirt. Bei 
allen diesen Operationen bleibt selbstverst~iudlich die quadratisehe Form: 

(3) A = a~2aa4 ~- a13a42 3 F al4 a23 
absolut invariard. 

Die Geraden ~ = 0 ~  ~ = , 0  und ~-----0, ~ 4 = 0  des vorigen 
Paragraphen haben bezw. die Liniencoordinaten (0, 0, 0, 0, - - 1 ,  1) 
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trod (0, 1, ~ 1, 0, 0, 0); die Gleichungen der durch sie bestimmten 
Strahlencongruenz sind also: 

(4) 
(a4~ a~3 , ~  O. 

Aus diesem Gleiehungenpaare werden durch die Substitutionen der 
Untergruppe G o (w 62, I) zun~ichst die folgenden 18 erhalten: 

{{ai, ~ - -  eaaj, ----- O, az. ., -[- e~a.:.~ ~= O, 

a42 ~-~a23--~ O; { a~ 4 -~- ~-~a~,~ O; 

al,  da 2 = 0, J + == O, 
(5) (z 0, 1 2) 

a23 ~-;ta34~--- 0; [ a.t~ + ~-aar~---. 0; ' 

o o a12 a13 ~ a14 g42 

as4 - -  e-Sa42 ~-- 0; a23 + ~-Zal3 ~--- O; 
sodann abet durch B und seine Transformirten die folgenden 27: 

a*+* al 2+  ~*+s aj3 + e*+" a14 - -  ~ + ' a : , - -  ~'+a+~ a ~. - E~+~'+ ~ a~3 = 0, 
(6) [~x+~ aj2..~e,,+~,+~ al.~+ ~x+,+1 a14-~ es+~a:~ - ~*+* at~ ~ ~+~' a.2,~ =~0. 

(x, ~, g~ v --- 0 , 1 ,  2; x - ~ - Z + g - 4 - v  ==0 rood. 3). 

Damit haben wit die den 45 Geradcn_paaren (w 62 a. E.) cntsprechendcn 
$trahlencongruen~en. 

w 64. 

Die Untergru~pe L; die 27 linearen Complexe I. Art. 

Jede yon den Geraden des vorigen Paragraphen schneider 32 yon 
den iibrigen Geraden; so z. B. schneider*): 

(1) ate - -  el4 -'~ 0 

,on den 35 iibrigen Geraden (w 63, (5)) die 14 folgenden: 

ale - -  ~'a14 ,--- O~ 

a]a ~ ~2a14 ~ O~ 

(2) a ~ - -  eZa~a ==0, (X===0, 1 ,2)  
aa, + ,-*a~, == 0, 

ferner yon den 27 Geraden der ersten Zeile in w (;3, (6) alle die- 
jenigen 9, ftlr welche: 
(3) v ~ gt -1 t- 1 (rood. 3), 

*) Der Kitrze balber bezeichnen wir in diesem Paragraphen eine Gerade 
dutch die Oleichung desjenigea linearen Complexes, den die ~io schneidenden 
Geraden bilden. 
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(6) 
und: 

und yon den 27 der zweiten Zeile diejenigen 9, ffir welche 
(4) v - -  g (rood. 3) 
ist. Die andere Gerade desselben Paares: 

( 5 )  - -  = 0 

schneider die eonjugirten zu diesen 32 Geraden. So finden wir: Jeder 
unserer 45 Congruenzen gegeniiber zerfallen die 44 anderen in 32, yon 
deren Axen jede eine Axe der ersten trifft, und in 12, deren Axen die 
der ersl~n nicht treffen. (Witting p. 46). 

Betraehten wit nunmehr zwei unserer Congruenzen, deren Axen 
sich nicht schneiden, z. B. die beiden folgenden: 

ala -- a~4 = O, 

a42 - -  a~3 = 0 

(7) / a23 %- at. ~ = O. 

Man sieht, dass dieselben beide dem Com~vlex: 

angeh6ren. Dieser Complex enthiilt keine der iibrigen in w 63, (5) 
enthaltenen Congruenzen; dagegen enthZ~ilt er yon den in w 63, (6) 
enthaltenen diejenigen, welche zu solchen Werthen yon u, )~, /z, v 
gehSren, dass die Gleichung: 

(9) ~+~(1--~)a~.:{ - ~+~(1--~)a,4--~"+~(~--l)a4~-- ~+u ( ~ - -  1) a:.~----0 

denselben Complex wie die Glehg. (8) darstellt. Das verlangt aber nut:  

(I0) x~.~]~, g ~ v ~  1, (rood. 3); 

diese beiden Congruenzen zusammen mit w 62, (2) lassen 3 LSsungen 
zu, und man finder so, dass der Complex (8) yon unseren 45 Con- 
gruenzen ausser (6) und (7) noeh die 3 folgenden enth~lt: 

(]l) 

(12) 

aj2 %-E?a~:~%- ~aj4 - -  as4 - -  E ~ a 4 : - -  ea2: ~ - - - - - 0 ,  

~2a~2%- ~ats %- ~2aj4 - -  $ a 3 4  - -  ~ a 4 2  - -  e~az~ ~ 0; 

{:a,, %- ~a,s %- ~a,~ --~2ast-- ~2a~2-- ~a,3 "==0, 
a~2 Jr eal. ~ %- ~2a~4 e2aa4 e a r ~  e~-a2: ~ --.~ O. 

Von den 10 Axen der Congruenzen (6), (7), (11), (12), (13) schneider 
keine irgend eine der andern; dagegen wird jede der 80 iibrigen Axen 
yon je 4 aus jenen 10 geschnitten. Es bilden also jene 10 Axen eine 
solche ,Eiinf yon Geradenvaaren" wie sie Herr Witting (Diss. p. 47) 
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definirt; und wir habea als erstes Resultat der Einfiihrung yon Linieu- 
coordinaten den Satz: 

Je fi inf  Congruenzen, deren Axcn einc solche Fi in f  bildc~, geh6ren 
einem und demselben Zincarcn Complex an. 

Solcher Complexe enthiilt unsere Configuration sicbenundzwanzig; 
die Gleichungen derselben sind: 

~ ' a 1 2  ~ ~ / z a l 3  ~ ~ - 2 a 3 4  + ~--"'(f42 ~---- 0 ,  / 

(14) e ~ ~ 0 a13 - -  e~'aj4 - -  ~.-:~a42 2 t- e - " a ~ . ~  , (1,, # ~ O, 1 , 2 ) .  

Dabei ist zu beaehten, dass die linken Seiten diescr Gleiehungen in 
dem Sinne absohd normirt sind, dass sie bei den Substitutionen der 
Gruppe G ohne zutreten& l;'actoren unter sich vertauscht werden. 

Die 27 Complexe (14) mSgen als ,,Complexc I. A r t "  yon den in 
w 65 auftretenden Complexen ,II .  Art" unterschieden werden. 

Jeder dieser Complexe wird in sich fibergef(ihrt yon einer Unter- 
gruppe unserer Gruppe G, welche in den Z geschrieben 1920, in den 
aik 960 Operationen enth~lt. Diejenige Untergruppc L ,  welche zu 
dem zuerst betrachteten Complex (8) geh5rt, wird erzeugt (vgl. I | ,  
w 43) yon 33, D und den beiden Operationen: 

(15) E ~  (DS22)2 : Z," = eZ , ,  Z.." ~- eZ2, Z.( --- ~:Z3, Z,' = e':Z,; 

(DO92 ::Z, Z,, z;  Z,'=--Z,; 

oder in Linieneoordinaten: 
�9 r t 

(17) .E:a[9.---eta12, a[3-~- al.~, a[4~a,4, a,z,~ ea.~4, a,2 ~ a4~, a~.s~"-a.za; 

(18) F:a[~----a3~ , ar~ ~ - - a 4 2 ,  a'l'~-~-al~, a34--~--a12, a; ,~--al:~,  a ,~a~a .  

In der That bleibt die linke Seite yon (8) bei allen diesen Operationen 
absolut unge~ndert.. Dieselben vertauschen die 40 Polartetraeder noeh 
transitiv, aber diejenigen unter ihnen, welehe ein solehes Tetraeder 
noeh fest lassen, vertauschen aueh zwei yon seinen Gegenkanten nur 
unter sich. Ebenso vertauschen sie die 40 Polarebenen noch transitiv; 
aber diejenigen unter ihnen, welche eine solche Ebene in sich iiber- 
fiihren, ]assen in ihr nicht nut ein syzygetisches Bflschel yon Curven 
3. Ordnung lest, sondern aueh einen yon ihren gemeinsamen Wende- 
punkten und damit zugleich dessen harmonische Polare. 

Durch jede der 45 Hauptcongruenzen gehen 3 yon deu 27 Com- 
plexen I. Art; so z. B. dutch die Congruenz (6) die 3 Complexe: 

sal 3 _ ~ a 1 4  - -  E2a42 - -  ~.2(123 ~ O~ 

$ 2 6 1 3 -  e Z a 1 4 -  e a 4 2 -  ea~.~ ---~ 0. 
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Dieselben bilden mit den Axen der Congruenz ein cyklisch-pro- 
jectivisehes System; die Summe der linken Seiten ihrer Gleichungen 
ist Null. 

w 65. 

Die Untergruppe M; die 36 linearen Complexe II. Art. 

Wie in II, w 44 kbnnen wir nunmehr die gegensei~ige Gruppirung 
unserer 27 Complexe fo]gendermassen weiter untersuchen. Oehen wit 
yon einem derselben aus - -  er heisse ~1 - -  so sehen wir, dass sich 
ihm gegeniiber die 36 anderen spalten in 5 real 2, welche rail ibm je 
eine HaupLcongruenz gemein haben, und 16, fiir welche das nicht der 
Fall ist. Greifen wir einen der l e t z t e r e n -  ~ 2 -  heraus, so sind 
unter den 15 (tbrigen noeh ]0 enthalLen, welche auch mit ~2 keine 
Hauptcongruenz gemein haben. Sei ~3 einer yon diesen, so bleiben 6, 
welche mit ~1, ~2, ~3; sei ~4 einer yon diesen, so bleiben zwei - -  
~5, ~ 6 -  welche mit 61, ~2, 63, ~4 und, wie sich herausstellt, auch 
unter sich keine Hauptcongruenz gemein haben. So gelangen wit zu 
einem System yon 6 Compbxen I.  Ar t ,  welche zusammen 30 verschiedene 
Hauptcongruenzen entha~ten. Solcher Systeme giebL es, wie aus der 
Art ihrer Herleitung hervorgeht, 72; eines derselben ist z. B. das 
folgende: 

61-~ ~al2 ~ a13 ~ f l a 3 4  ~ a42 ~ O, 

~a ~ ~a~.~ ~ ~a~a - -  ~a~4.7 L ea4~ ~ O, 

~ e~a14- e~a~ ~ ea23 -{- ea~4 ~ O. 

Durch die damit eingeffihrten ,,Complexcoordinaten ~" driicken sich 
die Liniencoordinaten a~ aus wie folgt: 

i 

lal2i 3~f~ (a~l _[_ a~ _~L. a~3 ..~_ ~2~.l_~_ a~5_~_ ~26~) ' a l s a l t  ~I~'1 (( 61 -F E262-~ ,e63 ), 

l 
a$4 

a42 

a23 ~ - -  

i 

1 + + ), 

_"4 



Hyperelliptische Modulfunctionen, II [. 325 

Dieselben 30 Haupteongruenzen iassen sich aber auch noch auf eine 
andere Art in 6 Ffinfen anordnen, entsprechend den 6 Complexen" 

(3) 

~h ~e~a~., ~ a~a - -  ea:u ~ a4~ ~ 0 ,  

~ ~ ~"a~._, - -  s a t 3  ~ ~a34 Jr- ~a4~ ~ O, 

~ 3 ~  e~'a~ ~ e~a~3-- aa:~ 4 ~ ea4~ ~ 0 ,  

~/4 - ~  a ~  - -  ~ a ~  - -  a., 3 -~- ~a :~  4 ~ 0 ,  

~/~ ~ ~ a , ~ 4  - -  ~ a l ~  - -  ~a..,:~ ~t_ ~a:~4 __~ O. 

fiir die angegebene Doppelsechs z. B. ist der Werth beider Seiten gleieh: 

3i f~ (a,~ + a~,). 
Gleich Null gesetzt giebt das die Gleichung eines neuen linearen 
Complexes; wir crhalten so den 36 Do2pelsechsen yon linearen Com- 
plexcn I. Art  entsprechend, 36 ,,lineare Complcxe II .  Art".  *) Ein 
solcher bleibt ungeiindert bei 720 Substitutionea unserer Gruppe; die 
zu (4) gehSrige Untergruppe M z. B. kann am einfachsten folgender- 
massen beschrieben werden: sie enth~ilt einmal die 360 geraden Ver- 
tauschungen der 6; dann aber noch die 360 0perationen, welche eat- 
stehen, wenn man die 360 ungeraden Veriauschungen der Indices 
1, 2 . . .  6 mit der Ver~auschung der Bachstaben ~ und ~/ verbindeL 
Bei den ersteren bleibt (4) absolut invariant, bei den letzteren iindert 
es sein Zeichen. 

Uebrigens drficken sich die ~ durch die ~ folgendermassen aus: 
1 ~ ~  ( 2 ~ -  / ~ - -  ~3 -  ~ -  ~ -  ~o), 
1 

'q~ --= ~ ( -  ~, 4- 2,~ - ~ 3 -  ~, - ~ - -  ~6),; 

n 3 ~ ( - ~ - -  ~ " b 2 ~ s -  ~,-- ~ -  ~o), 
(5) 1 

74 :--- T ( -  ~1 - ~ - -  ~3 + 2 ~4 - -  L,, - -  ~6), 

n~ ------ ~- ( - -  ~, - -  ~2 - -  ~ 3 -  ~4 + 2 ~ - -  ~,), 
1 ~, - :  ~- ( -  ~ - ~ - ~.~-- ~, - -  ~ + 2 ~).  

*) Man beach te  bei d iesem Schluss,  class die ~ absolu t  no rmi r t  sind. 

l g a t h c m a t i s c h c  Annalera. XLI .  2~ 

zu 36 ,,Dopypelsechsen" ausammen. 
6 

(4) ~ ~ 

Ffir jede derselben ist: 

x~= I 

Dabei haben ~i und ~ eine Hauptcongruenz gemein, wean i ~ x, da- 
gegen nicht, wenn i-----~. 

A u f  diese Art ordnen sich die 72 Sechsen yon linearen Complvxen 
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Es ist also: 

(6) n,, - -  ~x ~ - -  iVg(a,~ "Jr an4) 

unabh~ngig yore Index u. Ferner ist: 

(7) 

1 
Z ~i 
i-----I 

9 

- 

Die iibrigen 15 Complexe I. Art driicken sigh dutch die ~ und ,/ 
sehr einfach aus. Ist niimlich ~ - - - 0  derjenige Complex I. Art, 
welcher mit ~l----0 und ~/~ ~ 0 durch dieselbe Hauptcongruenz geht, 
so ist zufolge des letzten Satzes yon {} 64: 

(8) ~, + n,~ + ~,~ ----0; 
also folgt: 

1 (9) ~,~ = ~- ( -  ~ ~, - ~ ~, + ~ + ~, + ~ + ~) _~ ~ .  

Die iibrigen werden durch Vertausehung der Indices erhalten. Diese 
bilden dann mit den ~, ,/ die 35 tibrigen Doppelsechsen. Zwei der- 

selben sind: 
( (1o) 
~ ~ ~ ~4 ~ ~6/ 

mit dem Complex II. Ar~: 
(11) ~ -  ~== 0 
und: 

(12) \ 
mit: 
(13) 

aus der erstea gehen (15), aus der zweiten 20 durch Vertauschung 
der Indites hervor. 

Unsere seniire Gruppe G kann demnach erbalten werden, indem 
man zu ~ noch die beiden Substitutionen: 

t f ! �9 ? (t4) ~l' = ~l, ~ = nt ,  ~3 = C~3, ~4 - -  ~2,, ~5 = ~ ,  ~ = ~ 
und: 
(15) ~ l ' ~ . ,  ~"-~64, ~'=~5, ~4'-=~1, ~ ' = ~ ,  ~'=~s 
hinzunimmt, wo rechts die , /und ~ dutch ihre Werthe aus (5)und (9) 
zu ersetzen siad. Alle diese Substitutionen haben reelle Coefficienten; 
soviel mir bekannt, ist dies, yon trivialen Fiillen abgesehen, iiberhaupt 
das ers~e Beispiel einer endlichen Grupzve linearer homogener Substi. 
tutionen mit reellen rabiona~en Zahlencoefficienten. 
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XV. Abschnitt. 

k u s d r u c k  der Inva r i an teu  der  Gruppe der  z du rch  d i e  
Coefficienten des algebraischen Gebildes. 

w 66. 

Reihenentwicklungen. 

Die Za~ mit ungerader Charakteristik sind (II, w 58) gerade Func- 
tionen ihrer Argumeate. Setzt man die letzteren gleich Null, so gehen 
die Za~ in Modulformen z~t~ tiber, welche nicht identisch Null sind. 
Die Invarianten F der Gruppe der Z -  dieselben sind yon Herin 
M a sc h k e (dieser Ann. Bd. 33, 1 a. 333, 337) angegeben - -  gehen dabei 
tiber in Modulformen II. Stufe*) f, und zwar speciell in solche, deren 
Rationalitiitsbereich dutch die der Charakteristik entsprechende Zer- 
legung **) : 

(1) s = 

gegeben ist. Wir mSgen etwa die Charakteristik: 

wiihlen ; derselben entspricht bei dem yon uns festgehaltenen canonischen 
Querschnittsystem***) die Zerlegung yon f in: 

(3) 

Muliplicirt man die z~$ noch mit: 

ic-~ ~//-T~ (4 )  , 

so erh~l~ man Functionen, die mi~ 

bezeichnet werden sollen. Von diesen brauchen wir im folgenden die 
Anfangsglieder ihrer Reihenentwicklungen nach Potenzen yon 1~, q, r ;  
diese bekommen wir aus ihrer Dars~elhmg dureh die Thets (!I,  w 32, 
Glchg. 24) : 

*) Dieaer Ann. Bd. 85, p. 225. 
**) Ebenda p. 244. 

***) I p. 375; vgl. die dieser Ann. Bd. 3"2, p. 358 yon IIrn. Klein gegebene 
Regel zur Bestimmung der zu einer bestimmten Zerlegung yon f gehSrenden 
Charakteristik. 

22* 
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{ t,~_~ _~__~ ~ ~ ~# 
V-~-~,~ .(z.,~)= te  ~ + e ~ ) p ~ q ~ ~" (av~t+~v~, a ~ + ~ ;  3 v , , , 3 v ~ , 3 ~ )  

,---, ke-~ + e 

. .,~_,(_~)m,~W~o+: +:  -' (~(~176 . q.~ (~ I,,,+ ~)+o)(~,,,+, ,. ~ <~,.,+,~>, 

Wir finden nEmlich: 

(6) 

1 

/~,: (~,) -- ~ { - l + v ~ + . . . } ,  
1 

V ~  (M ~ 'z ~ ~ ~ ( q - q - , )  { 1 - ~ s + .  
1 1 1 

1 1 1 

. .}, 

{ - ~ -  g ~ + v ~ g ~ + ~ o ~  -~ + ...}, 

*) Dieselben Bind bier aus zt, za, --zt  gebildet~: die bezw. Maschke's zt~ zt, ~ 
eutsprechcn. 

f ~ ( ~ )  = - p  '~ q" ,..~ { _  ~_~-,,.+~,~r +m~,.r + . . . } .  
Dabei sfiad in den Klammern die wegge]assenen Glieder yon h~herer 
als der dritten Ordnung in iv, r, s. Ftir die Invarianten der ,,Hesse'- 
schen Gruppe"*) ergib~ sich daraus mi~ derselben AnnKherung: 

1 [ - p,~(eo)--r  ~ { i -  6p~-~O, .s -  7~r-~+...},  

l P , ~ ( c i 2 ) = P  { 1- -12 / )2+  4 r s - + - 2 4 0 r 2 ~ - . . . } ,  
(7) 

f,~(c,~) =v~ { - 1 +  sv ~-  4rs+ s~.~+...}, 

tp, lkc,8) { 1--18L~-~ - 6 r s - - 5 0 4 r 2 + ' . ' t .  

(In der Tha~ befriedigen diese Entwickelungen die zweite Relation (10) 
bei Maschke (a. a. O. p. 326)). 

Endlich erhalten wir fiir die Invarianten der ttauptgruppe G die 
Entwicklungen: 

~?, (f,~) = ~4p T { -  l + 18~:+ ~36,-~+...},  

] p 2  (f~o) ~ ~59~ -~- { - 8 ~  +.. .},  
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ebenfalls abgesehen yon Gliedern hSherer als der 3. Ordnung in lo, r, s, 
innerhalb der Klammern*). 

w 67. 

Dio (z~)  sind ganzo algebraischo Functionon der Coofficionton dor 
Grundform. 

Die (z~,~) sind, wie unmittelbar aus ihrer Definition (w 66, 5) 

1 in den Coefficienten der Grtmd- hervorgeht, Modulformen yore Grade 

form f6; es ist zu zeigen, dass sie gan~e algebraische Fuactioaen 
dieser Coefficienten sind. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir zun,ichst: Sind die Wurzeln yon 
f~ ~ 0 alle yon einander verschieden, so bleibea die (z,#) emllich. 
Das folgt unmittelbar aus den Reihenentwickluagen ,:on w (;6 auf 
Grund des in I ,  w 24 an die Spitze gestellten Satzes. 

Ferner miissen-wir untersuchen, was aus den (za : )wird ,  wena 
zwei Wurzeln yon f - - 0  zusammeai'~Lllen. Da bei Vertauschung der 
Wurzeln yon + p ~ O  (linearer Periodentransf'orm:dion, welche die 
Charakteristik festl:,~sst) die (z) sich linear mit constanten Coef'ficientea 
substituiren, so gentigt es, wenn wit die folgendexl beidca Fi~lle 
untersuchen : 

1. Es falle a" mit a" zusammen (zwei Nullstellen yon +p). Dabei 
bleib~ (I, w 5) PJ2 endlich und p wird yon der 1. Ordnung unendlich 
klein. Es werden also die (z) nicht nut nicht unendlich gross, sondern 

es wird sogar (z~) yon der Ordnung a ,  die drei andern (~) jedes yon 
1 tier Ordnung ~ -  unendlich klein. 

2. Es falle a'" m i t a  xv zusammen (eine Nullstelle yon #, mit der 
yon (p). Dieser Fall kann aus dem vorigeu dadurch abgeleitet werdeu, 
(lass man a ~ mit a~  a' m i t a  xv, a" mit a'" vertauscht; dem eatspricht 
[vgh Grundz.**) {} 8 und dazu die I ,  {} 1 vorgenommene Ablinderung] 
die Periodentransformation 1), dutch welehe (Grundz. w 7):p mit r 
vertausch~ wird, wiihrend Pt-+ in --/~12 iibergeht und q uzLgelindert 
bleibt. Beim Zusammenfallen yon a'" und a zv bleibt domnach ])l~ entllich 
und r wird yon der 1. Ordnung unendlich klein. In Folge dessca bleibt 
(zl) endlich und yon Null verschiedon, dio andern drei (z) wcrduu jedcs 

1 yon der Ordnung ~- unendlich klein. 

Es werden also die (~) sicher nicht unendlieh gross, solange nicht 

") Auf die angegebenen Glieder der ersten 4 Entwicklungen (8) haben nur 
die von tim. ~Isschke sogonannten ,,Le'tte rn~ Einfiuss. 

*') Dieser Ann. Bd. 35, p. 198ff. 
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mehr als zwei Nullstellen yon f zusammenfallen. Da wit abet bereits 
wissen, dass sie algebraische Functionen der Coefficienten yon f sind, 
so gen~igt das,*) um schliessen zu kSnnen, dass s~e ganze algebraische 
Functionen derse]ben sind. 

w 68. 

Ausdriicke der Gruppeninvarianten dutch die Coefficienten yon ~ und ~. 

Aus den Entwicklungen der beiden le~zten Paragraphen folg~ ffir 
die Invarianten (f), dass sie ganze Invarianten yon ~t und ~5 sind, 
yon einem Grade in den Coefficienten jeder einzeluen dieser beiden 
Formen, welcher halb so gross ist als ihr Grad in den (z); und dass 
sie Producte rationaler solcher Invarianten in bestimmte Potenzen der 
8. Wurzel aus der Discriminante yon ~P sind. 

Die Exponen~en dieser Potenzen sind zun~chst rood. 8 dadurch 

1 ~/~ a .z,~ war (w 66, 4) ; n~her pr~ici- bestimmt, dass (z ,~)==~ ic "-2 

siren sie sich aus den Entwicklungen w  8, n~mlich aus den Ex- 
ponenten der dor~ als Factoren vortretenden Potenzen yon 10. Man 
finder so: 

1 

'(f ,2) = J6, , 
3 

( 1 )  = 1 )  . 

5 

(f30) = D * .  J,5, 5, 
(f 0) = . 

Darin bedeutet g~,a eine rationale ganze Simultaninvariante yon (p 
und r veto Grade g in den Coefficienten yon ~,  veto Grade ~t in den- 
jenigen yon ~; oder anders ausgedrfickt eine Covariante yon ~,  veto 
Grade ~t in den Coefficienten, yon der Ordnung g in den Variabeln, 
in welcher die Variabeln durch die Coordinaten der Nullstelle yon 
ersetzt sind. 

Nun existirt**) nur je eine Je,~ und J9,8, n~imlich die Hesse'sche 
Form H yon ~p und die Functionaldeterminante T yon H und ~; 
dagegen existiren je zwei linear unabWingige J ~  und #~5,5, n~mlich 
einerseits H 2 und ~2. i, andererseits H .  T und ~p~. (i, r wenn mi~ i 
die vierte Ueberschiebung yon ~p fiber sich selbst bezeichnet wird. In 
den beiden letzteren F~llen geben die Anfangsglieder der Reihene~t- 
wicklungen yon (f24) und (f~o) die Entscheidung; dieselben verschwinden 

*) Vgl. I, w 24, sowie Klein, diese Ann. Bd. 36, p. 69. 
**) Vgl. etwa Clebsch, bin~re Formen (Leipzig 1872) p. 277). 
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ffir r ~ 0, und diese Eigenschaft  haben H 2 a n d / t T  nicht ,  wohl aber 
~p2, und zwar in der r ichtigen Ordnung. Es ist ja  ~p, in den Coordi- 
naten tier Nullstelle yon 9o geschrieben, nichts anderes als die Resul tante  
yon (p und ~p.*) Ebenso ergiebt sich aus der Reiheaentwick]ung,  
class (flo) den Factor  ~p4 enthalten muss. Sonach erhRlt man start  der 
Ausdrticke (1) die folgenden bestimmteren: 

1 

(f~2) = D z .  [ H ] ,  
3 

(f,s) =/)T. [T], 
(2) (G) =~ D. [~ i], 

5 

Go) = I)'. [~(~),], 
,(f40) = 1)2. [~q. 

Besondere Beachtung verdient hier der Ausdruck yon (f4o); er ist 
n:imlich gleich dem Quadrat der Discriminante yon f-= r (f4o) ist 
also eine Modulform erster Stufe. -- Darch die eckigen Klammeru ist 
angedeutet, dass die Variabeln durch die Coordinaten der lNullstelle 
yon q) zu ersetzen sind. 

Ftir die Normalform des Hrn. Weierstrass: 

q~ ~--- x2, ~ ~ 4xt  5 ~ g2xlaz22~g3x12x2"J--g4zt Z24--gSx25 
wird insbesondere**):  

2 
([HI = b g~' 
! 

8 

I 
[/'] = -- ~ g3, 

"[i] ~ [( = - -  ~-  g,  + y ~  g G  

~[,] = 4;  

damit  sind die yon Hrn. K l e i n  als Ergebniss der Untersuchungen des 
lqrn. M a s c h k e  in Aussicht gestellten *~*) Ausdrficke gefunden. 

Eine  Bemerkung sei noch beigefllgt. Der yon Hrn. Maschkc 
"I~ ' 3 (dieser Ann.  Bd. 33, p. 339, Glchg. (37)) gegebene Ausdruck yon ~ ~o 

dutch die fibrigen Invarianten muss,  wenn die Ausdrficke (2) und (3) 

*) Rfickw~r~s folgt hieraus, dass in den Entwicklungeu yon (f~) und (f'a0) 
nicht nur die Anfangsglieder, sondern auch alle folgenden dutch r t ~eilbar sein 
mfissen. 

**) Man vgL die erplici~n Ausd~cke der Covarianten e~wa bei F a'~ di B r u n o- 
W a l t e r ,  E/nleitung in die Theorie der binRren Formen (Leipzig 1851) p. 328ff. 

***) a. a. O. p. 169. 
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in denselben eingefiihrt werden, nach Division mi~ D~[~p 12] einfach 
iibergehen in den Ausdruck der Discriminante/) durch die Coefficienten. 
Da nun die Discriminante der Form 5 ten Grades sich nicht als Summe 
yon Producten yon Formen niedrigerer Grade darstellen l~isst, so daft 
man nicht erwarten, dass jener Ausdruck sich durch einen fibersicht- 
licheren ersetzen liesse, wie man sonst etwa nach Analogie yon II, w 49, 
Glchg. (11) vermuthen kSnnte. 

XVI. Abschnitt. 

Invar ian ten  der sen~iren Gruppe der a~ .  

w 69. 

Invarianten der Untergruppe G o. 

In diesem Abschnitt sollen einige Angaben fiber Invarianten der 
sen~iren Gruppe der ai~, bezw. ihrer Untergruppe gemacht werden; 
unter Verzicht auf Vollstiindigkeit beschrilnken wir uns dabei auf die 
im folgenden zu benutzenden einfachen Resultate. 

Wir beginnen mit den Invarianten der yon C,/) ,  S~ erzeugten Unter- 
gruppe G O . Bei derselben werden zuniichst aus C und J) die 24 Ver- 
tauschungen der Indices 1, 2, 3, 4 erhalten; jede dieser Vertauschungen 
ist aber noch mit Zeichenwechseln bestimmter a~ zu verbinden, die 
man am bequemsten daraus abliest, dass 

(1) A1 = (a12-f-a13 -{-~,,I) - ((q, ~t-a42~- a23) 
bei jeder geraden Vertauschung der Indices ungeiinder~ bleibt, bei 
jedcr ungeraden sein Zeichen ~adert. Ferner werden yon S 2 und seinen 
Transformirten die aik in der Weise mit dritien Einheitswurzeln multi- 
plicirt, dass die Invarianten yon G o die ask nur in Potenzen mit 
dutch 3 theilbaren Exponenten oder in den Yerbindungen ai2 a34 , 
al3 a42, a1.t a~3 enthalten kSnnen. Berficksichtigt man beides, so finde~ 
man als einfachste Invarianten yon G o die folgenden: 

Zuni~chst haben wit die selbstverst~ndliche Invariante zweiten 
Grades: 

(2) A 2 ~ a12aa4 -~- a13a4. ~ -{-. a14a2a; 
ferner eine yon A2 ~ linear unabhiingige Invariante vierten Grades :*) 

dann eine Invariante f i inften Grades: 

*) $ind die a~k als Liniencoordinaten an die Bedingung A 2 -~- 0 gekniipft, 

so zerfRll~ A4 = 0 in die beiden Complexe derjenigen. Geraden, welche yon den 
Ebenen des Fundamentaltetraeders in ~quianharmonischen Punktgruppen getroffen 
werden. 
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---- :' a 2 + a , ~  ) + ,,,aa,~(t,,~t at , - -a ,~+a, ,~)  A 5 a , ~ a ~ ( a t ~ - - a t t - -  , ~ .~ 
3 a (7 "~ 

dann drei yon A~ 3 und A.,.A, linear unabhiingige Invarianten ,.r 
G fades: 

(~) 
(5) 

2] 6 ~-- a12a34 a13a4,2 (111(/23~ 
�9 " l  o; 

�9 6 + (Ii~ + '; + (It~ + { 2-~? 

tt ~ ' ~  3 3 (6) A~ = __+%%. 

Dabei ist in A6" die Summe fiber alle dureh Vertausehung tler Indices 
sieh ergebenden Glieder zu erstrecketl, und (lie Vorzeichen siml naeh 
der oben gegebenen Regel zu bestimmen. 

Neben diesea Invarianteu geraden Grades bemerken wit als ein- 
fachste Invariante u~gcradcn Grades die folgende: 

(alz--ai3--as,-[-aa,_,)(al3--,,t~ + --a ,a-{-a~)  ( 7 )  A,~ ~ ~ ~ ~ :' c~,~, ~ '~ 

Alle bisher genannten Forme~l (2)--(7) sind ,bsol,tc ]nvarianten 
yon G 0; dagegen bleibt: 

(s) A~ (.,~ + . , , + , , , , )  --  , +, . ,  
zwar bei C und S., absolut unge'Sudert, wechselt abet bei 1) sein Zeiehen. 

w 70. 

Invarianten der Untergruppe H. 

Dio Operationen .B, C, ,.~ erzeugen im senSren Gebiet der a~k 
eine Gruppe t l  yon 648 linearen Substitutionen, welche folgender- 
ms,sen zu ch~rukterisiren ist: 

(1) a12 ~ x j ,  arj -~ x.,, ai, ~ x.~ 
(die Coordinaten des Selmittpunkts der Raumgeraden (a~,) mit der 
Coordinatenebene Z~ ~ 0) substituirea sich far sich nach oiner ,,Hesse'- 
schen Gruppe",  wie sie uns bereits wiederholt beg%met ist; 

(2) a34 " ~  UI~ a42  ~ 1~.t~ a43 =~ lt,j 

(die Coordinaten der Projection derselben Geraden veto I'unkte 
Z i ~ Z 2 ~ Z~ ~-~ 0 auf die Ebene Z 4 - -  0) erfahren dabei jedesmal 
die eontragrediente Substitution, sodass: 

(3) u~ ~ u,x~ + u.~x., + u~z~ 
absolut invariant bleibt. ~emnach siml die _fnvariaub'n di~'.~cr sr 
Grutrpe nichts anderes ats die Combinan~cn des syzygcti~~hcn 11iischels 
yon Curven drifter Ordnung: 
(4) x ( x t a + x , a + x . j  "J) + 6 2 x , x , x ,  ~--- 0 

mi~ den beiden contragredienten Yariabdnrcihcn dew x und der u. 
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Solcho Combinanten haben C l e b s c h  und G o r d a n * )  in symbolischer 
Form mitgetheilt; wir enlnehmen ihrer Arbeit die nachstehenden 
Resultate. **) 

Zun~ichst hat man die yon Hrn. Maschke bereits benutzten 5 Formen 
Co, Co, C~2, ~1~, Cls ,  welche nut  die x enthalten; ihnen treten 5 
entsprechend gebildete C6', . . .~ Cl's zur Self% welche nur die u ent- 
halten. Ferner haben wir die beiden fundamentalen Combinanten: 

(5) 

(C1. 

(6) 

(C1. 
zuleitenden :***) 

N~,~ = u, x, (x~3-- x~) + u~x~(x~3-x}) + % x~ (x,~-x~ 3) 

u. G. (59)) und: 

N,,, = u, x, (u,,'-- %3) + u~ x2 (%~ -- u, ~) + % x~ (u~ - -  u~) 

u, G. (79)), sowie die aus ihnen durch einfache Operationen ab- 

(7) C7,~=~ ~ a~ 
Ox~ ~u i i 

= UiXI(X26-~ - X36-~4223X33--3~13X23--3X13X33) - ~ . . . ,  

(8) C1,7 = ~  0N 0N ~ ~ /  = UlXl(U2 6-31- ~T36-~-4~t23U33--3UI3~t23--nr ", 

(9) F4,4 ~ ,  ~ ,  = u , x ~ ( x ~ - x ~ 3 )  ( u ~ - % ~ ) + . . .  

(cl. u. 
Weitere Combinanten erhiilt man, indem man auch solche Formen 

als Durchgangspunkte' benutzt, die keine Combinanten sind: niimlich 

die zu ~ und r dualen Formen (Ol. u. G. (13), (20),  (51)): 

(10) H --- 18 u I u 2 %, 
(11) e = _ _  (u18 _~. u23 _}_ %3); 

(C1. u. G. (20)) 
(c,  (3)); 

dann die einander paarweise dualen: 

(12) H -~- xl2u2u3 Jr-... 
(13) 0 ~" u12x2x3 .~- . . �9 

endlich die zu sich selbst duale: 

(14) K =u,~x, 2 -  2u, u2xlx.~ +"" 

Sie geben die Combinanten: 

(cl. u 

*) Ueber cubische tern~re Formen, dieser Ann. Bd. 6, p. 436ff. (1873). 
**) Die Zahlenfactoren sind z. T. abweichend normirt. 

***) Die dutch Punkte angedeuteten Glieder ergeben sich aus den angesetz~en 
durch cyklische Vertauschuug der Indices. 

t) Bei Clebsch und Gordan f und 4. 
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(15) G,a'~'- r U - -  CP ~- 18x ! x 2 x 3 u i  u~u,~ -4-(xta-[-x, , . '~.-[-x.ja)(tq3+u~a+us 3) 

(C1. u. G. p. 473); 

(16) C4,4 = 01( + W ' ~  xl4m'~u2 + x l 3 x . , u l ~ u 2  + x l~ 'x~x~ul  * 

2 Z t 2  XzX,3 ~t I tt.23 -J-- . . .~ 
r ca ") 

(17) C~,, ~- HK + 0 ~ --~ x t t u l2u . . u . ,  ~ 2xl"~x. , .u tu~'ua -[- x t ' x ~  " tt34 

+ XI2X.22t( ' I  3 lt~ + �9 " �9 

(CI. u. G. (73))" 
Ausser diesen yon Clebsch und Gordan aufgefiihrten Formen haben 

wit abet noch als Combinanten die beiden Functionaldeterminanten 
yon ~N'~ N und ux nach den x und nach den u, niimlich: 

(18) Cs,~ --- 3xlaul u2%(%3--% 3) + xt'x.~lt .z lta(,*ut 3 -  u.z a -  ", 
(19) CG.3 = 3 uj~x, x~x3 (x,3-- x2 3) + x,': x~ , ,  ~ , ~ : ( 2 x ~ - - x ~ - x ~ ) + . . . ,  
sowie die beiden dutch Anwendung des invarianten Processes 

aus diesen hervorgehenden: 
(20) C~,~ = x f - u ~  u~ (u.: ~ -  % ~) + �9 � 9  

(21) C~,~ = ut  ~ x.~x3 (x,~ 3 - -  x3 ~) + �9 �9 ". 

w  
Invarianton dor Haul~tgTappo G. 

Die Invarianten der Hauptgruppe G kSnnen nunmehr einhch dahin 
charakterisir~ werden, dass sie zugleich dem Formenkreis yon Go ({} 69) 
und dem yon H (w 70) angehSren m~ssen. Auf Grund dieser Bemerkung 
finder man als Inwri~nten der niedrigsten Grade die drei folgenden: 

(1) J2 ~ A s  ~ uz  ~ at2a34 "3 t- alaa~.  ~ al~a2a; 

(2) J5 == A~, ffi=~ _57 - -  bl == a12a34 (al~ - -  al,~ - -  a ,~-- t  a,j~) --[- . �9 �9 ; 

(3) J6  ~ C 6 + C s ' +  I O C a , 8 ~ A e ' - - 5 A 2 3  + 1 5 A . ~ A ,  + 10Ae"+ 150A, 
3 3 8 - -  ale-I- 10a1~ ala-[- I0 al.. a:~ + �9 . .-J- 1 8 0 a l . ~ a t a a u a , ~  a42 a2a �9 

XVII. Abschnitt. 

Algebraisches iiber das Problem der Z. 

w 72. 

Allgemeine Bemerkungen. 

Die algebraische Theorie des ,,Problems der Z" ist im wesent- 
lichen yon Hrn. Maschke in w 10 seiner mehrerw'~hnten Arbeit 
entwickelt worden; wir brauchen dem f/ir uasere Zwecke nut wenig 
hinzuzuffigen. 
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ZunKchst sei der Vollst~indigkeit wegen erw~ihnt, dass die Gruppe G 
yon 51840 Substitutionen die B1onodromiegru~pe unseres Problems in 
Bezug auf a~ b, c, d, e als Parameter repr~sentirt. Die in unseren 
Formeln auftretende dritte Einheitswurzel e ist dabei (wie in II, w 51) 
als adjungirt vorausgesetzt; die arithmetische Gruppe des Problems 
enth:~lt die doppelte Anzahl yon Substitutionen. 

Wollen wir (vgl. II, w 52) das ,,Formenproblem tier Z "  dutch ein 
,,Gleichungssystem" ersetzen, so kSnnen wit etwa w'~hlen: 

Dieses Gleichungssystem besitzt 

24 �9 30 �9 36 ----- 25920 

LSsungen. Da die Collineationsgruppe der Z zu der zugehSrigen 
homogenen Substitutionsgruppe nur hemiedrisch isomorph ist (vgl. 
Maschke a. a. O. p. 321), so bedarf es nach der LSsung dieses Glei- 
chungssystems noch der Ausziehung einer Quadratwurzel, um zu den 
LSsungen des Formenproblems zu gelangen. Wit brauchen dazu*) 
nur irgend eine rationale Function der Invarianten, welche in den z 
veto zweiten Grad ist; eine solche ist z. B. : 

(2)  x = 
/~'4t} 

Was die Bildung yon t~esolventen unseres Problems betrifft, so 
gestalten sich dieselben noch weniger einfach als in II  (w 53ff). Denn 
aueh die einfachsten absoluten lnvarianten der Untergruppen, welche 
in Betraeht kommen wiirden: (ZjZ2Z3Z4) ~ bei Go, Z, 6 bei H etc. 
geben schon Gleichungen yon Gradzahle,~ wie 320, 240 etc. Auf eine 
Ausrechnung derselben d~irfen wir daher wohl verzichten. 

w 73. 

Reduction des Problems der Z auf das der Y. 

Das Problem der Z steht mit dem der Y in einem ~hnlichen 
Zusammenhange, wie das Ikosaederproblem mit dem tern~ren Problem 
der A**). 

Einerseits muss es daher Functionen der Z geben, welche genau 
wie die Y sich substituiren. Nach der yon Hrn. Klein in Bd. 15 dieser 
Annalen gegebenen Methode***) finder man als die einfachsten solehen 
Functionen: 

*) Vgl. Klein, Vorl. fiber das Ikosaeder (Leipzig 1884) p. 64; p. 235. 
**) Ikosaeder p. 411s 

***) Man vgl. auch die vorstehende Note. 
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IYo -~- 6z~ z2za~4, 
Y, = _ ~ , ( ,  + ~ 2 ' ~ + ~ d + z d ) ,  

(i) Y, = - z,(~,'~+ * + ~d--z,'O, 
Y.~ = -  z3(g ~--~','~ + * +~d) 

,Y,, = - -  z ~ ( q'~ + :.d- z d + * ) .  

Bilclen wit aus diesen Y die Invarianten J (lI, w 47), so miissen 
sie rationalen ganzen Funetionen der Invarianten 1" der Gruppe tier 

�9 Z*) gleich werden. Dabei finder man zuni~ehst 

(2) G (v)=~- o ; 
denn als Function der Z wtirde J4 (Y) eine Tnvariante 16. Grades 
werden, und eine solche existirt nicht. In  dcr That ist sdbstre.rsWnd- 
lich, dass zwischen den 5 JFunctionen Y tier 4 Variabeln Z eine idcntischc 
~elatior~ bestehen muss; diese wird cben dutch (2) dargestellt. 

Ebenso schliesst man, dass sich Jj0(Y) yon 1~o nur dutch einen 
rein numerischen Factor unterscheiden kann; um dieselt zu hestimmen, 
berechnet man beiderseits die Glieder, welche ~""~ .~,-, die hSchste vor- 
kommende Potenz yon Z~, zum Factor haben, und fiadet: 

J , o  (V) = - -  2 G0 '  
der noeh fibrigen Invarianten diirfen wir zur 

(3) 

Bei Bestimmung 
Vereinfachung: 

(4) 
setzen, was : 

(5) 

Z I = = 0  

Y o = O ,  Y, == O, 

(6) Y2 ----- z~(~4'~--z3s), u == z . ~ ( & - ~ 4 s ) ,  Y~ = ~ ( z s : ' - ~  3) 
ergiebt; denn es sind sowohl die noch in Betracht kommenden JF durch 
ihre yon Z I freien, als die J durch ihre yon Y0 und Y1 freien Glieder 
(,, Leitterme ") vSllig bestimmt. Diese Formeln (6) stellen Functionen 
der 3 GrSssen Z2, Z3, 2; 4 vor, welche sich zu den Z cogredient sub- 
stituiren, wenn diese einer ,,Hesse'schen Gruppe"**) linearer Substitu. 
tionen unterworfen werden. Die aus ihnen gebildeten Invarianten 
dieser Gruppe mfIssen sich also durch die aus den Z gebildeten rational 
und ganz ausdrficken.***) Um diese Ausdr~icke zu finden, beachten 
wir zuniichst, dass, f~tr Z2 .~  Z a, Y 2 - ' ~ -  Y3 uad Y4 '='(), also 
~p" ~ O, ~p" ~ 0 wird. Wegen der invarianten Natur unscrcr Functionen 
folgt hieraus, class cp' und r durch C o theilbar sein mfissen; und in 
der That finder man: 

*) Maschke, dieser Ann. Bd. 83, p. 337. 
"*) Maschke a. a. O. p" 824ff. 

***) Ffir die letzteren gebrauchen wdr die yon Ma.~cbke eingof~ihrten Zeichen, 
fSr die ersteren dieselben Zeichen mit Accenten. 
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' 4 '  (7) ~ = - ~ c~,  = - r 
und hieraus welter: 

E[was umstiindlicher is~ die Ausrechnung yon Cs' .  Wir setzen 
zun~ichst mit unbestimmten Coefficientea an: 

(9) C6'----- aC64 n u ~C62C,~ -{- ~,C6 C, s -}- ~ C,[. 

Diese unbesfimm~en Coefficienten berechnen wir mit Hilfe einer Reihe 
specieller Annahmen. Zuerst setzen wit far Z 2 und Z~ unendlich 
kleine GrSssen 1. Ordnung; dabei werden alle drei u in (6) unendlich 
klein, also muss C 6" mindestens yon der 6. Ordnung unendlich klein 
werden. Das gibt die Bedingungen: 

(10a) ~ + ~ + r + ~ = o,  

(lOb) -- 40a --  16fl - -  4 7 -]- 8~ ~ O. 

Ferner setzen wir nach einander f[ir (Z2, Z3, Z4) die Werthe (1, 1, 0); 
(1, - -  1, 0); (1, l ,  - -  1) ein; das gibt die drei weiteren Bedingungen : 

(10c) 4096r162 -~- 1024~ -- 5127 + 256(~ --- 12, 

(:10d) 1728a ~ 1, 
(10e) 28561a ~ 36335/$ -- 687837 -k- 46225(~ - -  0. 

Diese 5 Bedingungsgleichungen (10) sind mit einander vertHiglich; 
man finder mit ihrer tlilfe: 

(11) 17 8C G C 64 -}- 6C82C,2 --  16C, C,, + 9C,]. 
1 

= ~ -  54 C,C,: + 9(C8'-- Cn). 

Aus diesen Ausdriieken fiir die Invarianten der Hesse'schen Gruppe 
finde~ man nun die entsprechenden fiir die Invarianten der Hauptgruppe. 
Zun~chst erhMt man, 
Glchg. 31 vergleicht: 

indem man II,  w 47, Glchg. (2) mit Maschke 

(12) J 6 ( u  = 1 ~ 4 ;  
216 

(in der That werden ffir Z 2 ~ Z  3 ~ Z  4 ~ - 0  sowohl J0(Y), als P:4, 
abet nicht /~l: zu Null). Ferner betrachten wir start J12 die Combi- 
nation J62 --  384J,2 , deren Leitglied 64C~'~ (wegen (8)) ~ 64Cj2C~' ist. 
Dies muss sieh dutch die Leitglieder/_, der 2'  in der Form ausdriicken 
l a s s e n :  

Um hier die Coefficienten zu bestimmen, beachte man, dass wegen 
Maschke's erster Gleichung (10) die rechte Seite verschwinden muss, 
wenn man darin 2C1s durch 3C6C,1~- C63 ersetzt. Man erhZlt damit: 
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~'3~5~ (1296FI~-- 500F~F~ 96FnI~s+800F~s~o 
F,i). 

In analoger Weise wfirde endlich auch noch J~  (Y) zu berechnen sein.*) 

XVIII. Abschnit~. 

Reduction der Gleichungen 27. Grades, deren Gruppe mlt der 
des Problems der a~ isomorph ist ,  auf dieses Problem. 

w 74. 

Einleitende ErSrterungen. 

Die Wurzeln einer Gleichung 27. Grades, deren Gruppe mit unserer 
Gruppe yon 25920 Substitutionen holoedrisch isomorph ist, mfissen**) 
folgende Eigenschaften besitzen: Wenn man irgend eine derselben 
adjungirt, zerfallen die 26 ~Ibrigen in 10-~- 16; wir mSgen etwa die 
ersteren als zu der ersten Wurzel conjugirt, die 
nicht conjugirt bezeichnen. Die damit definirte 
jugirtseins zweier Wurzeln ist eine gegenseitige. 
Wurzeln folgendermassen bezeichnea: 

U~ ~2 ~3 '~4 ~r U6 
v~ v2 v3 v4 v~ v~ 
w~2 w~ w~ wj5 wig 

letzteren als zu ihr 
Beziehung des Con- 

Man kann die 27 

W23 W24 W25 W26 

W34 'W35 W36 

w45 w48 
W5G 

~) Wie man das Problem der a~k auf das der Z reduciren kann, indem man 

zu einem Complex (aik) einen covarianten Punkt (Zi) mi~ Hilfe zweier Quadmt- 

wurzeln bestimmt~ ist yon Hrn. Klein in der mehrerwghnten Skizze in Liouville's 
Journal gezeigt worden. Was die Reduction des Problems der atk auf das der 
17 und umgekehrt betriff~, so sei dar6ber nur folgendes bemerkt: die einfaehste 
Function der ai~ , welehe zu derselben Untergruppe wie ~o geh~rt, n~mlich d~s 

2i s des w 69, fflhrt ~icht zu Funetionen ~ welche sich wie die :Y substituiren; und 
ebensowenig gibt) es einfache Funetionen der t ' ,  welche sieh wie die ~ resp. die a~k 
verhalten. 

*~) Die Ausdrucksweise des Textes setzt voraus, das allo Untergruppen 
des Index 27, welehe unsere Gruppe ~ besitzen mag, unter einander und ins- 
besondere mit der Untergruppe L des w 64 isomorph sind. Dass dem so ist, wird 
man wohl annehmen d~irfen, da man trotz vielfacher Beseh~ftigung mit der 
Gruppe auf keine andern geffihrt worden ist; indess bedarf es noch des Beweises. 
Sollte sich das Gegentheil herausstellen, so wiirden die im Text genannten Glei- 
chungen in mehrere Classen zerfallen, und die Entwick|ungen dieses Abschnitts 
wfirden nut yon einer dieser Classen gelten. 
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in der Weise dass bezfiglich des Conjugirtseins der Wurzeln folgendes 
gilt: Zu einer Wurzel u~ sind diejenigen 5 Wurzeln v~ conjugirt~ 

deren Index k ~ i  ist, ferner diejenigen 5 Wurzeln w~,  deren einer 
Index ~ - i  ist; ebenso zu einer WurzeI vi diejenigen 5 Wurzeln u~, 

deren Index 7r ~ i ist, s diejenigen 5 Wurzeln wa,, deren einer 
Index -----i ist; endlich zu einer Wurzel w~ die 4 Wurzeln u~, u~, 
v~, v , ,  sowie diejenigen Wurzeln w~ ,  deren Indices beide yon i und k 
verschieden sind. 

w 75. 

Bfldung yon Funotionon dor u, v, w,  welohe sich wie die ~, ~, ~ dos 
w 65 verhalten. 

Unsere Aufgabe ist nun zun~chst, aus den u, v~ w 6 Functionen 
zu bilden, welche sich ebenso linear substituiren, wie die ~ des 

w 65, wenn man die u, v~ w auf jede zul~ssige Weise unter sich ver- 
tauschk Das kSnnen wir dahin wenden, dass wir gleich 27 Functionen 
~,, ~i, ~k bilden~ welche sich bei solchen Vertauschungen der u~ v, w 
in ganz derselben Weise vertauschen und zwischen welchen dieselben 
linearen Relationen bestehen, wie zwischen den gleichbezeichneten 
Functionen des w 65. Die letzteren sind s~mmtlich Consequenzen der 
der einen Relation (4) deft und der 30 (iibrigens nicht yon einander 
unabhiingigen), die sich aus (8) durchVertauschung der Indices ergeben. 
Wit brauchen also nur solche Functionen zu suchen, welche jenen 
Relationen (4) und (8) geniigen und welche bei Vertauschung der 
indices der u~ v, w sich entsprechend vertauschen. Wir machen den 
Versuch zun~ichs~ mit linearen Func~ionen und werden finden~ dass 
er gelingk 

Zun~ichst stellen wit die allgemeinste Form einer linearen homo- 
genea Function der u, v, w auf, welche ungei~nder~ bleibt~ wenn wir 
unter Fes~hal~ung yon u~ die tibrigen Wurzeln auf ~ede dann noch 
zul~sige Weise permu~iren, welche also dutch u~ und die bekannten 
GrSssen sich rational ausdrfickt. Dieselbe ist offenbar: 

analog haben wir dann zu bilden: 

if, m ~  3, 4, 5, 6) 

+ ~(v, +us  + 2:v,+ ~wl,+.vw,~);  
(3) ~2 ~ ,~w~ + 3(u~ +u2 +v~ +v~ +.~w,,.) 
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sowie diejenigen Ausdriicke, welche aus den angegebenen durch Ver- 
tauschung der Indices hervorgehen. Es ist danu: 

2:~, + X,i, = ( a + 5 ~ + 6 r ) ( X u , +  2,'v,) + (4/~+8~,)Zw,~ (4) 

und: 

(5) 
+ + +• 

Beide Ausdriicke werden identisch Null, wenn man: 

( 6 )  = 4 r ,  0 = - -  

setzt. Bezeichnet also aUgemein x~ i,yend cine Wurzel unscrcr Glei- 
chung 27. Grades, C~ die Summe der z~ ihr conjugirtcn Wurzeln, N, dic 
Summe der zu ihr nicht conjugirten, so sind dic 27 linearcn I~unctiom~,: 

(7) 4 x , -  2C, + N, 

in der That dutch dicselben linearen lr vcrbundcn, wie die 
, ~, ~ des w 65; und 6 geeignet ausgewShltc untcr ihnen sind 

solche _Functionen der Wurzeln u, v, w der vorgelcgtcn Glcichu~g, 
welche sich wie die ~ subslituiren, wenn die 3 Wurzeln den siimmt- 
Zichen l:'ermutationen ihrcr Gruppe unterwor/'en werdcn. Aus diesen 
,,Complexcoordinaten ~" ergeben sich dann die ,,Liniencoordinaten a,?' 
dutch die Formeln (2) des w 65. Damit ist das yon Hrn. Kle in*)  
gestellte Problem ,,rationale I'unctionen der WurzeIn dcr Gleichung 
27. Grades zu finden, welche a~k's sind" in der einfachsten Weise 
erledigt. 

w 76. 

Anwendung auf das Problem der 27 (]eraden der FlY,he dritter 
0rdnung. 

Zu den Gleichungen der in den beiden letzten Paragraphen be- 
trachteten Art gehSrt insbesondere auch diejenige, yon welcher die 
Bestimmung der 27 Geraden einer allgemeinen Fl~iche drifter Ordnung 
abh~ngt (nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante 
der Fliiche).**) Die Bestimmung dieser Geraden aus der vorgelcgten 
Gleichung der FIEche wilrde also folgende Schritte erfordem: 

1. Zuerst ist die Gleichung einer Fl~che zu bilden, wclche die 
gegebene in den 27 Geraden schneider; das ist yon S a l m o n  und 
C 1 e b s c h geschehen. ***) 

2. Aus dieser Gleichung und der der Fliiche ist (lurch Elimination 

*) Liouville's Journal, s4r. 4, t, 4,  p. 172. 
**) C. J o r d a n ,  vgl. die Citate p. 5. 

***) Vgl. Salmon-Fiedler, Raumgeometrie ]I. Bd. art. 324 und Note 168. 
Mathemati~che Annalen. XLI. 23 



342 H. BURKHAI~DT. 

eine Gleichung mit nur einer Unbekannten herzustellen. Man mag 
etwa ein bestimmtes .Biischel linearer Comt)lexe: 

x A  + ,~B ~ 0 

zu Hilfe nehmen und die Parameter x :~ t  derjenigen 27 Complexe 
dieses Baschels suchen, welchen die 27 Geraden angehSren. Die 
Coefficienten der resultireuden Gleichung werden dann Simultanin- 
varianten des aus der Fl~iche und den beiden Complexen A ~--- 0, B ~ 0 
bestehenden Systems; anders uusgedrfickt, sie werden solche Covarianten 
der Fl~che, welche zwei Reihen yon Liniencoordinaten enthalten. Die 
invariantentheoretische Untersuchung des Systems steht noch aus.*) 

3. Aus den 27 Wurzeln x : X  setzen sich lineare Functionen ai~ 
in der dutch w 74 gegebenen Weise zusammen. Dabei ist zu beachten, 
class die Art wie dies geschieht, zun~ichst den projectiven Ctmrakter 
der Aufgabe verl~ugnet, sodass man nicht erwarten daft, dass die 
auftretenden Formeln eine einfache geometrische Bedeutung besitzen 
werden. Um eine solche zu finden, miisste man die in den Formeln 
versteckt liegenden Hilfselemente aufzeigen. Es gilt dies iibrigens auch 
you viel elementareren Problemen, z. B. yon der Lagrange'schen Re- 
solvente der cubischen Gleichung, welche die Eeken des gemeinsamen 
Po|ardreiecks zweier Kegelschnitte bestimmt. 

4. Die Bestimmung der aus den ai~ zu bildenden Invarianten 
(w ~/1)als Functionen der Covarianten des unter (2) besprochenen 
Systems wird keine Schwierigkeit mehr bieten, sobald man dieses 
System erst beherrscht. 

5. Die Reduction des Problems tier ai~ auf das der z geschieh~ 
auf dem yon Hrn. K l e i n  a. a. O. angegebenen Wege. 

6. Aus den Invarianten der ~ berechnen sich die Coefficienten g 
des hyperellip~ischen Gebildes nach w 68. 

7. Wegen der Berechnung der Perioden vergleiche man diese 
Annalen p. 278; ffir unseren Fall k~ime gerade der dort erMihnte 
Ansatz des Hrn. M il e w ski  in Betracht**). 

8. Aus den z sind wieder die aik zu berechnen, aus diesen die 

9. Aus den ~, 7/, ~ erh~lt man die ~ : A  als zu ihnen ~hnliche 
Functionen nach der Methode yon Lagrange. 

10. Zu jedem dieser Werthe ~ : X finder man die Coordinatea der 
zugehSrigen Oeraden nach derselben Methode. 

*) De Paolis' ricerche sulle superflcie del 30 ordine (memorie dell' acc. 
dei Lincei eer. III, t. 10, 1880) en~halten p. 149 einen Anfang dazu. 

**) [Neuerdings hat Hr. L in d e m ann in den GSttinger Nachrichten v. J. 1892 
eine Untersuchuugea welter gef;ihrt] . 



Hypereiliptische Modulfunctionen, liI. 343 

Damit mSgen diese Untersuchungen abgeschlossen sein; nur zwei 
Bemerkungen allgemeineren Charakters seien noch beigefiigt. 

Einmal: unsere Gruppea besitzen 25920 bezw. 51840 Substitu- 
tionen; yon den bisher vollstiiadig untersuchten eiafachen endlichen 
Gruppen linearer Substitutionen hat die hSchste Ordnungszahl --  1 6 8 -  
diejenige terniire Gruppe, welche aus der Transformation 7. Ordnung 
der elliptischen Functionen entspringt. Bei dieser kSnnen noch eine 
Reihe yon Fragen durch gauz elementares Ausrcclmen erledigt werden, 
auf deren LSsl,ng wit bci unserer Gruppe verzichten musstea; dahia 
gehSrt namentlich die Aufsteliung yon Ih,solventen. Man wird dazu 
neue Kunstgriffe ausfindig machen miisscn; die dazu erfordcrlichen 
Versuchsrechuuugen wird mau aber zweckmiissigerweise an solcheu 
Gruppen anstellen, deren Ordnungszahl zwischen den genanntea 
Grenzen ]iegen. 

Die andere Bemerkung ist folgende: die Resultate zu welchen 
wir gelangt sin(t, haben wir nut erreicht dutch lIeranziehung aller 
Hilfsmittel, welche die Riemann'sche Functioneatheorie, Iavarianten- 
theorie im engeren Sinne, Linicngeometrie, Galois'sche Gleichungs- 
theorie der Untersuchung d.~rbietcn. Als eia Beitrag zu den jetzt 
immer mSchtiger durchdringenden Bestrebungen, dicse verschiedenen 
Disciplinen aus ihrer gegenseitigen lsolirung zu befreien, wollen diese 
Untersuchungen verstanden sein. 

G S t t i n g e n ,  Januar 1892. 


