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Konforme ibbildung der Oberfl~che einer r~umhchen Ecke.*) 

Yon 

R o ~ . ~  KSme in Leipzig. 

Zum Nachweis der Existenz der eindeutigen algebraisehen Funk~onen 
und ihrer Inte~grate auf einer gegebenen geschlossenen Riemannsche~ 
Fl~che hat man im wesentlichen zwei Methoden: die kombinatorisehe 
Me,bode yon Neumann-Schwarz und die schon yon Riemann verwendete, 
yon Hilbert abet erst streng begriindete Methode des Dirichletschen 
Pr/nr~s.**) W~hrend die erstere bereits ffir den Fall ausgebildet wurde, 
dab die Riemannsehe Fl~che nicht einfach mehrbl~ttrig fiber der Ebene 
ausgebreitet oder als durchaus reguI~re Fl~che im Raum ]legend vor- 
ges~ellt wird, sondern man es mit einer ,rRiemannsc~ ~Maneigfalt~keit" 
im allgemeinen Sinne yon Klein***) zu ~un hat, ist clas mit  der letzteren 
Methode bisher noctt nicht der Fall~ sondern bildet vielmehr den Gegen- 
stand eines Teils der vorliegenden Arbeik 

Wi t  nehmen dabei an, die Riemannsche Mannigfaltigkeit best~he aus 
einer endlichen Anzahl verschiedener FiKchenstficke, welche, l~ngs Kanten 

") Zur Litteratur des Problems siehe: H. A. 8chwarz, Uber die Jntegnt~ion der 
partielten Differentialgleichung A ~ = 0  untex vozgeschrlehenen Grenz- uncl Unstetig- 
kei~sbedingungen, Monateber. d. K. Akademie d. Wiss. zu Berlin 1870, S. 767--795 
~j~3~es. Math. Abhandlungen, Bd. H, S. I44--171, insbes. S. 167; P. Koebe, Konforme 
Al~bitdung dez Ober~che einer yon endlieh vielen analytischen Ft~chenstfieken ge- 
hilde~n kSrperlichen Ecke ~uf die sehlich~e ebene FD~che eines Kreises, Nachr. 
cLK. Ges. d. Wiss. zu GSt%ingen, Math. phys. Ktasse, 19. Dez. 1908, S. 359--360; 
R. Khns Konforme Abbildung der Oberfl~/le einer r~um!iehen Ecke, ebead~, 26. Febr. 
1910; letztere Note is% eine Anzeige clef vorliegenden Arbeit des Yerfassers. 

**3 Hilbe_~t, ~er das Diriehletsche Prinzip, Math. Ann. 59 (ira folgendeu kurz 
,j~bert, I" ~i~ert~ 

*~) 1%ue ~ Bei~e zu~ Riem~,~-schen ~onen~heor i e~  Math. Ann. 21, insbes. 
w 1 und w & Siehe auch F. Klein, ,Riemannsche ~l'~chen", I,  S. 32. 
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und in Ecken zusammens~oi~end, eine geschlossene Fl~he  bilden.*) Es 
handel~ sich atsdann um den !qachweis, da$ ein eine Eeke im l ,~ern ent- 
h~ltendes F1;4chenstiick konferm - - i m  Eekp~l~k~ selbs~ nur stetig - -  auf 
einen sehlichten ebenen Bereieh abgebitde~ werden kann.**) 

Dieses im Jahre 1870 yon H. A. Sehwarz i c. ges~/l~e Abbildungs- 
problen~ welches Herr Sehwarz selbs% nut in dem speziellea Falle einer 
yon lau~er ebenen oder kugelF6rm~gen Fl~chens~iieken gebilde~en Eeke 
gelSs~ hat%e, warde zum erstenmal allgemein yon Herrn p. Koebe im Zu- 
sammenhang mi~ der yon ihm en~wiekel~en allgemeinen Abbildungstheori~ 
(1. e.) gelS$~. Die Anregung zur Behandlung dieses Problems dutch zweek- 
entsprechende Ausgesh~ltung des Diriehletsehen Prinzips verdanke ich 
Herrn Hilber~. 

Der erste Tell der Arbei~ besch~f~i~ sieh mi~ den Kanten; im zweiien 
wird die Zurtiekftihrung der ibbfldungsaufgabe auf ein 'Minimalproblem 
nach Hilber~***) kurz angegeben; das im drit%en Tell entwickel~e Veffahren 
hat groBe Analogie mi~ dem Prinzip der analytischen F~r~. Die 

Poten~ialfunktion~ auf deren Exis~nznachweis es im wesentlichen ankommt~ 
wiz-d zuorst in der Umgebung eines beliebig, abet fes~ gew{~lten Punkte2 
definier~, dann in einem Bereich, welcher den ersten ~eilweise tiber- 
deck~ usw. ~or~, his sehlie~lich der Definitionsbereich der Funk%ion fiber 
die gauze Fl~che ausgebreitet ist. Der Eckpunkt s~ellt sieh dabei naltir- 
lich als Grenzpunk~ heraus, und der Untersuchung des Verhaltens dot 
Funktion in diesem Punk~ is~ dann der vier~e (letz~e) Tefl der Arbei~ 
gewidme~. 

I. 

Y o r b e m e r k u n g e n .  6-her die Kanten .  

1. Der abzubfldende, einfach zusammenh~ngende Bereioh Q werde 
yon endlieh ~ielen~ reguli~r anaty~ischen Fli~ehens~iieken gebilde%, welehe 
in einem Punkr E zusammens~ol~en. Jedes einzelne Fl~henstfiek solI 
dabei mit einem yon Null versehiedenen Winkel an E heranreichen. Die 

*) In derselben Weise 1~t~ sich auch der Fall erledigen, dab die Riemannsche 
~annigfal~igkei~ in Gestal~ eines ,,F~ndamenta/bera/e]~' sehr allgemeiner Na~r  
vorlieg~, wor~uf i ~  S l ~ r  z~iekzukommea gedenke. 

**) Welchex Art diese Fl~chensh~eke mad Ecken sein kSnnen, wird sogleich 
un~en n~her prra~isier~. 

~4) Hi/be_.r~, Zur Theor/e der konformen Abbildm~g, lq~hr~ d. K. Ges. d. ~Tt~iss. 
zu Giit~ingen~ Math. phys. Klass% 17. Juli 1909. (Ira folge~den kurz ~.ilbert, II" 
zitierk) I)a~elbs~ finde~ ~ eine Zu~ammensCellung alex Litteratur fiber da~ Dirie/,~ 
Ie~he P~mzip. S. auah Conr',~n~, Zur Begr~dung des Dirichte~schen Prinzips, 
GStt~ Nat l .  19t0~ S. 154---160. 
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Berandung yon Q hes~ehe aus einsr gew~hnlichen Kutve ~. Der zweifaeh 
zasammenh~gende Bereich, welcher aus dem nioh~ abgesehlossenen Be- 
reich ~ dutch For~nahme des Eekpunktes engs~ehg, werde mi~ ~ bezeiehnet. 

2. Da wit im folgenden sehr h~ufig einige in der Fl~chentheorie 
gebr~uehliehen Bezoietmungen und S~ze anzuwenden haben warden, m~gen 
dieselben gleieh bier, um sparer Unterbreehungen zu vermeiden, angeftihrt 
werden.*) Haben wir zun~ehst ein sin~l.rit~tenfreies Fl~chens~ek mit 
dem Bogenelement 

(1) ds ~ = edu  ~" + 2 f  d u d v  + g dv ~, 

tm~er u, v geeigne~e krummlinige Koordinaten versiaaden, so lauten die 
Bel~ramiseheu Different~alparameC~r 1. und 2. Ordnung: 

und es bes~eh~, wenn ~p(uv)= kons~, die Gleichung einer Kurvenschar, 

~ die Ableiiung yon ~ nach der ~ormalen zu einer Kurve der Schar 

bedeute~, die Identif~:**) 

\~n~)  

Isr andererseits q~ eine LSsung der Gleiehm~g ~ r  ~ 0, so kann ~ be- 
kunn~lieh ~ds der Real~eil einer komplexen Funk~ion des Orris auf der 
Fli4che ~o + Op aufg~ai~t werden, und es bes~eh~ (genau wie in der Ebene) 
zwischen Real- und Imagin~r~eil die Beziehung***) 

(4) 

*) Man vgl. Biaachi, Vorlesungen fiber Differenti~lgeometrio, Deut~ch yon M. Luka~, 
1. Autt.,Kap.I~ S. 67--72. Darboux, Th~o~e ggndrale des sarfaces, B&IU~ S. 193--217. 
Boide Werke wecden fin folgenden kurz ,,Bianehi" bezw. ,,Darboux" zi~ierk 

**) Darboux, Bd. HI, S. 195, Formel 7. 
***) Dieselbe is~ eine n~mi~telbare Folge dec Definition tier ,,konjugieff~en" Funk- 

~on (Biauahi, S, 69, Fennel 21) mad kama z.B. aus den in Darboux, BcL II~ S. 198--199 
gegebeaen Formeln ohne wei~eres en~nommen women, indem in ele~ dcctigen Be- 
~ w e i s e  (S. 198, Forme! 14 und S. 199, zweite For~nel yon un~en) 
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wenn die &blei~ungen nach zwei zueinauder senkrechten, in der tiblichen 
Weise orientier~en Rich~mgen auf der PrObe genommen ss Ffikr~ 
man die Kurven ~ ~ kons~, und ~ ~ kons~, selbst als Parame~erlinien ein, 
so bflden diese ein isother~es Sys~em~ indem (1) die Gestalt erh~ilt 

1 
( 5 )  d E  = = ~ '  

und die Ausdrfieke (2) nehmen eine dementsprechend einfaehe Ges~att an. 
Wir nennen schlieBlich ein System (u, v) in einem Bereich T regul~r~ wenn 
einem Wer~epaar (% v) ein und nor ein Punkt yon T entspricht und um- 
gekehr~, und e, g, e g -  f~ in T zw~sehen zwei festen positiven ~rGSen 
bleiben. 

3. Ist P ein beliebiger Punkt you Q, so kann allemal eine gewisse 
Umgebung desselben (:P mit inbegriffen) ,,auf ein regulates isothermes 
Parametersystem (u, v) bezogen" odor m. a. W. umkehrbar eindeutig und 
konform auf ein S~ek der (% v) Ebene abgebildet werden. Wir brauchen 
das offenbar nut zu zeigen, falls iP ein auf einer Kante gelegener Punkt isk*) 

Es 1~$t sieh in diesem Falle zunKchst (aaf unendlieh viele Arten) 
ein in einer gewissen Umgebung yon P regulgres Pa~'ametersys~em (2, q) 
amgeben yon der Art, daft die Kurven 2o-= konst., q = kons~. ]iehtungs- 
tre~" und die FundamentalgrSSen in dem Ausdruek ftir das Bogenelement 
der Fl~ehe stet/g fiber die Kan~e gehen. Wir sagen dabei yon einer 
Kurve, sie gehe ,richt~ngstre#' fiber eine Kante, wenn sie mit der 
Kautennormalen zu beiden Selden der Kante denselben Winkel bilde~. Ein 
System dieser Art erhal~en wir z. B. folgenderma$on:**) 

Ws denken uns l~ings eines gewissen den Punlr~ P im lnnem e~t- 
haltenden S~ieks AA" der Kan~e die zu derselben normaten geod~tischen 
Linien nach beiden Seiten gelegt und eha?a]dmr~sieren die Lage eines 
Punk~es M in der Umgebung der Kante durch Angabe des Bogens 
q ~ A Q, welcher yon der dutch M laufenden geod~isehen Linie auf AA" 
abgeschni~en wird mad die L~nge ~-~  M Q; le~ztere z~hlen wit positiv 

*) W~hrend die Bemerkung be~reffand die MSgfichkei~ alex konformen Abbitdung 
eines nizht analy~schen Fl~henstiicks, welche man in Darboux, Bd. 1u S. 367, Note I 
yon Picard, ~ndet, nlcht richtig ist, ist es auf Grand d~r fotg~nden Axbeiten yon 
E. E. Levi in tier Tat ohne wei~eres m~gtich, diese Abbildung ffi~ die Umgebuug 
eines gew6/mliahen Punlctes zu leis~en: ,,Suite equazi~ni linea~ totalmente ellifiehe 
alle derivate l~ziali '', Raud. d. Circ. Mat di Palermo 2~ (1907); ,,I problemi dei 
valori al con~orno et~.", Memorie d. Societ~ I~aliana delle Soienze~ Sere 3% 16. Fftr 
die gauze fibr~ge ~ethode macht es fibr~gens ke~nen Untersclded aus, ob die ~ e a -  
st~icke aualytiseh slnd odor nichk Wege~ dex ibbildung ~cht anaty~scher Fl~hea- 
s ~ k e  se~ noch auf eine de~n~,.chs~ in c~en Ber. d~ ]~rliner Ak~dem~e ~ e  
Abhandlu~g des Herrn L. Lichs bangewiesen. 

**) Darboux, Bd. H, S, ~12~414. 
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bezw. nega~iv, je nac~dem Mauf der einen oder anderen Seit6 der Kante 
l ie~  und zwar so, elaB die Rieh~ungen waehsender p und wachs~nder q in 
dex fiblichen Orientierung zueinander stehen. In den Gebieten zu beiden 
Seiten der Kante, die wit dutch die Indizes 1 und 2 un~erscheiden, erh~t~ 
das Bogenelement die Ges~al~ 

(6) ,~s~ = dp~ + C}(pq)  dq'  (i = 1 ,2 )  ' 

und es ist I~ugs A A ,  d. i. ~ p = 0 

(7) Cl = c~ = 1. 

Bei Beschr~nkung auf eine hinreichend k|eine Umgebung yon P ist das 
System (p, q) iiberdies regular.*) 

Sei nun ea, ein innerhalb dieser Umgebung befindliches, yon einer 
Seite her an die Kante anstogendes Fli~ehens~fick; du jede einzelne Tefl- 
flii~he yon Q als regu]~r analytiseh vorausgesetzt wurde, kSnnen wir uns 
eo: fiber die Kante hinaus ein S~fiek fortgesetzt und die analy~sche Funk- 
tion C~ in dem so erweitert~n Stfiek erM~ir~ denke~ Da sic]: ferner die 
Gleiehung 

nach ~-~ auflSsen li~B~, so exis~ier~ daher in co 1 eine eindeutig bestimmte 

LSsung N derselben, wenn wir ffir 2 = 0 die Wer~e yon ut und - ~  als 

analy~ische Funktionen yon q willkfirliah vorschreiben. Das Analoge gilt 
fii_r die andere Kantensei~e. Es seien nun u:, u S speziell zwei derart~ge 
LSsungen der Gleiehung (8) in eo 1 bezw. e%, dab l~ings der Kante die Be- 
dingungen efffillt sind 

(9a) u.: = u,, :-~ = ~-~-, 

O, 

v~, v~ die konjugier~en Funk~ionen. Wird fiber die wittkfirliehen additiven 
Kons~nten derar~ verffig~, dab in einem Punk~e der Kan~e v I =v~ is~, 
so s~mmen die Werte yon v~ v~ wegen (4), (9a) l~ngs des ganzen in 
be~rach~ gezogenen Kantens~iickes fiberein. Die Funk~ion u + iv ,  welche 
in eo 1 mi~ ul + ivy, in ~a~ mi~ u~ + iv~ fibereins~imm~ vermi~el~ dann die 
gewiinsch~e Abbfldung. 

Da nach (9a) die Ab]eit~-gen yon u, genommen nach zwei auf- 
einander senkreeh~en Richtungen (der Kanten- und Normalen~ichtung) zu 
beiden Seiten der Kanh~ fiberein~.immen, gill das gleiehe yon den Ah- 
leihmg~n nach einer beliebigen Richhmg, womus unmi~elbar folg~ da~ 

*) Darboux, loc. r 
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einerseits die Kurven u =  konsh und ebenso die Kurven v~-kons~. 
riehtungstreu fiber die Kante geben, und anderersei~s in Verbindung dieser 
Ta~saeha mit (3), dab aueh Alu s~efig fiber die Kante geht. Da das 
Bogenelement bei Einffihrung der u- und v-Kurven als Parameterlinien die 

Gestal~ (5) erhiilt und l~ngs der Kante ~ u  ~u ~_~. [~u~ . + o (7), 

so geh~ aueh ), s~e~ig fiber die Kaa~e, und das System (u, v) is~ bei Be- 
sehr~nkung auf eine hinreiehend kleine Umgebung yon s reguliir. 

4. Jetzt sind wit in der Lage, folgende Definit~onen aufstellen zu 
kbnnen: Eine reelle Funktion des Ortes auf der FliJche heiBe in einem 
Punk~ yon ~ - -  sei es ein gew(ihnlicher oder Kantenpunkt ~ stetig 
differenzierbar bezw. harmonisc~, wenn sie als ~mldcion eines regul~ren 
Isothermensys~ems (u, v) daselbs~ stetig differenzierbar bezw. harmoniseh 
ist; ebenso verstehen wir unter einer komplexen Funlddon des Ortes auf 
der F15che eine kompIexe Funk~ion yon u 9- iv im gewbhn~iehen Sinne. 
Diese Defini~ionen sind unabhiinglg yon der Wahl des benu~ten Iso- 
thermensystems. 

Is~ ~p irgend eine stetig differenzierbare Funk~ion, q)~ ihr Wer~ in 
einem Kan~enpunk~, und sind nicht beide Ablei~ungen daselbst gleieh 
Null, so geht die Kurve r = r riehtungsCreu and der Bettramische Dif- 
ferentialparameter A~r stetig fiber die Kant,. 

IL 

ZurfickF'uhrung der Abbildungsaufg~be auf ein Minimalproblem. 

5. Das Problem, den Bereich Q (prbziser: das Innere yon S)) auf die 
schliehte, mit einem geradlinigen Schlitz versehene Ebene konform - - i m  
Eekpunkt selbst nur stetig -- abzubilden, is~ offenhar gquivalent mit der 
Auffindung einer eindeutigen, einwertigen*) komplexen Funlr~ion des Or~es 
auf der Fl'~he, U § i g welehe in einem Punkr yon ~ einen PoI ers~r 
Ordnung besi~zt, sieh sons~ in ~ regu~r verh~tL im Eckpunk{ stetig is~ 
und deren Imagingrtefl auf dem Raude einen konstanten Wert hat. 

Nach ,,Hilberg ]_t" l ~ t  sich diese Aufgabe auf das folgende Minimal- 
problem zurtickfiihren. 0 sei ein beliebiger, abet fest gew~ihlter Punk~ 
yon 9 ,  zugleieh Anfangsp-ukt eines in einer gewissen Umgebung ~o 
desselben regul~ren Isothermensystems (u, v). Die gesuch~e F-n!r~ion 

1 U + iV mbge daselbst uns~e~ig werden wie ~ 9- (o),. wobei (o) eine 

~n 0 re~l]~re Funktion bezeiehnet. W i t  legen am 0 als , ~ / t ~ t p ~  
einon kleinen ,~reis" und em deaselben ~ e s  Quadr~, wodut~  

*) D. h. einer Funk~ion, welche jeden Wart nut ~ am~imm~ 
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e o in drei Teile zerf~l~*): in das Tn~ere des Kreises (K), das Stfick 
zwischen Kreis und Quadxs~ (Q) und schliei~lich den iibrigen Teit yon ~o 
auBerhalb des Quadrates (A). Das ganze Gebiet f~ wird dutch die Rand- 
linie des Quadrates in die beiden Bereiche Qo ~ - K - b  Q und Q~ zerlegt. 
Wit definieren nun mi~ Hilbert**) die Funktionen: { " 

O = ~ y r v  ~ m K 

(10) = 0 in f~ 
= einer einschliel~lich des Randes zweimal stetig differenzierbaren 

Funktion in Q; 

u r in Qo; (:1) C= ~+~, 

0 2 C .  ~ C  
(12) 7 = A C = - - ~ - j ~  in Qo, 

= 0 in  Qi- 

7 is~ eine in f~ eindeutige~ ste~ige Funktion und es lassen sich zwei stetig 
differenzierbare, nut in f~o nicht identisch verschwindende Fun]c~ionen a 
und fl angeben***) derart, dal~ in Qo die Oleichung besteht: 

(13) 

])as Bogenelemen~ in co o yon der Form d s ~  i(du~+dv ~) a.n-ehmend, 
setzen wit: 

Welche Parame~ersysteme wir dabei in Q1 zur Erkl~,mng der Bel~rami- 
sc~en DifferentL~lparameter verwenden, is~ wegen ihrer bekannbn In- 
varianteneigenschaft gleichgfiltig. Bezeichnen wit schlieBlich die Ausdr~icko 

als D/r/ddetsc~es, bezw. DiricIdet-H~oertscl~es Integral, so besteht unser 

") Wenu ich bier und im folgenden yon der Konsh~ktion .eines Kreises, Recht~ 
ecks e ~  auf der Fl~ahe" spree, he, so ~s~ d~s so zu verstehen, dab die betreffenden 
Figu~en in der Bfld-(~, ~}-Ebene wirklich als Kreis, Rech~k etc. e ~ e i n ~ ,  

~*) ~ b e ~  II-, S, 3t7. 
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Problem darin, ers~e~ns die Existenz einer wirklichen Minimalfun~ion ~p 
fiir das Dirichle~-Hilbertsche Integral nact~uweisen und zweitens zu 
zeigen, dab die dutch ihren Realteil U ~ r ~ ~) definierte komplex~ 
Funktion U-{-i F die an der Spi~ze des Abschni~bes geforderten E~gen- 
schaften besitz~. 

IIL 

Er ledigung des Minimalproblems. 

6. Zar Konkurrenz lassen wit alle solchen Funktionen des Ortes 

auf der Fl'~che zu~ welche in ~ erstens wohl definiert, eindeutig und 
stetig, zweitens daselbst auch st~ckweise stetig differenzierbar sind, und 
drittens ftir das Dirichle~sche Integral einen endlichen Weft liefem. Es 
besitzt alsdann auch das Dirichlet-Hilbertsche Integral einen encIlichen 
Weft, uncl d sei die un~ere Grenze dieser Integralwerte fiir s~mtliche 
zu]~issige ~m~tionen. 

Aus letzteren w~hlen wir eine solche Polge { ~ } ~ q0~, ~2~'" ", ~ , ' "  " 
aus~ dal~ die zugehSrigen In~egralwerte gegen die untere Grenze d kon- 
vergieren und zwar so~ dab die ~ eine abnehmende Folge bilden 

Dann gelten die Ungleichungen*) 

*) S. B. Levi, Sul principio di Dirichle~, Rend. d. Circ. Mat. di Palermo 32 
(1906~ 2) w 7. Die erstere Ungleichung folgt aus alex einfachen Bemerkung, da~ 

insbesondere ~uch ffir den Wer~ tier KonstsnCen g, ffir welchen die (in g) quadra~ische 
Funk$ion ~ Minimum au~immt. Die zweitr kann folgendermal~en hergelei~t werden: 
Selden wit 

und zur Abkfirzung 

dann folg4 

and wegen s~ +~ ~ % 

Andererseits ist nach (16) 

also 
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(16) {D*@,, ~) } ~ ~ { ~ /V*(~0, ,  ~) d~ } 2 ~ D(~) e, (n---- 1,9,---) 

- -  ~ bedeu~et hierbei eine beliebige zulgssige FunkCion - -  und 

(17) D(r -----//A~ (+~+=-- +,,) d eo < 4~. (n,m=l,2,...). 

Aus (16) folgt die Limesgleichung*) 

Aus diesea beiden Tatsachen wird die Existenz einer wirkliehea Minima[- 
funktion hergeleitet. Wie Herr H. Weyl zuerst allgemein erkannt hat~ 
bedarf es dann nicht mehr des Hilbertschen Auswahlverfahrens**) - -  ein 
Umstand, dessen sich in spezieller Fassung schon W. Ritz***) bedient hatte, 
um die Konvergenz seiner ,sukzessiven A1)proximationen" der ]~inimal- 
fuak~ion nachzuweisen. 

Wit denken uns schliet~tich die in den Funktionen der Folge {9~ } 
willkiirlichen addi~iven Konst~nten so normiert, 

( t8)  f ~dv  = 0 (,~= 1,2,...), 
& 

wobei S O ein innerhalb eoo gelegones Stfiek einer Kurve u ~ konst, be= 
deutet. 

7. Sehen wit zungchst zu, welche Folgerungen sich aus der funda- 
men,alert Ungleiehung (17) ableiten lassen~ Sei T ein beliebiges, auf ein 
regut~res Isothermensystem (x, y) bezogenes Teilgebiet yon Q, /~ ein in 
~lemselben befindliehes Rechteck mit den Seiten 

x=a ,  x=b(b>a);  y-~a', y=b'(b'>-a'). 
Setzen wit zur Abkfirzuug: 

Da A I + ~  wegen e > 0 ,  eg--f~>'O posit-iv definit ist, so gilt die Un- 
gleichung (17) a for%iori~ wenn das Integral nieht fiber ganz ~7, sondern 
blol~ fiber ein Teflgebiet yon Q erstreekt wird; insbesondere ist fiir ein 
beliebiges Teilgebiet /~" yon /~ 

. , ~ ,  ~ ~ . 

~)  . H ~ e ~  I" w 
~**) ,~oer  e~ne nene Me,bode zur LSsung gewisser Variat~on~probleme dez maf~he- 

matischen Phy, i~  ~, J. f. Math. lS5, w lS u. 14. 
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und a fortinri 

woraus nach der bekannten Schwarzschen Ung-leichung folgt 

a~.,= 1 
, ~ d x d y  i < 8 . ,  (20a) 

und analog 

(20b) 

19~ 

8 /1 b - - a x  b - - a  (~3) ]f+.o(~.d~]< ~ +~)+tr 

Nochmatige Azlweadang yon (90b) er~bt ~hlieglic~ die wic~fige Ab- 
schgtzung 

Dieselben Schritte, welche zur Herlai~_~g yon (23) geff-uh~ habea~ ant 
unter Bevorzuguug yon y wiederholend, finder man untex Bauntzung voa (1) 

Ma~mmatiar A~I~a ,  ~+x~v I~  

[ FF~+",'~dxdyl<$ "" Jr ay 
Dutch Anwendang yon (20a) auf ein Teilreehteck yon/~ mi~ den Seiten 

�9 b" x~-a,  x(a<_x<_b); y -~a ,  

uad Aus~hrung der Integration nach x ergibt sich 
b' 

(2x) . t f+~(~y)du t < ~. + Ir a < ~ < b ;  
and daraus: 

Analog ergibt die Anwendung yon (20b) aaf ein Teilreohteck mit den 
Sdtea ~=x~, ~(a<=x. x,=<b); y=a.y(r 

l f i .~.  (~,)d=- fi.,.(~o')d=! =_ l~.,ol <= a., 
:L x~ 

g 

I r e .  " ,= dy. ~,,ff -a'), 

und daraQs wegen (22) 
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t ~ b ' - -a"  a < x < b ,  

Y~ 

Die bdden le~z~n Ungleich~mgen bleiben auch bes~hen, were1 die I~tegr~le 
fiber ein beliebiges in R gelegenes, stetig differenzierbares Kurvenstiick, 
das yon einer x- bezw. y-Kurve nut in elnem Punka~e ge~roffen wird~ 
- -  oder wie wit kiirzer sagen wollen, glattes monotones Kurvenst(ie]~ 
ers~reck~ werden. 

8a. Wi t  wenden je~zt die gefundenen Absch~zungen auf den ]~e- 
reich a~ o und ein in demselben befindliehes Reeh~eek ~0 an, als dessen 
eine Seit~ wit das Kurvenst~iek S o w~hlen~ Nach Voraussetzung (18) ~st 

J'~.,.,dv= o @, m = 1, ~,...), ~or~us ~ur arund ~on (I), (n)  aer S~t~ 
& 
resultier~: Die fiber eine v- bezw. u-Kurve ers~reekten Integrale 

konvergieren gleichm~Big fiir alle Werte der u u~ u~, v bezw. 
u, ul, v~ i n / ~ ,  und es stellen demnach - -  under % ,  v o einen festen gunk'~ 
in R e verstanclen ~ die Ausdrficke 

zwei stetige Funktionen yon (u, v) in R o dar. 
Ist ferner S ein in R a befindlEehes gla~es monotones Kurvens~fick, 

sodat~ wir einen var~abeln Punkt au~ S sowohl dutch Angabe seiner u- wie 
seiner v-Koordinate charakter~sieren kSnnen, so folg~ nach der Bemerkung am 
Schlusse dos vorigen • da~ auch die l~ngs S ers~reckten Integrale 

mi~ unbegrenz~ wachsendem n konver~eren und zwar gleiehmS~ig flit alle 
�9 d '  bezw. " v"  aufS .  Punkte u ~ v, 

Wie man sich mi~els l~artieller Integration leich~ iiberzeug~*), kon- 
vergieren alsdann aueh die In~grale 

wenn f irgend eine stefig differenzierbare Funk~ion bedeute~. 

*) S. , ~ e r t ~  I" ~ 9. 
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Man ha~ nut (1), (7I) wiedexholt zu benutzen, um zu erkennen~ dab 
alle Resultate auch ffir ein beliebiges in oo befindliehes Re&reck bestehen 
bleibem 

8b. Naehdem wit so aus der fimdamentaten Ungleichung (17) are 
nSfigen Fo]gerungen abgelei~e~ haben, ergib~ die Anwendung der funda- 
mentalen Gleiehung (16a) nach Hilber~*) und Ritz**) die Existenz der 
Funktion 

u + A U  ~ + A v  

/~d~ f~d~, 
(25) ~ =  L L ~+~ = L L ~ + . ,  

und ferner, dab dieselbe innerhalb ~ s~tig differenzierbar is~ und der 
Gleichung genfigt 

a~ a~ 
(26) zx,p = ~ § ~ .  

Da aber ~ ein beHebiges Recht~ck in ~o sein konnte und ~ nut in Qo 
yon Null versehieden sind, ist also dutch Formel (25) ~ im Innern des 
Bereiches % als eine eindeutige, ste~ig differenzierbare und - -  yore Be- 
reich Qo abgesehen, wo sie der Gleichung (20) geafig~ ~ harmonische 
Funl~ion yon (u, v) e r ~ .  

9 Bevor wir daran gehen, den Defini~ionsbereich der Funk~ion 
zu erweitern, bemerken wir Fo]gendes. Sei wieder 1~ ein beliebiges Recht- 
eek ~naerhalb ~o, C ein in demselben verlaufendes, glat~es monotones 
Kurvenstfick. 

Es folgt zun~chst aus der Definition yon ~ (24), (25) u,mittelbar, 

(~ ~) L j ~ . - ~ )  ~ = o, 

und zwar konvergieren die fiber dne v- bezw. ~Kurve ers~reck~en Inte- 
grale gleichm~igig fiir alle Werte yon u~, ~ ,  v bezw. u, v,, v~ gegen Null. 
Es is~ aber aueh 

(2sa) L j ~ - ~ ) a , ,  = o, 

*) ,,t/5:lbert;, I" w 7. 
**) W. l>t,i~, loe. cii~. w 14:. 
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wobei die ~ C arstreck~n Integrale gleiehn~Big flit alle Punkt~ u,  d" 
bezw. v'~ v" auf U konve~gieren. 

Denn is~ seine beliebig klein vorgegebene positive GrSBe, so approxi- 
mJeren wit unsere Kurve U dutch einen aus ~bwechselnd zur u* und r-Achse 
parallden S~fioken best~2aenden~ in ~ verlaufenden und U nicht dureh- 
se~enden Kurvenzag C' dera~, dab das zwischen Uund U" befindlicbe Gebie~ F 
kleiner oder gleich d ~ ausf~Jlt. Unter der GrSBo 6 verstehen wit hierbei 

Z 
aJe beide  Z en wobei  = 

und JD~(~ i den Wer~ des Diriehle~Hilbertsehen Integrals" yon 9~ fiir das 
Gebiet ~ bedeute~. Jedem zur u-Achse paraUelen S~ficke A~ yon U' en~- 
sprieh~ auf U ein • A~; H sei die Anzahl dieser S~acke. En~h~il~ 
i~ ganz oder ~eJlweise das Gebiet Q~, seize ich noch 

(29) S(uv) =f~(uv)dv (v=a' eine Sei~e yon R). 

Es is~ dann iden~isch ffir jeden Wer~ des Index n: 

A i A~ A t 

Wird mi~ I'(,,~,, 0 das zwisehen den Kurven u ~ u ,  u ~  u" befmdliehe 
St~iok yon F bezeiehne~, so fol~ welter mi~ Rficksich~ auf (29) 

und.nach der Schwarzschen Ungleiehung 

und analog 

a4 t~ 

Wegen (27 a) kGnnen wit j e ~  einen Wer~ 2q des Index ~ angeben~ dera~ 
dal~ f~r alle ~ ~ N und jedes beliebige zur u-Achse parallele S~ick ~ .  in J~ 

A. 
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Es folg~ dann ffir den 'zweiten Best~ndteil der rech~en Seite yon (30) 

A i A i A i 

Mithin ist f ~  aUo n ~ N and zwei beliebige Punk~e u ,  auf C ~ 

Der Beweis flit die Gleichung (28b) verl~uft analog. 
10. Sei jet~t ~t ein zweiter auf ein regulates Isothermensystem (u~, v~) 

bezogener Bereich, welcher den ersten e0 o teilweise tiberdecken mSge. In 
dem beiden gemeinsamen Bereich ~o~ sind ut, v~ regu3_~e harmonise~e 
Funk~ionen yon u~ v und umgekehrk Um die Definition yon ~ auf den 
neuen Bereieh auszudehnen, ist offenbar nur zu zeigen, da~, wenn ~t e'm 
innerhalb a~ot gelegenes, (geeignet gew~ilfltes) Stfick einer Kurve ~ = consk 

bezw. v, = eons~, bedeutet~ die Integrale . / ~ .  dv~ b e z w . / ~  du~ mit un- 

begrenzt wachsendem n konvergieren. Denn dana lassen sich auf Graud 
dot Formeln (I), (II) offenbar ffir den neuen Bereich o~ aus der fnnda- 
roentgen Gleichung und Ungleichung (16 a), (17) dieselben Schlfisse ableit~n 
wie vorhin flu: ~o- Igun ist abet 

& & 

und jeder dot beiden Bestandtefle rechts konvergiert nach Abschnit~ 8a, da j s  

~v~ und ~v~ ~--~ - ~  stefig dJ~fferenzierbare F u n ~ o n e n  sind und wit  .n ,ehmen 

k6nnen, dab das Kurvenstfick S~ yon einer ~- und ~Kurve nut in einem 
P u n ] ~  getroffen wird, bezw. sich Jn eine endliche Anzahl solcher S~iicke 
zerlegen l~i~. Mithi~ exis~ier~ in cot die FunCtion 

d~t / ~  dvt 

- 

ztl vx 

und ist clsselbst ~ wena wit Qo aul~exhalb lmfmdtich auaehmen ~ eine 
eindeu~ige regulate Po~nt~Mun~io~. 

11. S~mmen nun die he, den /lurch Formel (25) mad ( ~ )  d e f i n i ~  
F~m~onen in ihrem gemeins~men Definitio~bereich e%1 auch wirklieJ~ 
fiborein? I~ag dem in der Tat so ist, erkennea wit auf Gru~d des m i ~ I s  
par~ieller Integration leicl~ zu beweisenden Hi!fssa tzes= 
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Sei A ein innerhalb ab~ beilndlieher Punk~ mi~ den Paramebrwerten 
(u, v)bezw. (u~, v~) mid f eine in einer gewissen Umgebtmg yon A st~tig 
differenzierbare Funkgon, f~r welehe fiberdies, f(A)=~ 0 is~. Dann folgt 
ans der Existenz yon 

ul + ~. ul ui + A ut 
f vpn ~'r / r  ~ t t  i 

ul ul 

mad beide Ausdriicke sind einander gleieh. 

Da wegen der Regular i~  des Systems (u, v) {~u'l~' { ~ u ' ~ O ,  \Ud~J "t- \~v~/ -- 
m~gen wir annehmen, dab im Ptmk~ A etwa ~-~ + 0 sei. Setzen w~r 

f=-- ~ ,  so ist l~ugs einer v~-Kurve (wegen dvl = O) f du t = ~ d u ~ - = d u  

und mithin naeh dem ttilfssatz 

L L 
A ~ O  ~=no  

foj~rte~l,  f q~ne ' l (  

= L L u l + A u  ~ U+AU 2 

wo die Inbgrale auf beiden Sei~en fiber ein kleines S~ek der dutch A 
laufenden v~-Kurve erstrreekt sind und wir nut das eine Mal (~tl, vl) , das 
aadere Mal (% v) "As die uaabh~ngigen Variabelu auffazsen. Wegen (28) 
erkenn~ man aber ohne weiteres, dab die rechte Seite yon (33) den Wer~ 
yon ~ im Punki A ha~, mithin in der Tat ~ = ~  isk 

12. Die ganze Herlei~ung, bei weleher ja niches fiber die spezielle 
Natur dot beiden Iso~hermensysteme voransgesetz~ win'de, l~iBt die Tab 
sache erkennen, dab die Definition yon ~ fiberhaup~ yon der Wahl des 
benu~z~en IsoShermensysbms unabh~ngig is~. r ist also 10is jetz~ in ~ o + %  
als eine elndeu~ige und - -  abgesehen yore Bereieh ~0, wo sie Bet Glei- 
ehung (26) gentig~ - -  regulgre harmonisehe Funk~ion des Orbs auf der 
Fl~he erklgr~. 

Es is~ klar, wie man den Deiini~/onsbereieh yon r jetz~ sukzessive 
weiter ausbreiten kann. Wir nehmen einon dri~ten auf eiu r eg~ l ~s  
~ e r m e n s y ~ e m  bozogonen Beroich e%, weleher mi~ einem der vorher- 
gehendoa eJn Stiick gemein hat, mid e r h a ~ n  dureh denselben Sohri~, 
dot yon e% naeh ~h fithrte, jetzt die Definition ~on ~ ftir den Berr %. 
~ tm is~ aber klar, da~ einerseits ~ nach dora, was gera~e be~on~ wurde 
dot Wer~ vo~ ~ n~r yon der be2reffenden Sblle, aich~ yon dem Wege~ 
wi6 man za der~lben yon coo aus gelang~, mid den dabd benu~z~en !so- 
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thermensystemen abh~ugt, andererseits~ dat~ sich jeder abgeschlossen% in 
f~ gelegeue Bereich mi~ einer end!leben Anzahl soleher Bereiahe ~ iiber- 

deoken liifl~. Es exis~ier~ daher 90 fin ganzen Bereich ~ und is~ ~ ab- 
gesehen yon f2 o - -  eine eindau~ige regulgre Po~entialfunktiom ]~oer ihr 
Verhalten auf dem Rande und vornehmlich im Eekpunkt kiinndn wit erst 
dann AufschluB erhal~en~ nachdem ihre Minfinaleigenschaf~ naehgewiesen 
is~, d. h. daJ3 die untere Grenze d d e r  Wer~e des Diriehlet-Hflbertsc'nen 
Integrals fiir aUe zul~ssigen Funk~ionen yon der Funk~ion ~0 wirklieh 
erreicht wird. 

13. Der Nachweis*) hierfiir ergibg sieh direk~ auf Grand eines Hilfs- 
satzes~ den ich einer giitigen Mit~eilung yon Herrn H. Weyl verdanke**); 
derselbe lau~e~: Is~ in einem Bereich T der xy-Ebene eine ein- 
deutige stetige Funktion ~ und eine Folge (s~fickweise) s~e~iger Funk~ionen 
{~}-~ ~p~, ~ , - . - ,  ~p~,..- erkliirt~ derart) dab ffir alle n yon einem festen 
Index s ab 

T 

wo r e i n  beliebiges Rech~eck innerhalb T bedeu~et~ so exis~ier~ auch das 
Integral 

f f  ~p~dx dy 
T 

und geniig~ der Ungleich~l~g 

(36) f l y  dr _< 
T 

Zum Beweise fassen wir T als Limes einer Folge ineinander geschach- 
~el~er, yon regul~ren Kurven begrenz~r Bereiche T~(h= 1, 2,...) auf. 
Es isl nach 4er Schwarzschen Ungleichung, wenn wit einfach 

f f d x  dr ~ r 

se~zen,  
1 
: ( f f i  dx <__ff r dz dr, 

*) Dersell~ w~re ~tiirliah auch .iadirek~, ~m~Iog dem Hilbe~c~el~n Bewei~e 
(,,Itilbert, I" w 9) zu f6hzen. 

**3 Vgl. auch die beiden folgenden Arbeiten vvn E. Fischer und F. Ries~, wo 
sich l~berlegungen ~hnllcher Ar~ findeu: E. Fischer, Sur la convergence en moyenne; 
C. R.~ 13. Mai 1907~ S. 1023ff.~ F. Riesz, Systeme integriexbaxer Funkt~onen~ Mat~ 
Am~. S9 (x91o), w ~. 
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und die analoge Ungleichung gilt fiir aUe Funk~ionen der Folge {q~}. 
Ferner is~ wegen der Stefigkei~ yon ~, wenn wit mi~ ~ alas M~nimum yon t~ 
in r bezeiehnen~ 

r 

[taben wit jetz~ in der Ebene yon / '  in der iiblichen Weise eine Recht- 
eekseinteilung und summieren fiber alle innerhalb T~ befindlichen Rech~- 
ecke, so kommt 

~ ,  (ffoodxdy)_~, (.u),(37) 
r i 

~<' (ffi, a~ dy)" =< ~, r ,} 

und ~ r  eine Folge yon Teihngen, deren gr~l]~es Rechteek gegen Null 
abnimmf, ira Limes 

f f  ~ dy <= dx M 

fiir jeden Wer~ des Index h. Es exisfier~ duher 

L f f  e 4Z~ dxdy~- 2dxdy und is~ ~ M .  
h = T k  

Um die Anwendbarkei~ des Hiffssatzes zu erkennen, bemerken wir 
Folgendes: Ist ~ eine beliebig klein vorgegebene positive GrSBe, so l~I~f 
sich nach Abschnitt 6 immer ein Index N finden, sodaB Ftir a l l en  ~ N 
/ )* (~ )  ~ d + e isk Ferner I~B~ sich jeder abgeschlossene~ in ~ Eegende 
Bereic3a sicher in eine endliche Anzahl jeweils auf ein regulates IsotJaermen- 
system bezogener Bereiche zerlegem Ein einzelner soleher Bereieh, z~ B. ~0, 
liefer~ zu dem Dirichtet-HilbeaVmehe Integral den Beitrag 

i f {  - o ) '+  - },,,, 
me, 

u n d e s  sind daselbs~ ~ ~ s~efige, 0~, ~ "  ( n =  1, 2~-.-) s~iiekweise 
/ 

sbefige Funk~ionen. Ferner is~ nach (28) 

und eine anatoge eleichung bes~eh~ flit die Ablei~ung nach v~ sodal~ also 
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atle Voraussetzungen erfffll~ sind. Es exL~eier~ ~aher nach dem Hflfssa~ 
/)*(r und ist ~_< d + ~, woraus aber sofort folgt 

(39) ~* (~ )  = a. 

Erledigung der  Abbildungsaufgabe. 

14. Dutch ihre Minlm,.leigenschaf~ is~ die Fun~ion ~p (bis auf eine 
willkfirliche additive Konsfante) votlst~.udig charak~erisiert - -  also ganz un- 
abhiingig davo~ wie wit die Folge {~} (Abschnitt 6) ausgewi~hlt habem 
Denn ist ~ eine zal~ssige Funk~on, ftir welche gleichfalls die Gleichung (39) 
bes~eh~, so folg~ mit Rticksich~ auf die auf ~ - - - - ~ - - ~  angewandte 
Varia~ionsgleichung 

(40) ~*(~, ~) - J J V * ( ~ ,  ~) a~ = o 

sofor~ D ( ~ - -  ~) = 0 und daraus ~ - -  ~ = coast, q .e .d.  Nunmehr bilden 
wir die Funlr~ion 

U = - ~ + r  

welche wegen (10)---(13) eine in ganz q~ w yore O-Punk~ abgesehen 
regulate Potenfialfnnk~ion vors~elR und normieren die willkiirliche additive 
Konstante so, daft im O-Punk~ 

(4~) ~ = ~ + ((o)), 

wobei ((O)) eine Jan O-Punkr reguli4re, verschwindende Fnnlr~ion is~. Fiir 
U besteh~ die Variationsgleichung*) (40) 

(42) f ~ f v ( ~ ,  ~)a~ = o, 

wobei ~* aus i2 dadurch ents~h~, dal~ man die Umgobung des O-Pnn_k4es 
dutch eine beliebige, hinreichend kleine analytische Kurve U ausschliegt b 
und ~ eine zul~ssige Funlr~ion isf~ welehe iiberdies 1Kngs C versehwindek 

Daraus folgr daft U ~ gaaz unabh~ngig yon der Wahl der Be- 
reiChe und Funktionen ,K, Q, r  a, fl (Abschnit~ 5) - -  in eindeutigex 
Weise dadurch charalc~erisier~ is~, da$ ffir jeden den O-Punk~ ausschlie~nden 

*) Dieselbe ~st; mR (~0) ide-~t~soh, f~l)~ die Kin-re C su~erhslb ~ verl~ut~ 
vgl. AbaehniL~ 5. Man iiberzeug~ sieh jedoch leicht~ ~ dieaelbe aueh be#~ehen 
bleibt, wem~ O ganz odez ~eilweise innerlmlb ~ verl~uf~; vgL eine diesbezfgliche 
Bemezkung bei P. Koebe, ~bex die U~Liformieraug beliehiger aa~ly~sche~ Kurve~ 
4. Mit~ilu~g, GSR~ Nachr. 1909~ S ~3. 

**) VgL P. Koebe, a (in de~ letsf~n A-mar~g) & O. 8. ~ 
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Variationsgleichung (42) besteh~, mad U sich ha O-Pankr gemiiB (41) 
verh~lt. 

Bezeiehnen wir jetzt mi~ V die zu U konjugierfe Potentiaffunktion~ 
so IRBt sich mit Herra P. Koeb, e*) in einfacher und eleganter Weise 

schlieBen~ daft dureh die komplexe Funk~ion U + i V ~ auf einen scldichten, 
den unendlich fernen Punk~ im Innern enthaI~enden Bereich konform ab- 
gebildeg wird, dessen Berandung aus zwei zur U-Aehse pa~llelen Schlitzen 
besteht, woven einer der Randkurve ~ yon Q, der andere dem Eck!0unkt E 
entsprichi. 

Nach der im 4. s gegebenen Definition gchen die Kuxven 
U = const, und V = consg, richtungstreu und der Ausdruck A~ U stefig 
fiber die Kant~en. 

Unsere Iegzte Aufgabe ist, zu zeigen, dab sich der dem Eckpunkt 
entspreehende Schlitz auf einen Punkt reduziert oder m. a~ W., dab sich 
der RealteiI U ~ ebenso wie es mit dem Imagin~rteil V der Fall is~ 
im Eckpunkt bestimmt verbal. 

15. Den Nachweis hierfiir erbringen wir auf die Art, dab wit auf der 
Fl~che eine Folge yon Kurven C1, C~. . . ,  C.~. . .  konstruieren, welche 
den Eekpunkt umschlieBen und sich im Limes ffir n = co au_f diesen 

selbsr zusammenziehen und f/ir welche der Wer~ des Inf, eg'ra]sj~/~lUds 
on 

gegen Null konvergier~. Dasselbe is~ abet nichts anderes als der Aus- 
druek f~r die L ~ g e  der Bfidkurven in der 17, V-Ebene mad diese mfil~te, 
wenn der Schlitz die yon Null verschiedene LRnge a bes~Be, notwendig 
oberhalb der positiven GrSBe 2a bleiben, was einen Widerspruch erg~be. 

Wit iiberdecken zunRehst eine gews Umgebung des Eekpunktes 
mit einer hn~ahl teilweise fibereinandergreifender Isothermensys~eme in 
folgender Weise: Seien mit 1, I, 2, II, 3, III, 4 , - . -  kurz die gu.nten bezw. 
F1Rehenstfieke (le~z~ere mi~ rSmisehen ~iffern) bezeichne~ wie sic bei Um- 
gehung yon E in einem gewissen Sinne aufeinandeffolgen. Mi~ Riieksieht 
.d~rauf, d,B die e i n z ~ n :  die Ecke bildenden Tefifl~hen durchaas bis an 
die Kanteu und den Eckpunkt heran als reg~lRr vorausgese~zt wur~e~a, 
~odat~ man sich d i e , b e n  etwa noch ein S~fick dar~iber hindus in regulRmr 
analyfischer Weise s denken kann, l~fl~ s~ch (nach Absehni~ I)  
ein Iso~hermensystem (i~h~ qx) angehen, welches die Fl~chen I und H 

~) ~ e r  die ,HilbexCsvho Uniformlsiexungsme~hode, GS~inge~ Naehx." 19~0, 
B, 59--74. Vgt. iasbes. S. f>g---73. Siehe aueh die Di~sex4ation yon ]L Couranr I~'l~r 
die Anw~ndu~ des Diriehlef~chen P~inzipes auf die Prqbleme dear k0nformea Ab- 
bildxl~. ~inge2a 1910 ( . ~ e d r ~ .  ~ i~ diese~x Bande tier Maf~ An~).~ 



Konforme :kbbilduag einer r~mlichen E~ke. ~0~ 

(natfirlieh nat  in einer gewissen Umgebtmg yon ~ )  fiberdect~ trod his 
an die Kanten I, 3 und E heran r e g ~ r  ist; in der gleichen Weise l ~ t  
sich ei~ Isothermensystem CP~, q2) angeben, welches II, III iiberdeckt trod 
bis an 2, 4 und E hereto regul'~ ist. Mit dieser (Tberdeekung fahren wir 
fort, bis wir zum Fl~ehenstiick I zuriickkommen. 

Sei (10, q) ein bellebiges dieser Systeme, co der abgeschlossene, den 
Eckpankt auf dem Rande enthaltende Definitionsbereich dessslben, und 
erhalte das Bogenelemen~ der Fl~che bel Ei~fiihrung yon (p, q) in eo die 
Gestalt ds~= ;t(dp~-l-dq~), so existieren wegen der Regulariti~Y~*) des 
Systems zwei feste positive Zahlen 2o, Ao, sodaB in eo 

(43) o < _< z _< Ao. 

Wir betxachten jetz~ den Bildbereich yon ~ in der ~o, q-Ebene und be- 
zeiehnen, wenn T~ C, l bezw. einen Bereieh~ eine Kurve, deren LS~ge auf 

bedeu~e~, die en~sprechenden GrSBen ffir den Bfldbereieh mi~ T, C, 1. 
D ~ n  is~ 

T T 

0 

(45) 

trod wegen (43) 

(46) <; 
- 5  0 

Fiir den Weri des Ausdruekes ~/~r~p + U~q in einem bestimmien Punki 
(p, q) erhal~en wir aber sofort eiae Abseh~tzuag mittels des Dirichletsehen 
Integrals, were1 wit um den betreffenden Punkt einen Krois K yore 
Radius r legen und den Outtgschen Mittelwertsatz anwenden**), es ergibt sich 

analog 

K 

und mi~tels der Sehwarzsehea Ungleiehung 

~) VgL die Definition im Abschnit~ 2. 
**) VgL P. Koebe, ~ die Uniformisierung beliebiggr ana~yt~s~he~ Kur~en IV, 

a, a. O. S. aaa--~o. 
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mad da i~ir dis Ableitung nach q die analoge Ungleichung gil~, die wich- 
tige kbseh'~zung*) 

_ - - .  

I~l~ s/ch die, so Konsh'akfion ffir alle Punk~ e~nes gewfi~sen Kurven- 
s~fieks C yon der L~inge ~ ausRihren und bezeichnen wir das yon s~nt- 

lichen Kreisen bedeck~ Gebie~ mi~ V, so is~ nach (43), (46) 

(4s) 
_ 

Je~z~ deaken wir uns auf der Fr~che eine unendl/ehe Folge yon ein- 
fachen, den Eelrp,nld~ umschlieBenden Kurven { C} ~ CI, C~, -- -, C., . . -  
konstruier~ yon folgenden Eigenschaf~en: Wird mi~ L~ die L~inge yon Ca, 
mi~ F~ das yon C. begrenzte, ~ ha ln-eren en~haltende Gebie~ sowie 
dessen Grgge bezeiehne~, so is~ 

1. L r .=o ,  
~ = o o  

2. Ca liegt innerhalb F~_~. 
3. Zu jeder Kurve C~ t~g~ sich eine positive QrSSe 0. angeben derar~, 

dab a) um jeden Punl~ P yon C~ ein in F~_ 1 liegendes Gebief abgegrenz~ 
werden kann, welches nichf fiber zwei Kanten hinausgreif~ und i~r welshes 

der Wert des Integrals j d s ~  erstreck~ yon /~ nach einem beliebigen 

Randpunk~ des Gebietes l~ings einer beliebigen mi~ s~e~iger Tangen~e ver- 
sehenen bezw. richhmgs~reu iiber eine Kante laufenden Kurve, nieht 
kleiner ats 0~ ausfs b) eine positive GrSge G exisfier~, soda~ fiir alle 

Dis Efffillbarkei~ def. Forde~mgen l ~ 3 s )  ist evident; ~vas die Forderung 3b) 
angeh~, so komm~ hierbei wesentlich in B e h ~ h ~  da~ die einzelnen TeiL 
tt~chen mi~ ~inem yon Nult verschiedenen Winkel an E heranreiehen. 

Sei fftr den Augenblick ~ ein be}iebig, abet fes~ gew~ahlt~r Index; 
nach den gemaeht~n Vorausset~ungen und (46) 1 ~  sich, we~a :P eia be- 

*) ~VgI. P. Koebe, am le~gena~a~m O~ ~md R. ~ura~t, Zur Begr~du~g ~ 
I)~chle~hen ~ G ~ g e ~  N~chr. 1910, S. 156. 
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liebiger Punkt auf C~, P sein Bi ldpnn~ in der Ebene eines der obea 
eingeffihr~n Iso~ermensysteme ist, um P ein Kreis legen, dessen Radius 

1 

i~. E~ f o ~  d , , -  ~ (44), (47), (49), i~dem ~ C~ m g~ig~e~, je 
einen Kanbnpunkt  enthaltende und innerhalb des Deiinitionsbereiches je 
einer der oben eingeffihrten Isothermensysteme verlaufende Stfieke zer- 
legen, dutch Summat~ion fiber diese verschiedenen Stiieke 

- i ~/ ~ ~L" --~_--Vff A ~ Ud~. 
~ , - ~ - I  

Setzen wir sehlieBlieh 
i 1 / ~ . G = A ,  

so ist wegen u 3b) 

Da abet A eine yon n 11,~bh~,~ge GrSl~e ist, w~hrend F~_ 1 und damit 
aueh der Wert des Diriehletsehen Integrals rechts mit unbegrenz~ wachsendem 
n gegen Null konvergier~, so folgt 

L f V ~ u d ,  ffio q.e. 

Hiermit sind wir in der Tag in der Lage, den Satz aussprechen zu kSnnen: 
/)/e 0 b e r f l ~  jeder r~m//chen Ecke (tier u~ter 1 r r~ iv / e r t~  Art) 

kann k o ~ f o r m -  im Ecl~aun~t sdbst nur s t e t i g -  auf die schYml~e, mit 
einem geradlinigen ScIditz versehene Ebene abgebiMe~ werden. 

Zufdge d~es Satzes re~fisentiert jedv geschlossene, aus endI~ vielen 
reffu~r ama~ytischen ~ ' l ~ i i c k e n  bestehvnde Fiiiche, welche keine a/aderen 
S i ~ t f i t e n  als Kanten und JEcken darbidet, ein algebrai~hes GebT~ ira 
Sinne Rieman~. 

GSt t i ngen ,  Pfingsten 1910. 


