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Konforme Abbildung der Oberfliche einer riumlichen Ecke.*)
Von

Roerr Koma in Leipzig.

Zum Nachweis der Existenz der eindeutigen algebraischen Funktionen
und ihrer Integrale auf einer gegebenen geschlossenen Riemannschen
Fliche hat man im wesentlichen zwei Methoden: die kombinatorische
Methode von Neumann-Schwarz und die schon von Riemann verwendete,
von Hilbert aber erst streng begriindete Methode des Dirichletschen
Prinzips.**) Wihrend die erstere bereits fiir den Fall ausgebildet wurde,
daf die Riemannsche Fliche nicht einfach mehrblittrig tiber der Ebene
ausgebreitet oder als durchaus regulire Fliche im Raum liegend vor-
gestellt wird, sondern man es mit einer , Riemannschen Mannigfaltigheit*
im allgemeinen Sinne von Klein®*) zu tun hat, ist das mit der letzteren
Methode bisher noch nicht der Fall, sondern bildet vielmehr den Gegen-
stand eines Teils der vorliegenden Arbeit.

Wir nehmen dabei an, die Riemannsche Mannigfaltigkeit bestehe aus
einer endlichen Anzahl verschiedener Flichenstiicke, welche, lings Kanten

*) Zur Litteratur des Problems siehe: H. A. Schwarz, Uber die Tutegration der
partiellen Differentialglejchung Aw =0 unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetig-
keifsbedingungen, Monatsber. d. X. Akademie d. Wiss. zu Berlin 1870, 8. 767—795

es. Math. Abbhandlungen, Bd. I, 8. 144171, ingbes. 8. 167; P. Koebe, Konforme
Abbildung der Oberfliche einer von endlich vielen analytischen Flichenstiicken ge-
bildeten ktrperlichen Ecke auf die schlichte ebene Fliche eines Kreises, Nachr.
4. K. Ges. d. Wiss, zu Gottingen, Math. phys. Klasse, 19. Dez. 1908, S8, 359-—360;
R. Kinig, Konforme Abbildung der Oberfliiche einer riumlichen Ecke, ebenda, 26, Febr,
1910; letztere Note ist eine Anzeige der vorliegenden Arbeit des Verfassers.

*) Hilbert, Uber das Dirichletache Prmmp, Maith. Ann. 59 (im folgenden kurz
Hilbert, I* zitiert).

) Neue Beifrdige zur Riemannschen Funktmnentheone, Math, Aun. 21, ingbes,
§1 und § 6. Siehe auch F. Klein, ,Riemannsche Flichen*, I, 8. 32.
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und in Ecken znsammenstoBend, eine geschlossene Fliche bilden.*) Es
handelt sich alsdann um den Nachweis, daB ein eine Ecke im Innern ent-
haltendes Fléchenstlick konform — im Eckpunkt selbst nur stetig — auf
einen schlichten ebenen Bereich abgebildet werden kann ¥¥)

Dieses im Jahre 1870 von H. A. Schwarz L c. gestellie Abbildungs-
problem, welches Herr Schwarz selbst nur in dem speziellen Falle einer
von lauter ebenen oder kugelférmigen Flichenstiicken gebildeten Ecke
gelost hatte, wurde zuom erstenmal allgemein von Herrn P. Koebe im Zu-
sammenhang mit der von ihm entwickelten aligemeinen Abbildungstheorie
(L. ) gelogt. Die Anregung zur Behandlung dieses Problems durch zweck-
entsprechende Ausgestaltung des Dirichletschen Prinzips verdanke ich
Herrn Hilbert.

Der erste Teil der Arbeit beschéftigt sich mit den Kanten; im zweiten
wird die Zuriickfithrung der Abbildungsanfgabe anf ein Minimalproblem
nach Hilbert***) kurz angegeben; das im dritten Teil entwickelte Verfahren
hat groBe Analogie mit dem Prinzip der amalytischen Fortsetoung. Die
Potentialfunktion, auf deren Existenznachweis es im wesentlichen ankommt,
wird zuerst in der Umgebung eines beliebig, aber fest gewihlten Punktes
definiert, damn in einem Bereich, welcher den ersten teilweise tiber-
deckt usw. fort, bis schlieBlich der Definitionsbereich der Funktion iiber
die ganze Fliche ausgebreitet ist. Der Eckpunkt stellt sich dabei natiir-
lich als Grenzpunkt heraus, und der Untersuchung des Verhaltens der
Funktion in diesem Punkt ist dann der vierte (letzte) Teil der Arbeit
gewidmet.

L
Vorbemerkungen. Uber die Kanten,

1. Der abzubildende, einfach zusammenhingende Bereich Q werde
von endlich vielen, regulir analytischen Flichenstticken gebildet, welche
in einem Punkt F zusammenstoBen. Jedes einzelne Flichenstiick soll
dabei mit einem von Null verschiedenen Winkel an E heranreichen. Die

# In derselben Weise 118t sich auch der Fall erledigen, da8 die Riemannsche
Mannigfaltigkeit in Gestalt eines , Fundamentalbereiches* sebr allgemeiner Natur
vorliegt, woranf ich spater zuriickznkommen gedenke.

*¥) Welcher Art diese Flichensticke und Ecken sein kdnnen, wird sogleich
unten naher prizisiert.

#% Hilbert, Zur Theorie der konformen Abbildung, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss.
zu Gothingen, Math. phys. Klasse, 17. Juli 1909. (Im folgenden kurz ,Hilbert, T*
zitiert.) Daselbst findet man eine Zusammenstelung der Litteratur dber das Dirich-
letsche Prinzip., S, auch Coumrant, Zor Begrindung des Dirichletschen Prinzips,
Gott. Nachr, 1910, S. 154—160.
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Berandung von Q bestehe aus einer gewthnlichen Kurve €. Der zweifach
zusammenhingende Bereich, welcher aus dem nicht abgeschlossenen Be-
reich Q durch Fortnahme des Eckpunktes entsteht, werde mit Q bezeichnet.

2. Da wir im folgenden sehr hiufig einige in der Flichentheorie
gebriuchlichen Bezeichnungen und Siitze anzuwenden haben werden, mégen
dieselben gleich hier, um spater Unterbrechungen zu vermeiden, angefiihrt
werden.¥) Haben wir zunichst ein singularititenfreies Flichenstiick mit
dem Bogenelement

@ ds* = edu® + 2f dudv + g dv?,

unter %, v geeignete krummlinige Koordinaten verstanden, so lauten die
Beltramischen Differentialparameter 1. und 2. Ordnung:

(Ge) =2 e b+ ()

(23’) A;‘,’D = eg—71° 3
o9 0% (0w d¥ , O oy gy 0
%0 5o *5, 7%) Y954 5u
(21)) V(qp, ¢) _ dv ov (Bu Z; fa:; Z’u) ou 80{}

1 [aga f} 8[&)}'
(20) A2q)’_"gg_f2\ Ve?:—fz +9?) m—t )
und es besteht, wenn ¢(uv) — konst. die Gleichung einer Kurvenschar,
B%;i die Ableitung von ¢ nach der Normalen zu eimer Kurve der Schar
begeutet, die Identitit:*¥)
®3) - 5‘*’)“‘-

ony,

Ist andererseits ¢ eine Losung der Gleichung A, =0, so kann ¢ be-
kanntlich als der Realteil einer komplexen Funktion des Ortes auf der

Fliche @ + 49 aufgefaBt werden, und es besteht (genan wie in der Ebene)
zwischen Real- und Imaginirteil die Beziehung® )

29 ¢
(4) an 08’

*) Man vgl. Bianchi, Vorlesungen fiber Differentialgeometrie, Dentsch von M. Lukat,
1. Aufl., Kap. X1, 8. 67—72. Darboux, Théorie générale des surfaces, Bd. 1T, S. 193217,
Beide Werke werden im folgenden kurz ,Bianchi“ bezw. ,Darbonx sitiert.
* Darboux, Bd. I, 8. 195, Formel 7.
***) Dieselbe ish eine unmittelbare Folge der Definition der ,konjugierten* Funk-
_tion (Bianchi, S. 69, Formel 21) und kann z. B. aus den in Darboux, B&. Iff, . 198—199
gegebenen Formeln ohne weiteres entnommen werden, indem in der dortigen Be-
zeichnnngsweise (B. 198, Formel 14 und 8. 199, zweite Formel von unten)

dipa%du-}-%dw:»l&’du{-ﬂdv:-— g%ds.
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wenn die Ableitungen nach zwei zueinander senkrechten, in der tiblichen
Woeise orientierten Richtungen anf der Fliche genommen sind. Fihrd
man die Kurven ¢ = konst. und 3 = konst. selbst als Parameterlinien ein,
so bilden diese ein isothermes System, indem (1) die Gestalt erhilt

1

) ds' = 2(dg*+avD, A=,

und die Ausdriicke (2) nehmen eine dementsprechend einfache Gestalt an.
Wir nennen schlieBlich ein System (u, ) in einem Bereich 7' requldr, wenn
einem Wertepaar (%, v) ein und nur ein Punkt von 7' entspricht und um-
gekehrt, und ¢,g,e9—f* in T zwischen zwei festen positiven GroBen
bleiben.

3. Ist P ein belichiger Punkt von Q, so kann allemal eine gewisse
Umgebung desselben (P mit inbegriffen) ,auf ein regulires isothermes
Parametersystem (u,v) bezogen® oder m. a. W. umkehrbar eindeutig und
konform auf ein Stiick der (w, v) Ebene abgebildet werden. Wir brauchen
das offenbar nur zu zeigen, falls P ein aunf einer Kante gelegener Punkt ist.*)

Es liBt sich in diesem Falle zunichst (auf unendlich viele Arten)
ein in einer gewissen Umgebung von P regulires Parametersystem (p, q)
angeben von der Art, daB die Kurven p = konst., ¢ = konst. ,richiungs-
treu” und die FundamentalgroBen in dem Ausdruek fiir das Bogenelement
der Fliche stetig iber die Kante gehen. Wir sagen dabei von einer
Kurve, sie gehe ,richlungstreu” tiber eine Kante, wenn sie mit der
Kantennormalen zu beiden Seiten der Kante denselben Winkel bildet. Ein
System dieser Art erhalten wir z. B. folgendermaBen:®¥)

Wir denken uns lings eines gewissen den Punkt P im Innern ent-
haltenden Stiicks 44" der Kante die zu derselben normalen geoditischen
Linien nach beiden Seiten gelegt und chatrakterisieren die Lage eines
Punktes M in der Umgebung der Kante durch Angabe des Bogems
g = 4 Q, welcher von der durch M laufenden geoditischen Linie auf 4.4’
abgeschnitten wird und die Linge p — M @; letatere zihlen wir positiv

# Wihrend die Bemerkung betreffend die Moglichkeit der konformen Abbildung
eines nicht analytischen Flichensticks, welche man in Darboux, Bd. IV, 8. 367, Note I
von Picard, findet, nicht richtig ist, ist es auf Grund der folgenden Axbeiten von
E. E. Levi in der Tat ohne weiteres méglich, diese Abbildung fir die Umgebung
eines gewihmlichen Punktes zn leisten: ,Sulle equazioni lineari totehwente ellitiche
alle derivate parziali, Rend. d. Circ. Mat. di Palermo 24 (1807); I problemi dei
valori al contorno ete., Memorie d. Societs Italiana delle Scienze, Serie 3%, 16. Fiir
die ganze tbrige Methode macht es iibrigens keinen Unterschied aus, ob die Flichen-
stiicke analytisch mind oder nicht. Wegen: der Abbildung nicht analytischer Flichen-
sticke sei noch guf eine demnichst in den Ber. d. Berliner Akademie erscheinende
Abhandlung des Herrn L. Lichienstein bmgewiesen.

* Darboux, Bd. H, 8, 412—414.
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bezw. negativ, je nachdem M auf der einen oder anderen Seite der Kante
liegt und zwar so, daB die Richtungen wachsender p und wachsender ¢ in
der iiblichen Orientierung zneinander stehen. In den Gebieten zu beiden
Seiten der Kante, die wir durch die Indizes 1 und 2 unterscheiden, erhilt
das Bogeneloment die Gestalt

(6) ds* = dp* + Cl(pq) dg* (i=1,2)
und es ist lings 44, d. i. fiir p=0
(7) 01 = 02 == l.

Bei Beschrinkung auf eine hinreichend kleine Umgebung von P ist das
System (p, g) iiberdies regulir.*)

Sei nun @, ein innerhalb dieser Umgebung befindliches, von einer
Seite her an die Kante anstoBendes Flichenstiick; da jede einzelne Teil-
flache von Q als regulir analytisch vorausgesetzt wurde, kinnen wir uns
o, iiber die Kante hinaus ein Stiick fortgesetzt und die analyfische Funk-
tion €, in dem so erweiterten Stiick erklirt denken. Da sich ferner die
Gleichung

_ 148 ou g (1 Ju
® tau= gl (Ga) Yl @) =0
nach p z auflosen 14Bt, so existiert daher in @, eine eindeutig ‘bestimmte

Losung u, derselben, wenn wir fiir p = 0 die Werte von », und 8u1 als

analytische Funktionen von ¢ willkiirlich vorschreiben. Das Analoo'e gilt
fiir die andere Kantenseite. Es seien nun w,, u, speziell zwei derartige
Losungen der Gleichung (8) in @, bezw. @,, daB lings der Kante die Be-
dingungen erfiillt sind

9a) Uy = Uy, %_1;1=5%,
(9) (38_’%) (Bu,) +o,

v,, v, die konjugierten Funktionen. Wird iiber die willkiirlichen additiven
Konstanten derart verfiigh, daf in einem Punkte der Kante », — v, ist,
so stimmen die Werte von v, v, wegen (4), (9a) lings des ganzen in
betracht gezogenen Kantenstiickes tiberein. Die Funkiion w + 4v, welche
in o, mit %, + 99, in @, mit u, + iv, tbereinstimmt, vermittelt dann die
gewtiinschte Abbildung.

Da nach (9a) die AbIeltangen von #, gemommen nach zwei auf-
einander senkrechten Richtungen (der Kanten- und Normalenrichtung) zn
beiden Seiten der Kante fibereinstimmen, gilt das gleiche von den Ab-
Jeitungen nach einer beliebigen Richtung, woraus unmitielbar folgt, daB

*) Darboonz, loc. eib.
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einerseits die Kurven w = konst. und ebenso die Kurven v = konst.
richtungstreu Giber die Kante gehen, und andererseits in Verbindung dieser
Tatsache mit (3), daB auch A u stetig tiber die Kante geht. Da das
Bogenelement bei Einfithrung der »- und v-Kurven als Parameterlinien die

Gestalt (5) erhilt und lings der Kante Au = (£%)"+ (%)2=l= 0 ist (T),

so geht auch 1 stetig iiber die Kante, und das System (u, ») ist bei Be-
schrinkung auf eine hinreichend kleine Umgebung von P regulir.

4. Jetzt sind wir in der Lage, folgende Definitionen aufstellen zu
konnen: Eine reelle Funktion des Ortes auf der Fliche heifle in einem
Punkte von Q — sei es ein gewdhnlicher oder Kantenpunkt — stetig
differenzierbar bezw. harmoniseh, wenn sie als Funktion eines reguliren
Isothermensystems (u, v) daselbst stetig differenzierbar bezw. harmonisch
ist; ebenso verstehen wir unter einer komplexen Funktion des Ortes auf
der Fliche eine komplexe Funktion von % -+ ¢v im gewGhnlichen Sinne.
Diese Definitionen sind unabhingig von der Wahl des benutzten Iso-
thermensystems.

Ist & irgend eine stetig differenzierbare Funktion, ®, ihr Wert in
einem Kantenpunkt, und sind nicht beide Ableitungen daselbst gleich
Null, so gebt die Kurve @ = @, richtungstreu and der Beltramisehe Dif-
ferentialparameter A & stetig iiber die Kante.

IL
Zuriickfithrung der Abbildungsaufgabe auf ein Minimalproblem,

5. Das Problem, den Bereich Q (priziser: das Innere von Q) auf die
schlichte, mit einem geradlinigen Schlitz versehene Ebene konform — im
Eckpunkt selbst nur stetig — abzubilden, ist offenbar dquivalent mit der
Auffindung einer eindeufigen, einwertigen®) komplexen Funktion des Ortes
auf der Fliche, U+ ¥, welche in einem Punkt von Q einen Pol erster
Ordnung besitzt, sich sonst in @ regulir verhilt, im Eckpunkt stetig ist
und deren Imagindrteil auf dem Rande einen konstanten Wert hat.

Nach ,Hilbert, II“ 1i8t sich diese Aufgabe auf das folgende Minimal-
problem zuriickfilhren. O sei ein beliebiger, aber fest gewihlter Punkt
von Q, leich Anfangspunki eines in einer gewissen Umgebung o,
desselben regulfiren Isothermensystems (u, ez) Die gesuchte Funktion
U+ 4V moge daselbst unstetiz werden wie + 5+ (0),, wobei (o) eine

in O reguldre Funktion hezeichnet. Wir legen um O als Mittelpunki
einen kleinen ,Kreis“ und ein denselben emschhe&endes Qnad.mt w&&nmh

¥ D. h. ¢iner Funkfion, welche jeden Werb nur emmal annmxmt B
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@, in drei Teile zerfillt*); in das Inmere des Kreises (K), das Stiick
zwischen Kreis und Quadrat (Q) und schlieBlich den iibrigen Teil von a,
auBerhalb des Quadrates (4). Das ganze Gebiet Q wird durch die Rand-
linie des Quadrates in die beiden Bereiche Q)= K -+ @ und Q, zerlegt.
Wir definieren nun mit Hilbert**) die Funktionen:
w .

o= m m K

10y =0 in Q
= einer einschlieBlich des Randes zweimal stetig differenzierbaren

Funktion in @;

(11) 0=Fj—v,-—¢ in Q
(12) y=4a0= é)u’ + Bv* in Q,
=0 in Q.

y ist eine in Q eindeutige, stetige Funktion und es lassen sich zwei stetig
differenzierbare, nur in Q, nicht identisch verschwindende Funktionen e
und B angeben®™%*) derart, daB in Q, die Gleichung besteht:

(13) LEN
Das Bogenelement in @, von der Form ds?®= i(du®+ dv®) annehmend,
setzen wir:
(14a) Arg=1{GZ—o)+ (26 m @,
=4/, m Q,
sy veo-3{GE-n+G-NE oo
= V(99 in Q.

Welche Parametersysteme wir dabei in Q; zur Erklirung der Beltrami-
schen Differentialparameter verwenden, ist wegen ihrer bekannten Im-
varianteneigenschaft gleichgiiltig. Bezeichnen wir schlieflich die Ausdriicke

(15) D)= [f bug-do,  DHe)=[[Ate-do
als Dirichletsches, bezw. Dirichlet-Hilbertsches Indegral, so bestebt unser

*} Wenn ich hier und im folgenden von der Konstruktion ,eines Kreises, Recht-
ecks ete. auf der Fliche* spreche, so ist das so zu verstehen, daB die betreffenden
Figuren in der Bild-(u, v)-Bbene wirklich als Kreis, Rechteck efc. erscheinen,

) ,Hilbert, I*, 8. 516—817,

= Hilbert, II*, 8. 317.
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Problem darin, erstens die Existenz einer wirklichen Minimalfunktion ¢
fiir das Dirichlet-Hilbertsche Integral nachzuweisen und zweitens zuo
zeigen, daB die durch ihren Realteill U= g 4 ® definierte komplexe
Funktion U/ + ¢ ¥ die an der Spitze des Abschnittes geforderten Eigen-
schaften besitzt.

JER
Erledigung des Minimalproblems.

6. Zur Konkurrenz lassen wir alle solchen Funktionen des Ortes
auf der Fliche zu, welche in Q erstens wobl definiert, eindeutig und
stetig, zweitens daselbst auch stiickweise stetig differenzierbar sind, und
drittens fiir das Dirichletsche Integral einen endlichen Wert liefern. Es
besitzt alsdann auch das Dirichlet-Hilbertsche Integral einen endlichen
Wert, und d sei die untere Grenze dieser Integralwerte fiir simtliche
zuléssige Funktionen.

Aus letzteren wililen wir eine solche Folge {@} =0, 5, - - @,, - -
aus, daB die zugehorigen Integralwerte gegen die untere Grenze d kon-
vergieren und zwar so, daB die &, eine abnehmende Folge bilden

Sim < &, (n,m=1,2,---).
Dann gelten die Ungleichungen®)

*) 8. B. Levi, Sul principio di Dirichlet, Rend. d. Circ, Mat. di Palermo 32
(1906, 2) § 7. Die erstere Ungleichung folgt aus der einfachen Bemerkung, daf
D¥9, + 98 =D(9,) +29D%°(9,,5) + 9° D) > 4,
insbesondere auch fiir den Wert der Konstanten g, fiir welchen die (in g) quadratische
Funktion ibr Minimum annimmt. Die zweite kann folgendermaBen hergeleitet werden:

Setzen wir
Prtm™ Pau + ((pn-!-m - ‘Pn)
und zor Abkiirzung
Pusem ™ P~ Puymr

D* (Qu,m) = D* (@2 +2D* (Pas q’n,m) +D (q)n,m) y
Snpm " ST 207 (@, ‘Pﬂ,m) = D(qygg’m)

daun folgt

und wegen &, .. <&,
——2D‘(¢%,lp,‘,m)>1)(tpa,m),

4 { ‘D‘(q"a’ ‘pﬁ,m} } : > Dx(‘?ﬂ,m)’
Andererseits ist nach (16)
D(‘?p,m) &, __2__ { D*(‘Pu’ Do) } %
Dy, a2 >4 { DDy P } 4 > D@, )
und da D(«pn,m) =+0,

also

428:> Ds{?@m}?
4, > D, ) @ eds
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(16) (D40, 0)* ={ [/ V(0 D0} < D@ & (=12,
— ¢ bedeutet hierbei eine beliebige zulissige Funktion — und
(17) D(q)n-i-m“‘p-n) EV[J.Ai((p'n+m—¢w)dco < 4£u (")m=1} 23"')‘

Aus (16) folgt die Limesgleichung¥)
(163) ]_-J ‘D*(¢v g) =0

Aus diesen beiden Tatsachen wird die Existenz einer wirklichen Minimal-
funktion hergeleitet. Wie Herr H. Weyl zuerst allgemein erkannt hat,
bedarf es dann nicht mehr des Hilbertschen Auswahlverfahrens®¥) — ein
Umstand, dessen sich in spezieller Fassung schon W. Ritz*¥) bedient hatte,
um die Konvergenz seiner ,sukzessiven Approximationen® der Minimal-
funktion nachzuweisen.

Wir denken uns schlieBlich die in den Funktionen der Folge {¢p}
willkiirlichen additiven Konstanten so normiert, daf

(18) fop.dv=0 (n=1,2,--2),
S

wobei S, ein innerhalb @, gelegenes Stiick einer Kurve u = konst. be-
deutet.

7. Sehen wir zuniichst zu, welche Folgerungen sich aus der funda-
mentalen Ungleichung (17) ableiten lassen. Sei 7 ein beliebiges, auf ein
reguliires Isothermensystem (xz, y) bezogenes Teilgebiet von Q, R ein in
demselben befindliches Rechteck mit den Seiten

z=a,z=b(b>a); y=d,y=80>d).
Setzen wir zur Abkiirzang:

(19) Crsn ™ P Pu f‘pn,m df} = cbn,m; 48@:(1)—_&‘) (b’—a”) = 6?; -

Da A, g, ,, wegen ¢>0, eg — f? > 0 positiv definit ist, so gilt die Un-
gleichung (17) a fortiori, wenn das Integral nicht fiber ganz Q, sondern
bloB iiber ein Teilgebiet von Q erstreckt wird; insbesondere ist fiir ein
beliebiges Teilgebiet B’ von R

3 2 3
fAltps‘mdm ff %’”‘ ZZ” } dxdy < 4e,

s, Hilbert, I § 7.
) HHilbert, I § 5.
=) ,Uber eine nene Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme der mathe-
matischen Physik®, J. f, Math, 135, § 13 u. 14,
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0%, w\?
ff ) dxdy < 4e,,
¥

woraus nach der bekannten Schwarzschen Ungleichung folgt

! P
(20a) ]ﬂ L dxdy} <.,

und analog

P n,m
(20b) | J P dxdy}<6n.

Durch Anwendung von (20a) auf ein Teilrechteck von R mit den Seiten
z=a, 2@alsb); y=a,b
und Ausfithrung der Integration nach « ergibt sich

und a fortiori

(21) }fqo%m(xwdyka +10,. a<z<h;

y=a

und daraus:

2 ¥
@) | [ [rnndsay| <8,6-0) +19,,l6—a) a<a, 5,<0.
Apalog ergibt die Anwendung von (20b) auf ein Teilrechteck mit den
Seiten # = 1,, 2(a <y, 2, <D); y=a,y(a'<y<h)

z, 7
)f¢n,m (wy) dz _f¢ﬂ.m (am’) dﬂ}é = |An,ml ,S__ 31:’

bl
| 4, ndy|<8,00—a),
y=a'
und darans wegen (22)

(23) }ﬁo,,,m(xawx}au(ubb{fj‘?) + (0] o2

Nochmalige Anwendung von (20b) ergibt schlieBlich die wichtige Ab-
schitzung

@ 1§%m(xg)dx|<a(2+,f"““)+§¢“,mi-§:——_% a%z;z?

Dieselben Schritte, welche zur Herleitung von (23) gefihrt haben, naor
unter Bevorzugung von y wiederholend, findet man unter Benutzung von (I}
Mathematische Annalen, LXXI i3
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b — o alz<b
) F 1Ol e s
a.—_.;?/l??/z: -

(an | foumen) dy| <, (342

Die beiden letzten Ungleichungen bleiben auch bestehen, wenn die Integrale
iiber ein beliebiges in B gelegenes, stefig differenzierbares Knrvenstiick,
das von einer z- bezw. y-Kurve nur in einem Punkte getroffen wird,
— oder wie wir kiirzer sagen wollen, glattes monotones Kurvenstiick —
erstreckt werden.

8a. Wir wenden jetzt die gefundenen Abschitzungen auf den Be-
reich m, und ein in demselben befindliches Rechteck R, an, als dessen
eine Seite wir das Kurvenstiick S; wihlen. Nach Voraussetzung (18) ist

. f @pndv="0 (m,m=1,2,...), woraus auf Grund von (I), (II) der Satz
5, :

resultiert: Die iiber eine »- bezw. u-Kurve erstreckten Integrale

(24) f o, (uv)du  bezw. f o, (uv) do

konvergieren gleichmifig fiir alle Werte der Variabeln w,, #,, » bezw.
u, u,, ¥, In Ry, und es stellen demnach — unter u,, v, einen festen Punkt
in R, verstanden — die Ausdriicke

L {9,dv und 1, f(pndo

279 Yo

zwei stetige Funktionen von (u, v) in R, dar.

Ist ferner S ein in R, befindliches glattes monotones Kurvenstiick,
sodaB wir einen variabeln Punkt auf S sowobl durch Angabe seiner u- wie
seiner v-Koordinate charakterisieren konnen, so folgt nach der Bemerkung am
Schlusse des vorigen Abschnittes, dal auch die lings S erstreckten Integrale

u”

f(pnflu und j:;p”dv
w

I3
mit unbegrenzt wachsendem n konvergieren und zwar gleichmaBig fiir alle
Punkte o/, ” bezw. ¢, v anf S.
©  Wie man sich mittels partieller Integration leieht iiberzeugt®), kon-
vergieren alsdann auch die Integrale

f(p,,fdu und f(p,fdv,
5 8
wenn f irgend eine stetig differenzierbare Funktion bedeutet.

# 8. Hilbert, I+ § 9.
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Man hat nur (I), (I) wiederholt zu benuizen, um zu erkennen, daf
alle Resultate auch fiir ein beliebiges in @, befindliches Reehteck bestehen
bleiben.

8b. Nachdem wir so aus der fundamentalen Ungleichung (17) alle
nétigen Folgerungen abgeleitet haben, ergibt die Anwendung der funda-
mentalen Gleichung (16a) nach Hilbert*) und Ritz*¥) die Existenz der

Funktion
u+Au 2+Av

f%d“ f%dv
(25) = L L u+Au L L v+Ao b
u=0 n=x fdu Ar=0 n=® fd

und ferner, daf dieselbe innerhalb R stetig differenzierbar ist und der
Gleichung geniigh

(26) Ap=12 78

Da aber B ein beliebiges Rechteck in @, sein konnte und &8 nur in Qo
von Null verschieden sind, ist also durch Formel (25) ¢ im Innern des
Bereiches @, als eine eindeutige, stetig differenzierbare und — vom Be-
reich Q, abgesehen, wo sie der Gleichung (20) geniigt — harmonische
Funktion von (u,v) erklirt.

9 Bevor wir daran gehen, den Definitionsbereich der Funktion ¢
zu erweitern, bemerken wir Folgendes. Sei wieder R ein beliebiges Recht-
eck innerhalb w,, C ein in demselben verlaufendes, glattes monotones
Kurvenstiick.

Es folgt zuniichst aus der Definition von ¢ (24), (25) unmitielbar, daB

ﬁ

(272) L [(e.—pran=o,
@) L [ip—o)do=0,

und zwar konvergieren die iiber eine - bezw. u-Kurve erstreckten Inte-
grale gleichmifig fiir alle Werte von u,, %4s, v bezw. u, v,, v, gegen Null
Es ist aber auch

(28a) L ﬂ%-—«p) du =

(28b) ,,:!:_Jw ‘CZ,’AGP —-q;) dy =

% , Hilbert, I* § 7.
) W. Rita, loc. cit. § 14.

1%
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wobei die lings C erstreckien Integrale gleichmifig fiir alle Punkte u’, «”
bezw. ¢, ¢” auf C konvergieren.

Denn ist # eine beliebig klein vorgegebene positive GroBe, so approxi-
mieren wir unsere Kurve (! durch einen aus abwechselnd zur - und v-Achse
parallelen Stiicken bestehenden, in R verlaufenden und C nicht duorch-
setzenden Kurvenzug C” derart, daB das zwischen Cund C” befindliche Gebiet I’
kleiner oder gleich 0% ausfillt. TUnter der GrdBe & versteben wir hierbei

die Kleinere der beiden Zahlen ——- und ———, wobei dy = D¥
1de: 31/&1. m’ (’*pl))

und D*(qy) den Wert des Dirichlet-Hilbertschen Integrals von ¢ fiir das
Gebiet B bedeutet. Jedem zur w-Achse parallelen Stiicke A; von € ent-
spricht auf C ein Abschnitt A,; H sei die Anzahl dieser Stiicke. Enthilt
R ganz oder teilweise das Gebiet Q,, sefze ich noch

(29) B(uv) = f B(uv)dv (v=a’ eine Seite von R).

v=a’
-~

Es ist dann identisch fiir jeden Wert des Index n:

(30) cfj(’%w)du => {‘X_f(q),.——s) du~xf(¢'—8) du}
— S firc-yiu—fl-yte} . 3| flgu-Braufig-eran)
+2{3@-—-B) du~zf(¢—3)du}. ‘ ’

Wird mit [y das zwischen den Kurven w = u', u = u" befindliche
Stiick von T bezeichnet, so folgt weiter mit Riicksicht auf (29)

2 ‘f(‘f’n"‘B} du —ﬁ%“B)d“ 8q>,, du dv}
{“ u")
und_nach der Schwarzschen Unglemhung

<V> I,(uu')(%)Vfﬂudv<V G- 0 <V 0<%

I (u' Il)

und analog

| 2H Slo-B)au— flo—Byau)| <yDEG) - VT < 3

Wegen (27a) konnen wir jetzt einen Wert N des Index » angeben, derart,
daB fiir alle » > N und jedes beliehige zur u-Achse parallele Stick A, in R

iﬂ%-—w)du{gg%-
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Es folgt dann fiir den Zweiten Bestandteil der rechien Seite von (30)

}Z”{.ﬁ%*B) dﬂ—l;f(w—B) du}| éZ”l[(%— g)du| <<

Mithin ist fiir alle # > N und zwei beliebige Punkte #', 4" aunf C°

7’

t,[wg‘?’n"“?)d“ I L& qed

Der Beweis fiir die Gleichung (28b) verlauft analog.

10. Sei jetzt o, ein zweiter auf ein regulires Isothermensystem (u,,v,)
bezogener Bereich, welcher den ersten m, teilweise iiberdecken moge. In
dem beiden gemeinsamen Bereich ®, sind u,, », regulire harmonische
Funktionen von #, v und umgekehrt. Um die Definition von ¢ auf den
neuen Bereich auszudehnen, ist offenbar nur zu zeigen, daB, wenn S, ein
innerhalb @, gelegenes, (geeignet gewahltes) Stiick einer Kurve %, = const.

bezw. v, = const. bedeutet, die Integrale f ¢, dv, bezw. f @, du, mit un-
5 5

begrenzt wachsendem # konvergieren. Denn dann lassen sich auf Grund
der Formeln (I), (I) offenbar fiir den neuen Bereich @, aus der funda-
mentalen Gleichung und Ungleichung (16a), (17) dieselben Schliisse ableiten
wie vorhin fiir @,. Nun ist aber

(31) J 9,4 =§{ P, (%% du + %%d”)

und jeder der beiden Bestandteile rechts konvergiert nach Abschnitt 8a, da ja
0% g 20
ou ov
konnen, daB das Kurvenstiick S, von einer #- und v-Kurve nur in einem
Punkte getroffen wird, bezw. sich in eine endliche Anzahl solcher Stiicke
zerlegen 138t Mithin existiert in o, die Funkfion
Uyt AUy 2t AD
f P, duy f 9,40,
(32) p=1L Lz}m‘g‘;=L L”‘,ﬁmx

Auy=0 u:a/dul Apy=0 n=0 fd'l’;
w oy

stetig differenzierbare Funkfionen sind und wir annehmen

und ist daselbst — wenn wir Q, auBerhalb befindlich annehmen — eine
eindeutige regulire Potfentialfunktion,

11. Stimmen nun die beiden durch Formel (25) und (32) definierten
Funktionen in ihrem gemeinsamen Definitionsbereich @, auch wirklich
fiberein? DaB dem in der Tat o ist, erkennen wir anf Grund des mittels
partieller Integration leicht zu beweisenden Hilfssatzes:
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Sei A4 ein inuerhalb @, befindlicher Punkt mit den Parameterwerten
(4, v) bezw. (u,, v,) und f eine in einer gewissen Umgebung von A4 stetig
differenzierbare Funktion, fiir welche @iberdies f(4) <=0 ist. Dann folgt
aus der Existenz von

U+ AU U t+AYy

Sondu, Sontdu,
u’.ul Tau die Existenz von L L &m 3
Auy=0 n=0 Ay =0 a=ow
“ fdu1 ffdul
3 L

und beide Ausdriicke sind einander gleich. . .
Da wegen der Regularitit des Systems (u, v) (guﬂ) + (—g—;{-) =+ 0,
1

mégen wir annehmen, da im Punkt 4 etwa ‘3%%+ 0 sel. Sefzen wir
f= —80%, so ist lings einer v,-Kurve (wegen do, = 0) fdu, = %du1=du
und mithin nach dem Hilfssatz
w +AE Ut Au

f P Uy f P, du

(33) L L uxul«bAul = IJ L u—um7
Awy =0 n=o0 fdm Au=0 a=ow fdu

wo die Integrale auf beiden Seiten iiber ein kleines Stiick der durch 4
laufenden v,-Kurve erstreckt sind und wir nur das eine Mal (u,»,), das
andere Mal (w, v) als die unabhingigen Variabeln auffassen. Wegen (28)
erkennt man aber ohne weiteres, daB die rechte Seite von (33) den Wert
von @ im Punkt A4 hat, mithin in der Tat @ = ¢ ist.

12. Die ganze Herleifung, bei welcher ja nichts tber die spezielle
Natur der beiden Isothermensysteme vorausgesetzt wurde, 1aBt die Tat-
sache erkennen, daB die Definition von ¢ itberhaupt von der Wahl des
benutzten Isothermensystems unabhingig ist. ¢ ist also bis jetzt in ©,+ @,
als eine eindeutige und — abgeseben vom Bereich Q,, wo sie der Glei-
chung (26) gentigt — regulire harmonische Funktion des Ortes auf der
Fliche erklart.

Es ist klar, wie man den Definitionshereich von @ jetzb sukzessive
weiter ausbreiten kann. Wir nehmen einen dritten auf ein reguldyes
Isothermensystem bezogenen Bereich @,, welcher mit einem der vorher-
gehenden ein Stiick gemein hat, und erhalten durch denselben Schritt,
der von @, nach o, fihrte, jetzt die Definition von ¢ fiir den Bersich .
Nun ist aber klar, daB einerseits — nach dem, was gerade betont wurde —
der Wert von ¢ nur von der betreffenden Stelle, nicht von dem Wege,
wié man zu derselben von «, aus gelangt, und den dabei benuntzten Iso-
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thermensystemen abhingt, andererseits, daB sich jeder abgeschlossene, in
Q gelegene Bereich mit einer endlichen Anzahl solcher Bereiche m, iiber-
decken I3Bt. Es existiert daher ¢ im ganzen Bereich Q und ist — ab-
gesehen von Q, — eine eindeutige regulire Potentialfunktion. Uber ihr
Verhalten auf dem Rande und vornehmlich im Eckpunkt kénnen wir erst
dann AufschluB erhalten, nachdem ihre Minimaleigenschaft nachgewiesen
ist, d. h. daB die untere Grenze d der Werte des Dirichlet-Hilbertschen
Integrals fiir alle zuldssigen Funkiionen von der Funktion ¢ wirklich
erreicht wird.

13. Der Nachweis*) hierfiir ergibt sich direkt auf Grund eines Hilfs-
satzes, den ich einer giitigen Mitteilung von Herrn H. Weyl verdanke#¥);
derselbe lautet: Ist in einem Bereich 7 der zy-Ebene eine ein-
deutige stetige Funktion ¢ und eine Folge (stiickweise) stetiger Funktionen
{w} =1, ¥y, ¥, - -+ erklért, derart, daf fiir alle # von einem festen
Index N ab

(34 S vrdway < m,
r

(35) L, [ft,azay = [fvazay,

wo r ein beliebiges Rechteck innerhalb 7' bedeutet, so existiert auch das

Integral
f ﬁbgdx dy
F

und geniigh der Ungleichung

(36) S[wazay <.
r
Zum Beweise fassen wir 7' als Limes einer Folge ineinander geschach-
telter, von reguliren Kurven begrenzter Bereiche T,(h=1,2,---) auf
Es ist nach der Schwarzschen Ungleichung, wenn wir einfach

ffdmdy=r

r

setzen,

SO FSvaza)sffvazay,

r T

# Derselbe wire natiirlich auch indirekt, analog dem Hilberfschen Beweise
{,,Hilbert, I* § 9) zu fihren.

**) Vgl. auch die beiden folgenden Arbeiten von E. Fischer und F. Riesz, wo
sich Uberlegungen Shulicher Art finden: E. Fischer, Sur la convergence en moyenne;
C. R., 18. Mai 1907, 8. 1023ff.; F. Riesz, Systeme integrierbarer Funkiionen, Math.
Amn. 69 (1910), § 6.
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und die analoge Ungleichung gilt fir alle Funktionen der Folge {#}.
Ferner ist wegen der Stetigkeit von v, wenn wir mit » das Minimom von ¢
in 7 bezeichnen,

(38) L([Svazay)zmr.

Haben wir jeizt in der Ebene von 7 in der iiblichen Weise eine Recht-
eckseinteilung und summieren iiber alle innerhalb T, befindlichen Recht-

ecke, so kommt
2+ (vt <, (34,67

2 ([fvasay) <m, (35)

Dimir, <M (38)
und fiir eine Folge von Teilungen, deren groftes Rechteck gegen Null

abnimmt, im Limes
f f pidedy< M
%,

fiir jeden Wert des Index h. Es existiert daher

LL ff“‘z dzdy =ijw2dxdy und ist < M.
=7 s

Um die Anwendbarkeit des Hilfssatzes zu erkennen, bemerken wir
Folgendes: Ist & eine beliebig klein vorgegebene positive GrioBe, so 1aBt
sich nach Abschnitt 6 immer ein Index N finden, sodal fiir alle n > N
D¥(p) < d+ & ist. Ferner 1iBt sich jeder abgeschlossene, in Q liegende
Bereich sicher in eine endliche Anzahl jeweils auf ein regulires Isothermen-
system bezogener Bereiche zerlegen. Ein einzelner solcher Bereich, z. B. o,
liefert zu dem Dirichlet-Hilbertsche Integral den Beitrag

JIA G =)'+ (5o — 8) Jauas,

und es sind daselbst a_q_a, %9
u’ 9o

stetige Funktionen. Ferner ist nach (28)

Lffa"’"dudv.—ffa"’dudv,

B

09, ¢ " .
stetige, q; , a‘z" (n=1, 2,---) stiickweise

und eine analoge Gleichung besteht fir die Ableitung nach », sodab also
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alle Voraussetzungen exfillt sind. Es existiert daher nach dem Hilfssatz
D¥(p) und ist < d + &, woraus aber sofort folgt

(39) D (o) = d.

Iv.
Erledigung der Abbildungsaufgabe.

14. Durch ihre Minimaleigenschaft ist die Funktion ¢ (bis auf eine
willkiirliche additive Konstante) vollstindig charakterisiert — also ganz un-
abhingig davon, wie wir die Folge {¢} (Abschnitt 6) ausgewihlt haben.
Denn ist @ eine zulissige Funktion, fiir welche gleichfalls die Gleichung (39)
besteht, so folgt mit Riicksicht auf die auf § = ¢ — ¢ angewandte
Variationsgleichung

(40) D4y, = [V Do =0

sofort D(p —@)=0 und daraus ¢ — ¢ = coust. q.e.d. Nunmehr bilden
wir die Fanktion

U~9+0o,
welche wegen (10)—(13) eine in ganz @ — vom O-Punki abgesehen —
reguliire Potentialfanktion vorstellt und normieren die willkiirliche additive
Konstante so, daf im O-Punkt

(1) U= spe + (0,

wobei ((0)) eine im O-Punkt regulire, verschwindende Funktion ist. Fiir
U besteht die Variationsgleichung®) (40)

(42) gf V(T, §do =0,

wobei Q% aus Q dadurch entsteht, daB man die Umgebung des O-Punktes
durch eine beliebige, hinreichend kleine analytische Kurve € ausschlieBt,
und ¢ eine zulissige Funktion ist, welche iiberdies lings C verschwindet.

Daraus folgt*¥), daB U — ganz unabhingig von der Wahl der Be-
reihe und Funktionen K, @, ¥, ¢, § (Abschnitt 5) — in eindentiger
Weise dadurch charakterisiert ist, dab fiir jeden den O-Punkt ausschlieBenden

*) Dieselbe ist mit (40) idextisch, falls die Kurve € anferhalb Q, verliaft —
vgl. Abschnitt 5. Man idberzengh sich jedoch leicht, daB dieselbe anch bestehen
bleibt, wenn O ganz oder teilweise innerhalb Q, verliuft; vgl. eine diesbezigliche
Bemerkung bei P. Koebe, Uber die Uniformierang beliebiger snalytischer Kurven,
4. Mitteilung, Gott. Nachr. 1909, S 333,

**) Vgl P. Koebe, a. (in der letzten Anmerkung) a. O. 8. 384,
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Bereich Q% das Dirichletsche Integral Do (U) = ?[ f A, Ude existiert, die

Varistionsgleichung (42) besteht, und U sich im O-Punkt gemiB (41)
verhilt.

Bezeichnen wir jetzt mit ¥V die zu U konjugierte Potentialfunktion,
go 1iBt sich mit Herrn P. Koebe*) in einfacher und eleganter Weise
schlieBen, daB durch die komplexe Funktion U+ ¢V Q auf einen schlichten,
den upendlich fernen Punkt im Innern enthaltenden Bereich konform ab-
gebildet wird, dessen Berandung aus zwei zur U-Achse parallelen Sehlitzen
besteht, wovon einer der Randkurve € von Q, der andere dem Eckpunkt F
entspricht.

Nach der im 4. Abschnitt gegebenen Definition gehen die Kurven
U = const. und ¥V — const. richtungstren und der Ausdruck A, U stetig
tiber die Kanten.

Unsere letzte Aunfgabe ist, zu zeigen, daB sich der dem Eckpunkt
entsprechende Schlitz auf einen Punkt reduziert oder m. a. W., daB sich
der Realteil U — ebenso wie es mit dem Imaginirteil ¥V der Fall ist —
im Eckpunkt bestimmt verhilt.

15. Den Nachweis hierfiir erbringen wir auf die Art, daB wir auf der
Fliche eine Folge von Kurven O, C,, -, C,, - - - konstruieren, welche
den Eckpunkt umschlieBen und sich im Limes fiir # = oo auf diesen

selbst zusammengzichen und fir welche der Wert des Integrals f VA, Uds
. P

gegen Null konvergiert. Dasselbe ist aber nichts anderes als der Aus-
druck fiir die Liinge der Bildkurven in der U, V-Ebene und diese miiBite,
wenn der Schlitz die von Null verschiedene Linge a besiBe, notwendig
oberhalb der positiven GrdBe 2a bleiben, was einen Widerspruch ergiibe.

Wir iiberdecken zuniichst eine gewisse Umgebung des Eckpunktes ¥
mit einer Anzahl teilweise tibereinandergreifender Isothermensysteme in
folgender Weise: Seien mit 1,1, 2,11, 3, I1I, 4, - - - kurz die Kanten bezw.
Fliechensticke (letztere mit romischen 2iffern) bezeichnet, wie sie bei Um-
gehung von ¥ in einem gewissen Sinne aunfeinanderfolgen. Mit Riicksicht
darauf, daB die einz,elﬁl, die Ecke bildenden Teilfiichen durchaus bis an
die Kanten und den Eckpunkt beran als regulir vorausgesetzt wurden,
sodaB man sich diedelben etwa noch ein Stiick dariiber hinaus in regulirer
analytischer Weise fortgesetzt denken kann, 1iBt sich (nach Abschnitt T)
ein Isothermensystem (p,, q,) angeben, welches die Flichen I und I

# Uber die Hilbertsche Uniformisierungsmethode, Gottinger Nachr. 1910,
S.59—74. Vgl. insbes. 8, 68—73. Siehe auch die Dissertation von R. Courant, Uber
die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme der konformen Ab-
bildung. Gbtkingen 1910 (abgedruckk in diesem Bande der Math. Ann.),
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(natfirlich nur in einer gewissen Umgebung von F) iiberdeckt und his
an die Kanten 1,3 und E heran regulér ist; in der gleichen Weise 138t
sich ein Isothermensystem (p,, ¢,) angeben, welches I, IIT iiberdeckt und
bis an 2,4 und E heran regulir ist. Mit dieser Uberdeckung fahren wir
fort, bis wir zum Flichenstiick I zuriickkommen.

Sei (p, g) ein beliebiges dieser Systeme, w der abgeschlossene, den
Eckpunkt auf dem Rande enthaltende Definitionsbereich desselben, und
erhalte das Bogenelement der Fliche bei Einfithrung von (p, ¢) in o die
Gestalt ds*= A(dp®+ dq®), so existieren wegen der Regularitit®*) des
Systems zwei feste posifive Zahlen 1,, A,, soda in @

43) 0< i <1< A,

Wir befrachten jetzt den Bildbereich von ® in der p, g-Ebene und be-
zeichnen, wenn 7|, C, 1 bezw. einen Bereich, eine Kurve, deren Liinge auf
® bedeutet, die entsprechenden GroBen fiir den Bildbereich mit 7, O, 1.
Danu ist ‘

(44) ,[fAl.Ud‘D =ff(U;f—}- U3)dpdg,
T 7

(45) .f VA Uds = |V U;+ U de (de*=dp*+ dg®)
¢ ]

und wegen (43) l
(46) fd =Z=f—-i_-gv_.

Fir den Wert des Ausdruckes Y UZ + UZ in einem bestimmten Punkt
{p, ¢) erhalten wir aber sofort eine Abschitzung mittels des Dirichletschen
Integrals, wenn wir um den betreffenden Punkt einen Kreis K vom
Radius » legen und den GauBschen Mittelwertsatz anwenden*¥), es ergibt sich

U(p, §) = ,,%,fUdpd’q,
analog 8
U,= ;,1; 'f U,dpdq
X
und mittels der Schwarzschen Ungleichung
Cap B < [f Uiapag - v,
K

B Vgl die Definition im Abschnitt 2.
) Vgl. P, Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger analyfischer Kurven IV,
a. a. 0. 8. 839—340.
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mnd da fiir die Ableitung nach ¢ die analoge Ungleichung gilt, die wich-
tige Abschitzung®)

@) VEF By )/ W+ thavaa= )/ [ 8,040,

LiBt sich diese Konstruktion fiir alle Punkte eines gewissen Kurven-
stiicks C von der Linge 7 ausfiihren und bezeichnen wir das von simt-

lichen Kreisen bedeckte Gebiet mit I', so ist nach (43), (46)

JYTET Ué’d6<-1-]/ff(l7§+ U3 dpdg
¢ Var Fal

Ir %"/JIA,U(&».

Jetzt denken wir uns auf der Fliche eine unendliche Folge von ein-
fachen, den Eckpunkt umschlieBenden Kurven {C}=C,, G, --- C,, ---
konstruiert von folgenden Eigenschaften: Wird mit L, die Linge von O,
mit T, das von C, begrenzte, E im Inneren enthaltende Gebiet sowie
dessen Gribe bezeichmet, so ist

1. I ) r,= 0,

2. C, liegt innerhalb T

3. Zu jeder Kurve C, 1iBt sich eine positive Gréfe g, angeben derart,
da8 a) um jeden Punkt P von C, ein in [,_, liegendes Gebiet abgegrenzt
werden kann, welches nicht iiber zwei Kanten hinausgreift und fiir welches
der Wert des Integrals f ds, erstreckt von P nach einem beliebigen
Randpunkt des Gebietes lings einer beliebigen mit stetiger Tangente ver-

sehenen bezw. richtungstren iber eine Kante laufenden Kurve, nicht
Kleiner als g, ausfallf; b) eine positive Grofe G existiert, sodaB fiir alle n

(48)

I <.
00
Die Erfiillbarkeit der Forderungen 1—3a) ist evident; was die Forderung 3b)
angeht, so kommt hierbei wesentlich in Betracht, daB die einzelnen Teil-
flachen mit einem von Null verschiedenen Winkel an E heranreichen.
Sei fiir den Angenblick » ein beliebig, aber fest gewihlter Index;
nach den gemachten Voraussetzungen und (46) 1a8t sich, wenn P ein be-

* Vgl P. Xoebe, am letstgenapnien Ort wnd R. Conrant, Zor Begrindung ées
Dirichletschen Prinzipes, Gothinger Nachr. 1910, S. 156,
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Liebiger Punkt auf C,, P sein Bildpunkt in der Ebene eines der oben
eingefiihrten Isothermensysteme ist, um P ein Kreis legen, dessen Radius

1
(49) r ..2_. _V__A—o 0,

ist. Es folgt dann aus (44), (47), (49), indem wir C, in geeignete, je
einen Kantenpunkt enthaltende und innerhalb des Definitionsbereiches je
einer der oben eingefihrten Isothermensysteme verlaufende Sticke zer-
legen, durch Summation iiber diese verschiedenen Stiicke

(50) fVAlnds_ZfV——*da< —~]/[fA,Udm

Setzen wir schlieBlich B
t 1/ A
= VZ G=4,

so ist wegen Voraussetzung 3b)
[VaTas<4) [[a0do.
Cp rﬁ—l

Da aber A eine von # unabhingige GroBe ist, wihrend I,_, und damit
auch der Wert des Dirichletschen Integrals rechts mit unbegrenzt wachsendem
n gegen Null konvergiert, so folgt

L f Vo, Uds = g. e d

a=ey
Hiermit sind wir in der Tat in der Lage, den Satz aussprechen zu kénnen:

Die Oberfliche jeder riumlichen Ecke (der umter 1 prizisierten Art)
kann kowform — im Eckpunkt selbst nur stetig — auf die schlichte, mit
einem geradlinigen Schlitz versehene FEbene abgebildet werden.

Zufolge dieses Satzes reprisentiert jede geschlosseme, aus endlich vielen
reguldr omolytischen Flichenstiicken bestehende Fliche, welche keine anderen
Singudarititen ols Kanten und Ecken darbietet, ein algebraisches Gebilde im
Simne Riemanns.

Gsttingen, Pfingsten 1910.




