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dargestellt; sie enthtilt also die y-Achse und gibt die Losung des Biegungsproblems fur 
den Grashofschen Querschnitt, nlmlich nach ( F I X ) :  

f C(3Ca- (m + 1) y3 = - Ck2 + C(& - (m + 1) y2) 
8 Fxi 

ZVS = - ~ 

b X  

8 FII 
a ?/ 

= C(z2 - (m+ 1)y’ - k 3  
= 0. 2,= 

Wir sind damit auf ganz anderem Wege zu dem bekannten Grashofschen Ergebnis 
gelangt. - 

Die in denselben Problemkreis fallenden weiteren Ersrterungen werden nun zu- 
nlchst zwei Ziele zu verfolgen haben : 

1) Die tatsachliche Losung des Biegungsproblems auf Grund der Ergebnisse von 
2 und 3 mit Hilfe unserer Funktionen R und RI f8r technisch wichtige und bisher der 
exakten Liisung unzugangliche Querschnitte - in erster Linie fur das T, das I, das 
kreueformige und das ZorBs-Profil; ferner fur theoretisch interessante Querschnitte, so 
in erster Linie das Rechteck und das diagonal gestelite Quadrat. Bei diesen letzteren 
wird sich ein Vergleich der derart zu gewinnenden Ergebnisse mit den Ergebnissen der 
willkurlichen >~Ntiherungsmethode~~ (siehe Einleitung und Fui3n. 5, S. 90) darbieten. 

2) Die Erweiterung dee R u n g  eschen graphisch-numerischen L6sungsverfahrens des 
T o r s i  on s p  r o b l em s I) auf z w e if a c  h u n  d m eh r f a c h  zusammenhhgende Querschnitte,; 
Anwendung hiervon auf den Stab mit rahmenfjrmigem Querschnitt (rechteckiges Hohl- 
prisma) und die analoge Untersuchung in bezug auf das B i e g u n g s p r o b l e m ,  eben- 
falls unter Anwendung auf das rechteckige Hohlprisma. 5 

Uber eine Eigenschafi der ballistischen Kurve und ihre 
Anwendung auf die Integration der Bewegungsgleichungen. 

Von K. POPOFF in Sofia. 

e n r i  P o i n c a r F  hat in zwei seiner Arbeiten, nlmlich in den )>MEthodes nouvelles 
de la MBcanique cklestecc und- in den DLeyons de MBcanique CBlestea, wertvolle 
Methoden zur Integration der Diflerentialg1,eichungen der Himmelsmechanik ange- 

geben. Im folgenden sol1 versucht werden, diese Methoden auch auf die Differential- 
gleichungen der Ballistik anzuwsnden. WBhrend aber alle in der Himmelsmechanik auf- 
tretenden Krlfte sioh aus einem Potential ableiten laesen, gibt in der Ballistik die R e i -  
b u n g  dem Problem eine ganrlich verlnderte Gestalt. Sieht man ferner die Reibungs- 
krtifte als die wtorenden Krlftec< im Sinne der Himmelsmechanik an, so sind diese hier 
unverhSltnismlttiig viel gr6Der als in der Himmelsmechanik. 

Fur das Problem der Himmelsmechanik findet nun Poincarb folgendermaaen eine 
allgemeine Losung. Er ermittelt zunBchst Hilf s l 5 s u n g e n  (solutions intermbdiaires), die 
Eigenschaften haben, die einem Sperialfall des Problems entsprechen, aber bis zu einem 
gewissen Grade auch im allgemeinen Falle auftreten mussen. Von diesen, ubrigens 
bei ihm periodischen oder asymptotischen, Hilfslosungen geht er dann mit Hilfe der SO- 
gee. S t a r n n g s g l e i  c h u n g e n  (bquations aux variations) zur Losung des allgemeinen 
Problems uber. 

Es kann der Fall eintreten, dai3 die Anfangsbedingungen der gesuchten Bewegung 
nur wenig von denen abweichen, welche einer (periodischen) Hilfslosung entsprechen. 
In dieeem Falle kann man diese Losung als erste N a h e r u n g  der wahren Losung be- 

’) R u n g  es  numerisch-pm.phisches Vrrfnlire~t liel3e sic11 gnnz unverllndert nuf mehrfaclr zusa~niiien- 
hilogende Quersohnitte Uliertragen, falls nian iin vorliinein fur jetle innere geschlosseiie Rnndkurvr tlrs 
mehrf:tch zusnmlnenhiingenden Quersclinit,le~ dan ilir eigenen konstmitcii Wert tier Funktion u (T, ?I), 
- also bei einem n-facb znenmnieuh~in~endrii Quer~clinitte 11 - 1 liunetnnle - kennen wilrtlc; dies iNt 
aber zunachst nicht de i  Fall Die Ucberwindung der liierin liegenden Schwierigkeit unrl dn.mit ilia Ver- 
allgemeinerung der R u n g  eschen L(lsunK iles Torsionsproblem8 auf beliebig-rielinch ’ eusammenll&ngende 
Querschnitte bildet clan Gegenataud einer in Vorliereitung hefindlirhen Abhnndlnng tles Verhssers. 
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trachten. Es bezeichnen etwa el, x? 2 3  die Koordinaten der bewegten Punkto, t die 
Zeit, h,, h2 . . . . hp irgend welche Parameter nnd es sei 

XI = Q 1  ( b ;  / I , ,  112,  Ila . . . . h,,) 
m = @ ( I ;  I / , ,  I / ? ,  //$ . . . . hP)  
x:3 = T3 ( t ;  h, ,  hP, I,.: . . . . 1 4  

fur bestimmte Werte der h i ,  ha . . . . 11, die Hilfslosung_der I'oincar<bschen Theorie als 
erste Naherungslosung. Dann werdcn dnrch txI = rpl + ;I, X J  = ~2 + 5 2  usw. die lioor- 
dinaten der betrnchteten l'unkte in der wahren Bewegung dargestollt, und es 1;i.sscn sich 
die Differenxen z k  in der Form schreiben: 

wo man die Iionstanten A , ,  Aa . . . ale klcdne Verberscrungen 8 7t1 ,  (7 11, . . . betraclitcn 
kann, die man an den urspriinglichen h l .  h? . . . anzubringen hat, um dio wahre Bewe- 
gung zu erhalten. 

Fur das ballistische Problem haben periodische Losungen keinerlei Iotesesse, da 
die Ballistik j a  nur den Anfang der Bahn des J<6rpers untersucht. Gestiilzt auf 1'oincari.s 
Methoden, habe ich nun fur das Problem der Ballistik Hilfslosungcn crmittelt, die nn- 
mittelbare Vorteile bieten, indem sie charakleristische Eigenschal en besitzen, die bei ge- 
wlssen, in der JCntwicklung der Ballistik haufig diskutierten Widerstandsgesetzen aufweten. 
Ich habe weiter zu yerdeullichen gesocht, welchen 1SiniluB die Aenderung des Wider- 
standsgesetzee auf die in Ibede stehende Eigenschaft, die *.Iffinitat  d e r  B a h n k u r v e n r  , 
hat, eine Eigenschsfc ubrigens, die anfmerksamen Beobachtern nicht entgangen ist. Es 
ist mir schlieBlich auf Orund dieser Hilfsl6sung gelungen, d i e  B e w e g i i n g s g l e i c h u n g e n  
u n  t e:r s e hr all g ein e i n  e n  V o r a u  s s e t z u n g en  d u r  c h Q u a d r a t  u r e n  zu i n  t e g r  i e r e n ,  
ohne die Cfleichung des Hodographen einsufiihren. Dabei erscheinen die Ansdrucke fiir 
die Koordinaten des Qeschosses in drei \-ersrhiedenen Formen, nEtmlich als Keihen, welche 
nach Potenzen 1) yon sin2 r ,  2 )  von sin' . 3)  von sin n fortschreiten, wo (L der Abgangs- 

2 '  

winkel gegen den Horizont und ()" = + (0 t / s  = - - n ist. 

4,. 

n 7c 

2 2 

1. Ersfe Naherung fur flache Bahn. Ich schicke zuoachst eine allgemeine 
Bemerkung voraus. Es haudle sich um die Bewegung eines Punktes mit den Koordinaten 
x, y. TVIhlt man die Achsen des Koordinatensystems derart, dail die .lnfangsbedingungen 
einzelne der gegebenen Konstanten (Anfangslage, Anfangsgeschwindigkeit) nicht esplizit 
enthalten und sind diese auch in den Differentialgleichungen der Bewegung nicht ent- 
halten, so werden die Integrale von den betreffenden Ronstanten nlcht abhangen. In 
unserem Falle brauchen wir nur die y- Achse parallel zur Richtung der Anfangsgeschwin- 
digkeit und die x-Achse durch die Anfangslage des bewegten! Punktej zu legen. Die 
Anfangsbedingungen sind dann, wenn mit Accenten die Ableitungen nach der Zeit be- 
zeichnet werden : 

und die Integrale haben die Gestalt: 
c = ~i (00 ,  2 0 ,  t) ,  y = PJ (ud, 50, t ) ,  

unabhangig vom Abgangswinkel a. Es 
geniigt also in diewm Falle, eine be- 
liebige der Bahnkurven bei gegebener 
Anfangsgeschwindigkeit vo zu kennen, 
da durch sie alle anderen Bahnkurven 
mit derselben Anfangslage und der- 
selben AnfangFgeschwindigkeit gege- 
ben sind. 

Nunmehr wenden wir uns dem 
Hauptproblem der auderen Ballistik 
zu, ngmlich der Untersuchung der 
Bewegung eines Pnnktes unter dem 
EinflnS der Schwere in einem wider- 
stehenden 'Mittel. (1) (v) gebe den 
Widerstand des Mittels (d. h. die Wider- , \ b l l .  1 
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standahaft pro Masseneinheit.) in seiner Abhangigkeit von der Qeschwindigkeit v des 
Pnnktes an. Wtihlt man die Mundung des Geschutzrohres zum Anfangspnnkt des Koor- 
dinatensystems, und sind die Richtungen der x- und y Achse durch die Richtung der 
Anfangsgesbhwindigkeit bezw. die abwarts gerichtete Vertikale gegeben, SO lanten die 
Differentialgleichungen der Bewegung (vergl. Abb. 1 auf S. 9T), da die drei Seiten des 
Krlftedreieckes, in dem (I) zerlegt wird, sich wie v : 5’ : y’ verhalten: 

a=,  - a x  9 (v )  a’y d y  @ ( v )  s----  a t  1 = g  

t = 0, t = 0, y = 0, Ic’= vo, yl= 0. 

va = 3c12 + y‘a - 2 zlvl sin a = (z’+ y’)’ - 4 x’y’ s i n a z  

mit den Anfangsbedingungen : 

Die Qeschwindigkeit ist nach Abb. 1 durch die Qleichung gegeben: 

2 ’  
9r wo a die Abgangswinkel und = + a ist. 
2 

@ (v ,  Unter der Voraussetzung, da.8 sich f ( v )  = in eine nach ganzen; positiven Po- 

tenzen von v fortschreitende Reihe entwickeln lafit, ist eine Entwicklung auch moglich 
nach Potenzen von sin2 E. 

2 

V 

Denn da 2’ und y’ reel1 sind, hat man 

(5‘ - $’)a = (.’ + y’)2 - 4 5’ y’ > 0 
rind da 2’ und y’ bei nnserer Wahl der Koordinaten immer positiv sind, 

Es ist also moglich, den Ausdruck fur die Geschwindigkeit: 

und damit aucrh f ( v )  in eine nach geraden Potenzen von sin -(L fortschreitende lh ihe  zu 

entwickeln. bei 7 
und zwar besonders gut fEr sehr kleine oder sehr grofie t ,  da y‘ fur kleine t fast ver- 
schwindet und e‘ sehr groB ist, wahrend fur groDe t das Umgekehrte der Fall ist. Im 
ersten Falle wird T+ sina :. klein von der Ordnung ?/’ sina und im zweiten Falle 

klein yon der Ordnung -sin2’. Diese gute Konvergenz erklHrt die aul den ersten. 

Bli& sehr auffallcnde Tatsache, da.8 schon das erste Glied unserer Entwicklung die Be- 
wegung mit iiberraschend guter Anntiherung darstellt. Die beiden ersten Glieder der 
Reihe mogen hier angegeben werden. 

? 
4 x’y’ Diese Reihe konvergiert sehr schnell wegen des Fakfors sina 

2 (x -I- tJ’)Z’ 

4 x1y’ 
(x + y’P XI 

2’ 

y’ ? 

Setzt man x’+ y’= w, so wird: 
2 xly’ f (11) = j (w) - f ‘  ( w )  w T sin2 + . . . . . . . , . (t). 

(x + !/ ) Z  2, 

Mit Riicksicht auf diesen Ausdruck fur f ( v )  erhalt man fur die Beweguogs- 

Nunmehr liefert die Vernachliissigung der mit sin2 ‘- multiplizierten Qlieder eine 
2 

NLherungsl?6sung. Die Bewegungegleichungen werden dann 
a 2’ d y’ _ _ _  - Z’f(Lc.\, -L = g  - y ’ f ( w )  . . . . . . . (B) at d l  

mit den Anfangsbedingungen 
t = 0, 5 = 0, y = 0, x’= VO, y! = 0. 

Oflenbar enthalten weder die Bewegungsgleichungen noch die Anfangsbedingnngen 
den Abgangswinkel a; dementsprechend tritt dieser Winkel anch in den Ausdriicken fiir 
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x und y nicht auf, und diem sind Funktionen, die allein von t und der Anfangs- 
geschwindigkeit vo abhiingen. Um sie zu finden, addieren wir die Gleichungen (B) und 
erhalten : 

P o p  o f f ,  Eiqansc-haft dcr imllistischm Kurve mid ihre Ailwondung 

also: d W  = f/ - w f (tr), 
d t  . 

I 0  

a zu 
f =  . 

1.0 jg+ 
Lasen wir diem Qleichung nnch UI auf, so finden wir 

I h e  abermalige Integration gibt 
w = 2' + ?/I = F' (Vo, t ) .  

X + Y =  t l ( x + y ) =  F ( ~ 0 , t ) d l .  
0 s"'" ,I: 

hns den Gleichungen (B) erhalt man 
t 

e' = v d  p - j > ( ~ ~ ~ )  d ' ,  = - vo e ; / i  ( 1 ~ )  1' + F ( f 9 0 ,  t )  
0 0 

und schlieiilich hieraus durch eine letzte Integration: 
,x = c (vo, f ) ,  ?J = y (I& r). 

Um von diesen Naherungskurven zu den anderen Bahnkurven ubergehen zu 
konnen, hat man den EinfluB der VernachEilesigten alieder zu untersuchen. Ich fiihre 
die Rechnnng hier nur fur das GHed 

9" 
- ~ ( w ) w  (a' + - J ' J  sins 'I 

durch, da sie fur die weiteren alieder in genau derselben Art geschieht. 
E + Be' nnd 9' + 8?p' seien die Werte von I 

und y', die man erhillt, wenn man in don Bewegungsgleichungen auch die Glieder mit 
dem Faktor sing ?? berucksichtigt. Die Vernachlilssigung der Quadrate und Produkte der 

Gr65cn as', 6y' und sin? Iiefert, unter Beriieksichtigung der Qleichungen (B), die fol- 
genden Gleichnngen : 

/Id a' 2 XtU' - ~ = - z' f' (zu) 8 t c  - 8.r' f<zc) + x'j' (w) 

2. Zweiie Naherung; Zusaitze. 

2 

2 

sin? 5 , at  11) 

Diese Gleichungen sind linear in 8x' und dy', ucd ihre ICoelfizienten sind bekannte 
als Faktor, wie man ohne weiteres Funktionen der Zeit. 

erkennt, wenn man 
Ihre Integrale enthalten sin' 

= 21 sin? y ,  = q' sin2 x, c~ iu = + 1,') sin' 'I a 2 2 

setzt. Durcli diese Substitutionen gehen obige Gleichnngen in folgende iiber : 

Die Losung dieser Oleichungen kann auf einfache Quadraturen zuruckgefiihrt 
werden, denn durch Addition der Gleichnngen erhelt man die in (t' + q ' )  lineare alei- 
chung erster Ordnung: 

( w )  + , q w ) l ( z '  + j , ! )  + 18 2 z~.,l~. d (6' + ?)'I - _' - 
at 

Hat man t '+ 7' gelunden, so erhalt m'an 2 + 1, z', t, 5' und I /  durch einfaclie 
Setzt man nlmlich 5' + 7' = 5 ( t ) ,  so nimmt z. B. die erste der Olei- Integrationen. 

chungen (C) die Form an: 
!% -+ 21 f ' (2u)  + s ' f ' (w)  5 (t)  - X ' t ( ? P )  2 z q g '  = 0. 
rl t W 

I" 
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Diese i n  $' lineare Qleichung erster Ordnung kann durch einfsche Qnadraturen 
nach 5' und weitcr nach 8 aufgelost aerden.  

Beriicksichtigt man in  gleicher Weise die Glieder zweiten und  hoheren Grades in 
der Kntwicklung von q~ (v) nach l'otenzen von sill' 3 , so erhillt man in  den Ausdriickcn 

fur  z, X' y tind y' Qlieder mit den Faktoren sin'' 

Z u s a t z  1. W e c h s e l  d e r  u n a b h a n g i g  V e r a n d e r l i c h e n .  F u r  die praktische 
Verwertung empfiehlt es sich, ?I' als nnabhangige Yeranderlichc zn betrachten, denn man 
erspart dann die Aufliisung der Gleichung 
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2 

sin6 r' usw. 
2 '  2 

1 0  

nach qr. Alan berechnet ein fiir alle Ma1 Tafeln, die die Werte dieser Frinktion @ (74)  

fiir die verschiedenen Werte der Variablen 20 enthalten, und benulzt diese Tafeln .fur die 
Berechnung weiterer Bahnelemente. 

Die Kinfiihrnng dieser Variablen 7~ fulirt, unsere R.esultate in folgende iibcr : 

2' = 2'o / , - . / ] ( t < . )  (4' (11') 0 I , ' ,  y' = - .& e7/ /(ll.) 1-1' ( I ? )  d j ! ,  + zu 
7 

I'U <.'I 
,I' 71' 11' 1,. 

J ( w ;  (-1' ( w )  I /U>  

W 

d i ( 9  ,r = v., 8' e;,) / J ' ( , ? )  I H ' ( ! l ' ) d , < '  d2r, y = j ' z c ( ; J ' ( u . ) l / w  - v.SH'(zr.je-:~ 
I.,, DLl 7'0 

_ - -  - (zc.) [- ({(.) + f '  (41 ( $ 1  + + 01 ( l c . ) i p  (4 2 i!/' d ( : '  i- j , ' )  

a w  
usw. 

Ilabei sind ,r', g', t', ti' die Ableilungen von , x ,  !I, 5,  11 nach der Z-it, 0' ( I P )  dagegen 
(1 (9 ( w )  1 die Ableitung von (9 (w) nnch w :  0' ( w )  = ~- = ___ . 

d , w  g - w q > b )  

Z u s a t z  2. A n d e r e  H e r l e i t u n g  d e s  R e s u l t a t s .  Wir  bewiesen die Miiglichkeit, 
,ix und !I auszudriicken durch die Reihen 

mit Koet'fizicnten a", a,, aa . . .* b,, h, ih . . , die Funktionen allein der Zeit sind. Weill 
man dies eiumal, so kann man diese Koeffizienten auch auI einem andern Wege ge- 
winnen. Setzt man namlich die Werte (11) fur t und y i n  die Gleichungen (A) ein und 
vergleicht man die Koeflizienten gleicher l'otenzen von sin? :', so erhtllt man eine Reihe 

i 
AOD. 2 

\-on Qleichungspaaren, welche 
die Koeffizienten Q und b der 
Reihe nach zu bestimmen ge- 
statten. Diese Methode ist in 
der Praxis  vorzuziehen. 

Z u s a t z  3.  h t f i n i t i i t  
d e r  B a h n k u r v e n .  Wir er- 
kannten. dad unsere Reihen- 
entwicklungen fiir sehr kleine 
oder sehr grode t sehr gut 
konvergicren, nnd  da8 des- 
halb schon die ersten Glieder 

die den Winkel cp durchaus 
nicht enthalten, eine alls 
reichende Niiherung liefern. 

&fan denke sich nun 
(Abb. 2 )  einen Rahmen in der 

2 = a0 ( t ) ,  ?/ = hl (0, 














