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dargestellt; sie enthilt also die y-Achse und gibt die Liosung des Biegungsproblems fiir
den Grashofschen Querschnitt, nimlich nach (Fr7):

7”’='—8;‘:+C(982—(m+1)y?) =—C+ 0@ — (m+1)y)
=C(@*— (m+1)y? —k?
O

Oy

Wir sind damit anf ganz anderem Wege zu dem bekannten Grashofschen Ergebnis
gelangt. —

Die in denselben Problemkreis fallenden weiteren Erirterungen werden nun zu-
nichst zwei Ziele zu verfolgen haben:

1) Die tatsichliche Losung des Biegungsproblems auf Grund der Ergebnisse von
2 und 3 mit Hilfe unserer Funktionen F1 und Fi fiir technisch wichtige und bisher der
exakten Lisung unzugingliche Querschmitte — in erster Linie fiir das T, das I, das
kreuzformige und das Zorés-Profil; ferner fiir theoretisch interessante Querschnitte, so
in erster Linie das Rechteck und das diagonal gestelite Quadrat. Bei diesen letzteren
wird sich ein Vergleich der derart zu gewinnenden Ergebnisse mit den Ergebnissen der
willkiirlichen »N#herungsmethode« (siehe Einleitung und Fufin. 5, S. 90) darbieten.

2) Die Erweiterung des Rungeschen graphisch-numerischen Lisungsverfahrens des
Torsionsproblems’) auf zweifach und mehrfach zusammenhingende Querschnitte;
Anwendung hiervon auf den Stab mit rahmenférmigem Querschnitt (rechteckiges Hohl-
prisma) und die analoge Untersuchung in bezug aunf das Biegungsproblem, eben-
falls unter Anwendung auf das rechteckige Hohlprisma. 5

Uber eine Eigenschaft der ballistischen Kurve und ihre

Anwendung auf die Integration der Bewegungsgleichungen.
Von K. POPOFF in Sofia,.

de 1a Mécanique céleste« und- in den »Lecons de Mcéecanique céleste«, wertvolle

Methoden zur Integration der Differentialgleichungen der Himmelsmechanik ange-
geben. Im folgenden soll versucht werden, diese Methoden auch auf die Differential-
gleichungen der Ballistik anzuwenden. Wihrend aber alle in der Himmelsmechanik auf-
tretenden Krifte sich aus einem Potential ableiten lassen, gibt in der Ballistik die Rei-
bung dem Problem eine ginzlich verinderte Gestalt. Sieht man ferner die Reibungs-
krifte als die »sttrenden Krifte« im Sinne der Himmelsmechanik an, so sind diese hier
unverhiltnism#Big viel grofer als in der Himmelsmechanik.

Fiir das Problem der Himmelsmechanik findet nun Poincaré folgendermafien eine
allgemeine Losung. Er ermittelt zuniichst Hilfslosungen (solutions intermédiaires), die
Eigenschaften haben, die einem Spezialfall des Problems entsprechen, aber bis zu einem
gewissen Grade auch im allgemeinen Falle aufireten miissen. Von diesen, iibrigens
bei ihm periodischen oder asymptotischen, Hilfsiosungen geht er dann mit Hilfe der so-
gen. Stérungsgleichungen (équations aux variations) zur Ldsung des allgemeinen
Problems iiber.

Es kann der Fall eintreten, dal die Anfangsbedingungen der gesuchten Bewegung
nur wenig von denen abweichen, welche einer (periodischen) Hilislésung entsprechen.
In diesem Falle kann man diese Losung als erste Niherung der wahren Losung be-

I Ienri Poincaré hat in zwei seiner Arbeiten, nimlich in den »Méthodes nouvelles

) Runges numerisch-graphisches Verfahren lieie sich ganz unveriindert auf mehrfach zusaminen-
hingende Quersechnitte tihertragen, falls man im vorhinein fir jede innere geschlossene Randkurve des
mehrfach zusammenht#ngenden Quersehnitics den ilr eigenen Kkonstanten Wert der Funktion u (x, 7,
— also bei einem #=-fach zusammenhiineenden Querschnifte » — 1 Konstanie — kennen wiirde; dies ist
aber zuniichst nicht der Fall Die Ueberwindung der hierin liegenden Schwierigkeit und damit die Ver-
allgemeinerung der Rungeschen Liosung des Torsionsproblems auf beliebig-vielfach - zusammenhingende
Querschnitte bildet den Gegenstand elper in Vorbereitung befindlichen Abhandlung des Verfassers.
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trachten. Es bezeichnen etwa x,, e a3 die Koordinaten der bewegten Punkte, ¢ die

Zeit, b1, hy . ... h, irgend welche Parameter und es sei

o o= gy (b Juay hay, By oo Ry

Ty = 3 (/; /[1, ][-_), Iy oL /l{‘)

xy = q3{t; My hey e oo oL Ry
fiir bestimmte Werte der h;, Ay . ... h, die Hilfslésung der ’oincarcschen Theorie als
erste Niherungslosung. Dann werden dureh o = g, + &, & = §3 + § usw. die Koor-

dinaten der betrachteten PPunkte in der wahren Bewegung dargestellt, und es lassen sich
die Differenzen & in der Form schreiben:

)g O o)
« g4 Y7 Tk 7
<k Al‘)h1+A‘)“hz+"+A"Hh,.’
wo man die Konstanten 4,, 4; ... als kleine Verbesserungen &%y, ¢ 1, ... betrachten
kann, die man an den urspriinglichen %, 2: ... anzubringen hat, um dic wahre Bewe-

gung zu erhalten.

Fiir das ballistische I’roblem haben periodische Losungen keinerlei Intesesse, da
die Ballistik ja nur den Anfang der Bahn des K&rpers untersucht. Gestiilzt auf Poincarés
Methoden, habe ich nun fiir das Problem der Ballistik Hilfslosungen ermittelt, die un-
mittelbare Vorteile bieten, indem sie charakteristische lligenschaf en besitzen, die bei ge-
wissen, in der Kntwicklung der Ballistik hiutig diskutierten Widerstandsgesetzen aufireten.
Ich habe weiter %un verdeuilichen gesucht, welchen Kinllufi die Aenderung des Wider-
standsgesetzes auf die in Rede stehende Eigenschaft, die ».\ffinitit der Bahnkurven«,
hat, eine Eigenschaf: iibrigens, die anfmerksamen Beobachtern nicht entgangen ist. Es
ist mir schliefllich anf Grund dieser Hilisiosung gelungen, die Bewegungsgleichungen
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen durch Quadraturen zu integrieren,
ohne die Gleichung des Hodographen einzufiibren. Dabei erscheinen die Ausdriicke fiir
die Koordinaten des Geschosses in drei verschiedenen Formen, nimlich als Reihen, welche

nach Potenzen 1) von sin? g, 2) von sin” 2'-, 3) von sin « fortschreiten, wo « der Abgangs-

winkel gegen den Horizont und ¢ = 7; -+, :1: — o ist.

1. Erste Nédherung fiir flache Bahn. Ich schicke zunichst eine allgemeine
Bemerkung voraus. Es handle sich um die Bewegung eines Punktes mit den Koordinaten
x, y. Wihlt man die Achsen des Koordinatensystems derart, daffi die Anfangsbedingungen
einzelne der gegebenen Konstanten (Aniangslage, Apfangsgeschwindigkeit) nicht explizit
enthalten und sind diese auch in den Differentialgleichungen der Bewegung nicht ent-
halten, so werden die Integrale von den betreffenden Konstanten nicht abhingen. In
unserem Falle brauchen wir nur die y-Achse parallel zur Richtung der Anfangsgeschwin-
digkeit und die x-Achse durch die Anfangslage des bewegten Punktes zu legen. Die
Anfangsbedingungen sind dann, wenn mit Accenten die Ableitungen nach der Zeit be-
zeichnet werden:

{ =0, r=ua y=0, x .= f, ,1/': Vo,

und die Integrale haben die Gestalt:
r=q (Uo, oo, t)y Yy = '§] (009 2o, t>,
unabhingig vom Abgangswinkel . Es
geniigt also in diesem I'alle, eine be-
liebige der Bahnkurven bei gegebener .
Anfangsgeschwindigkeit v, zu kennen, :
da durch sie alle anderen Bahnkurven
mit derselben Anfangslage und der- v
selben Anfangsgeschwindigkeit gege- L
ben sind.

Nunmehr wenden wir uns dem
Hauptproblem der &ufleren Ballistik
zu, nimlich der Untersuchung der
Bewegung eines Punktes unter dem
EinfluB der Schwere in einem wider-
stehenden Mittel. @ (v) gebe den
Widerstand des Mittels (d. h. die Wider- Abb. 1

undngshor: zon?

-1
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standskraft pro Masseneinheit) in seiner Abhingigkeit von der Geschwindigkeit » des
Punktes an. Wihlt man die Miindung des Geschiitzrohres zum Anfangspunkt des Koor-
dinatensystems, und sind die Richtungen der x- und y Achse durch die Richtung der
Anfangsgeschwindigkeit bezw. die abwirts gerichtete Vertikale gegeben, so lauten die
Dilferentialgleichungen der Bewegung (vergl. Abb. 1 auf 8. 97), da die drei Seiten des
Kriftedreieckes, in dem @ zerlegt wird, sich wie v:a': y' verhalten:

a?z _ dzx D (v) (l’?/ dy & (v)

a2 = T at v ad T T a4,
mit den Anfangsbedingungen:

=0, 2=10, y=0, &' =v,, y=0.

Die Geschwindigkeit ist nach Abb, 1 durch die Gleichung gegeben:

Vi=x+y?’— 22y sinea= (24 y)— 42y sin”f;#,

wo o die Abgangswinkel und ¢ = 7; ~+ a ist.

Unter der Voraussetzung, daf sich f(v) = P i1 eine nach ganzen; positiven Po-
v

tenzen von v fortschreitende Reihe entwickeln 1ifit, ist eine Entwicklung auch moglich

nach Potenzen von sin® %. Denn da 2’ und y' reell sind, hat man
—y)l=>E+y)l—4a'y >0

und da ' und y' bei unserer Wahl der Koordinaten immer positiv sind,

4 ' y
> -
1 (:c “+ y )1 —
Es ist also moglich, den Ausdruck fiir dle Geschwmdlgkelt
— %Y int 7
v ($+J)Vl (,+y)28m 5

und damit auch f(v) in eine nach geraden Potenzen von sin —(g— fortschreitende RReihe zn
42'1/'
@ + 4
und zwar besonders gut fiir sehr kleine oder sehr grofie {, da ' fiir kleine ¢ fast ver-
schwindet und ' sehr groff ist wihrend fiir grofie £ das Umgekehrte der Fall ist. Im"

entwickeln. Diese Reihe konvergiert sehr schnell wegen des Faktors sin? 1; bei

: 1z'y . ', . .
ersten Falle wird (?—f—b sin? ‘;_ klein von der Ordnung %sm?g und im zweiten Falle
14

}
klein von der Ordnung ?x-;in2 ~. Diese gute Konvergenz erklirt die aut den erstem
Blick sebr auffallende Tatéache, dafl schon das erste Glied unserer Entwicklung die Be-

wegung mit iiberraschend guter Apnniherung darstellt. Die beiden ersten Glieder der
Reihe mogen hier angegeben werden. Setzt man o' + y' = w, so wird:

f(o) =f(w)—F (w)w l/)zsm”%—f—.... N ¢ O 8
Mit Riicksicht auf diesen Ausdruck fur f(v) erhilt man fiir die Beweguogs-
gleichungen:

e LG AR SIS |

dl =g—y [f(w) —f (w) 3?”'~, sm2 :| ‘

Nunmehr liefert die Vernachlissigung der mit sin”-éf multiplizierten Glieder eine

(A).

N#herungsldsung. Die Bewegungsgleichungen werden dann
%———wf(u '*'*—J_Z/f(w> N 5))
mit den Anfangsbedingungen
t=0, =10, y=20, .17'=’Uo, y'=0
Oflenbar enthalten weder die Bewegungsgleichungen noch die Anfangsbedingungen
den Abgangswinkel «; dementsprechend tritt dieser Winkel auch in den Ausdriicken fiir
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o und y nicht auf, und diese sind Funktionen, die allein von ¢/ und der Anfangs-
geschwindigkeit », abhingen. Um sie zu finden, addieren wir die Gleichungen (B) und
erhalten:

dw
also: w =0l G,

w
¢ =J~_, _dw
g—w/f (w)
ry
Losen wir diese Gleichung nach w auf, so finden wir
w=a +y = (v, 1)

liine abermalige Integration gibt
z+ ¥

x+y=|d@x+y) = |Fvtdl.
foiao-

Ans den Gleichungen (B) erhilt man
4
T =, P“/-’("”d’, y=—woe @I F(rg,0)
. !
und schlieflich hieraus durch eine letzte Integration:
— 2 (o, D g =7 (0, ).
Um von diesen Niherungskurven zu den anderen Bahnkurven iibergehen zu

konnen, hat man den Einflu der vernachliissigten Glieder zm untersuchen. Ich fiihre
die Rechnung hier nur fiir das Glied
—y 22y e ®
S (w)w @' +¥) st 2
durch, da sie fiir die weiteren Glieder in genau derselben Art geschieht.

2, Zweite Ndherung; Zusifze. x4 82’ und y + dy seien die Werte von x
und ', die man erhilt, wenn man in den Bewegungsgleichungen auch die Glieder mit

dem Faktor siu?(g beriicksichtigt. Die Vernachlissigung der Quadrate und Produkte der

Grofen 47, dy' und singg liefert, unter Beriicksichtigung der Gleichungen (B), die fol-

genden Gleichungen:

) ) 92y
'JS; =—2f (w)dw — 82 fa) + 2 f (w) i” sin? T

N3 2 r
WAy f (o) S = By f )+ g1 ) 25 sm"‘?

at
Diese Gleichungen sind linear in §2' und (?y', urd ihre Koelfizienten sind bekannte

Funktionen der Zeit. Ihre Integrale enthalten sm'»)r als Faktor, wie man ohne weiteres

Z

erkennt, wenn man
. 9 A
dog' =& sm-—— Sy =y sm- , w = (& + 1) sin? ;

setzt. Durch diese Substltumonen gehen obige Glewhnngen in folgende iiber:
d‘ i ] " 2 "’
= e E = e |

9
T — ) E ) )+ ) P
Die Lisung dieser Gleichungen kann auf einfache Qnadraturen zuriickgefiihry
werden, denn durch Addition der Gleichungen erhdlt man die in (§' + i) lineare Glei-
chung erster Ordnung:
d(&,""'?') ’ e Pl k) ' ) D ety
b =@+ @)E 1)+ o) 2wy,
Hat man &' -+ 7' gelunden, so erhilt man S+, &, & 7 und ; durch einfache
Integrationen. Setzt man ndmlich & + 7' ={(¢), so nimmt z. B. die erste der Glei-
chungen (C) die Form an:

B8 ) ) ) — @) Y o,

(C).

7*
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Diese in & lineare Gieichung erster Ordnung kann durch einfache Quadratoren
nach &' und weiter nach & aufgeldst werden.
Beriicksichtigt man in gleicher Weise die Glieder zweiten und hoheren Grades in

der lintwicklung von ¢ (v) nach otenzen von siu"’g, so erhdlt man in den Ausdriicken

fiir 2, ' y und y' Glieder mit den Faktoren sin*%, sin® g usw.

Zusatz 1. Wechsel der unabhingig Verdnderlichen. Fiir die praktische
Verwertung empfiehlt es sich, 7 als unabbingige Verdnderliche zu betrachten, denn man
erspart dann die Auflisung der Gleichung

f—' —-—__@(u')

(/—wf(w)

nach 7. Man berechnet ein fiir alle Mal Tafeln, die die Werte dieser Funktion O (w)
fiir die verschiedenen Werte der Variablen w enthalten, und benutzt diese Tafeln fiir die
Berechnung weiterer Bahnelemente.
Die Kinfiihrung dieser Variablen ¢« fihrt unsers Resultate in folgende iiber:
x = Ty ,,—_/.f(u‘) B (w) d " y’ = — vy (".//(".) O Q) dw +w,

o

" 7

w k¢
ro== v, /(-)’ () e./::f(v") e g Ly — ij )l w — vofo (c)e _// ORI
ry 7o Zo
d(:;i:;}";) =— W)+ wf/ @WE+ Y+ 0 ) 2a'y
usw.
Dabei sind &', 4, &, 4 die Ableitungen von =z, y, & 5 nach der Z~it, @' (w) dagegen

die Ableitung von (i) nach w: @ ()= 0w *-—1—-—
dw g—waq )’

Zusatz 2. Andere Herleitung des Resultats. Wir bewiesen die Miiglichkeit,
2 und y auszudriicken durch die Reihen

=day+ @ sin'—’%—f—az sin“‘%-{- e l
- N (1))
y= Do+ b sin2%+bg sin‘é + ... l
mit Koetfizienten a,, a1, @z . . ., by, b1, b .. , die Funktionen allein der Zeit sind. Weifi

man dies einmal, so kann man diese Koeilizienten anch auf einem andern Wege ge-
winnen. Setzt man nimlich die Werte (II) fiir # und y in die Gleichungen (A) ein und

vergleicht man die Koefiizienten gleicher ’otenzen von sin® f{, so erhilt man eine Reihe

von Gleichungspaaren, welche
e die Koeffizienten @ und b der
2y ol (‘ Reihe nach zu bestimmen ge-
/%/y/ statten. Dijese Methode ist in

" .z‘/{‘//]/ der Praxis vorzuziehen.
Aﬁ%%ﬁN\R Mundungsherizant Zusatz 3. Affinitidt
E der Bahnkurven. Wir er-

(4 :
T\K] kannten, dafl unsere Reiben-
entwicklungen fiir sehr kleine
oder sehr grofle ¢ sebr gui
konvergicren, und daB des-

JJ halb schon die ersten Glieder
//” &L =dg (t)v 7/:’)0 (t);

|~ .
J/‘/)/ die den Winkel ¢ durchaus
== nicht enthalten, eine aus
reichende Niherung liefern.
¢ Man denke sich nun
Abp_ 2 (Abb. 2) einen Rabmen in der

8

L
|
\

\
\
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Form eines Parallelogramms A B C D, dessen Seiten in den Kcken gegeneinander dreh-
bar sind. Anf A B und CD trage man, von 4 bezw. D ausgehend, die Strecken

2 = a (1}

Xy = Ao (3)

X — o (/)
ab und verbinde ihre Endpunkte durch Fidden. Auf diesen Fiden markiere man die
Punkte m, mz, ... m, deren Entfernungen von den auf 4 B gelegenen Endpunkten der
Fiden die folgenden sind:
Y1 = by “)
Y2 = Do (_’)
¥ = by (1)
Nuonmehr liegen die ’ankte i, w3, ... m, auf einer Niherungskurve, die dem

Abgangswinkel a=B A C——Z entspricht. Eine einfache Verschiebung des Rahmens lie-
fert dann simtliche Bahnkarven, dic derselben Anfangsgeschwindigkeit und Werten des
Winkels @ zwischen ~—Z und —+ ”; cnteprechen,

Da die Zeit, in welcher

das GeschoB einen beliebigen .z
Punkt M erreicht, von der Ver- ’

schiebung des Rahmens unab- =
hingig ist, kann sie direkt von /,/, E
A B abgelesen werden. =T

Mit diesem einfachen "% /JKL" =
Apparate habe ich mit praktisch /éf———‘
hinreichender Genanigkeit die y S —

Bahnen auseinander ableiten %
konnen, welche in denm »Schau- =
bildern fiir die 10,5 cm-Gebirgs-
haunbitze L/12« von Krupp fiir
die 6. L.adung angegeben sind, ¥ —r
Abb. 3. Die angezogenen Linien
sind die von Krupp angegebenen  ,../ _ . NSy
Bahnkurven , diip ge%tt%chelten w3 Z‘Wﬁ,,,ﬂ,,,;wﬁwff;/ S NG N, s
sind die durch Affinitit aus der AbD, 3 '

fiir & = 1G%,,° abgeleiteten. Es

beweist dies, da schon unsere erste Anniherung Bahnkurven liefert, die nur wenig von
denen abweichen, mit denen sich der Praktiker begniigt.

N 7H

N
18

ERRS

3. Steile Bahnen. Liegt « in der Ndhe von 7;, so gibt es eine andere Reihen-

entwicklung, die mit Ausnahme der Umgebung des Scheitels sehr gut konvergiert. Um
fiir diesen Fall eine N#herungslisung zu erhalten, beginnen wir die Uatersuchung noch
einmal, setzen aber jetat

7z
U’ xvg -+ yv-_» 2 a;r yr sin o (-’L” Z/r)_) _i_ 4 wryr Slll" ‘) ,
14
w0 = — — & ist.
9

Auf dem aufsteigenden Zweige der Bahn ist
a sin ¢ >y,
also ¥ —y > 22 sin’® ‘;
Beschrinkt man sich nun auf denjenigen Teil des aufsteigenden Astes, fiir welchen
auflerdem noch
wl — yY > ,3 y‘
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ist, der also den Scheitel der Bahn nicht enthilt, so gilt immer die Beziehung
42y L
R —— sint o,
und man kann die Geschwindigkeit und damit auch f(v) nach geraden Potenzen von
sin % in eine Reibe entwickeln:
. 244y 1
Fo) =fw)+f (e)w 7%Y  sin? 2. “
(&' —y)" 2
wo diesmal
w=ux—y
gesetzt ist.
In diesem Falle lauten die Bewegungsgleichungen
! . 22"y y
@ _ -w’[f(w)—!—f'(w) %Y gins 7 +:| %
at w 2

an' , 92 2 X i
}% =g—y [f(zc)+f (uv)—:;yfsm? 5 +]

(&)

Wir vernachlissigen die Glieder mit sinz:‘—; und finden fiir eine N#herungsbahn
die Bewegungsgleichungen

dz' ,
ar —& f(w)1 di
mit den Anfapgsbedingungen

E=0, r=0, y=0, &=, y =

“y =g—y'flw . . . . . . . (B

Subtrahiert man die Gleichungen (B'), so findet man

dw
= — 1w w
s g — wf(w)
"
; _A[ dw
o g+ w/flw

»
W

Wenn man diese Gleichung nach w auflost, erhilt man
w=a —y = F(v,1).
Eine abermalige Integration gibt

R

~
x—y = [d(a: —y) :’F(uo, 1) dt.
" o
Die Gleichungen (B') liefern uns
¢
xr = v C—(}/f(w) d , yl = v (:-(;‘/f(u‘) dt _F (Uo, t),

woraus schliefilich nach einer letzten Integration x und y als Fanktionen von v, und ¢
folgen.

Wie man sieht, enthalten die Gleichungen dieser Niherungsbahn den Winkel ¢
nicht. Alle diese Bahnen konnen also wiederum mit Hilfe des oben beschriebenen Rah-
mens aus einer einzigen unter ibhnen abgeleitet werden.

Will man die wahren Bahnen finden, so bat man die-Stérungsgleichungen zu
b

bilden und zunichst die Quadrate und Produkte der GroBen da’, ) und sin® ~ zu ver-

nachlissigen.
Die Gleichungen sind hier folgende:

a0 o Co , ) o
- Zfe)dw S flw) - 2 f () 22 gin: X
ot w 2
ady' 1 o 3 . ' 2’y Es

"Ey" =y )w— 0y ) - 41 () 2L ginr "
¢ w 2
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Es sind- dies in bezug auf dx' und Oy lineare Gleichungen erster Ordnung. Ihre
Integrale enthalten sin? % als Faktor, was ohne weiteres ersichtlich wird, wenn man
Sz’ = § sin? g, Oy =1 sin‘l%, dw = (& —1) sin“—;’fl

setzt. Man erhilt dann folgende Gleichungen:

dds; = — :,Z')'f’ (w) (;C’ — 7]') . §’f(w) . mrf-l (u) 3% (C’)
lflz — ¥ Wy =) — /) =y [ () 2‘%%" :

Man subirahiere nun diese Gleichungen:

LED) — — [fw) + w0/ () o) — [ @) 2 2y

und berechne aus der entstandenen, in (¥ — ') linearen Gleichung erster Ordoung
(t'—;/) Ist dlese Differenz gefunden, so hefem exnfache Integrationen die GroSen

—, &7, &. Man setze nimlich in (C') ¥ = # = {(¢). Dann’ wird z. B. die erste
der Gleichungen ubergehen in

S f@)E 2 ) )+ 2 () ‘ﬂ -

Diese Gleichung, die eine lineare Gleichung aut Bezug & ist, 148t sich aber leicht
durch Quadraturen auflgsen.

Hier gelten in sinngemifier Anwendung die oben gemachten Zusiitze, mit dem
einzigen Unterschied, dafi die eben aufgestellten Formeln in der Nihe des Scheitels der
Bahn ihre Bedeutung verlieren kdunen. Doch ist dann der Winkel, den die Tangente
an die Bahnkurve mit der Horizontalen einschlieSt, klein, und man kann unsere ersten
Formeln mit gutem Erfolg anwenden. Ist dagegen « negativ, so gelten die aufgestellten
Formeln ohne Einschrinkung fiir die ganze Bahn.

4. Andere Ldsung fiir kleine Abgangswinkel. Die bis jetat unter Hervor-
hebung bemerkenswerter Eigenschaften der Bahnkurve eingefiihrten Methoden reichen
aus, um die Integration der Bewegungsgleichungen im Falle des allgemeinen Wider-
standsgesetzes anf einfache Quadraturen zuriickzufiihren, ohne die Gleichung des Hodo-
graphen zu benutzen.

Die folgenden Betrachtungen sollen keine vollstindige dritte Losung der gestellten
Aufgabe liefern, sondern nur die Eigenschaften der benutzten Niherungsbahnen von
anderer Seite beleuchten.

Wir gehen wieder von den urspriinglichen Bewegungsgleichungen aus:

) o
%’if = '/ (v), % =g—yr),
WO ="t y? — 2’y sin @
ist und die Anfangsbedingungen die folgenden sind:
=0, 2=0, y=0, & =v, y =0.

Es sei wie bisher méglich, f(v) nach ganzen positiven Potenzen von v in eine Reihe
zu entwickeln. Damit sind auch Entwicklungen von f(v) nach Potenzen von sin a ge-
sichert. Es ist ndmlich, wie bekannt, auch der Quotient

22y
vy
der iibrigens fiir ¢ = 0 und fiir { = = verschwindetl), stets absolut kleiner als 1 und
um so mehr

2a'x, .
oy finer <1
& +y= i

1 r
1y Fdr ¢ klein wird dleser Quotient klein von der Ordoung LL, sin @ und flir ¢{ sehr groB klein
!

von der Ordnung ;/; sin a,
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Selzt man nun w— Va'? y'z;
50 geht die Reihe fiir f (») fiber in
. FlGer w .,:t !/
Y = . ¢ -
(e) = f(w) 2 atey Csin @

und mit Hilfc dieser Reihe nehmen die Bewegungsgleichungen die Form an:

" 9 A
(—“9-:—az;’[f(u)—’(u)'b ,"L'l’ sine 4+ ...
dt :+’l/' (An)
ay' '[/0‘« f(u)w 2.7y sin ¢ 4- . ] ! '
= — -
9Ty 2 a4y

Man vernachlissigt wieder die Glieder, welche sin ¢ als Faktor enthalten und
erhdlt als erste Nidherung
ar
di
it den Anfangsbedingungen:
t=0, x=0, y=10, ' =wy, ¥ = 0.

Dieselben Gleichungen mit denselben Anfangsbedingungen erhilt man, wenn man
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Bahn fiir den Fall einer horizontalen An-
fangsgeschwindigkeit aufsucht.

Es sei nun gelungen, die Gleichungen (B”) aufzuliisen. Ihre Integrale

T =& (UO’ B, =y (wo, t)

sind selbstverstindlich von « unabhingig, denn der Abgangswinkel « tritt weder in den
(ileichungen noch in den Anfangsbedingungen aul. Die zugehdrigen Bahnkurven lassen
sich also wieder durch eine Verschiebung des oben besprochenen Rahmens auseinander
ableiten. Die vernachlidssigten (ilieder verschwinden fiir /= 0 und fiir / = «, denn fiir
kleine # ist ) sehr klein und z sebr grofi, wihrend fiir grofie ¢ das Umgekehrie gilt.
Sie enthalten simtlich den Faktor sin @. Es erklirt dies aul andere Weise die Mdglich-
keit, mit Hilfe des Parallelogramms die in den »Schaubildern fiir die 10,5 cm-Gebirgs-
haubitze L/12« von Krupp fiir die 6. Ladung enthaltenen Bahnkurven auseinander ab-
zuleiten.

Will man wieder von den Niherungsbahnen zu den wahren Bahnen iibergehen,
50 hat man die »Storungsgleichungen« fiir die verschiedenen Glieder aufzustellen.

Die Betrachtung des Ausdrucks mit sin « als Faktor fiihrt unter Vernachlissigung
der zweiten I’otenzen und Produkte von d, 6y und sin ¢ und mit Riicksiocht auf (B")
zu folgenden Gleichungen:

) oo 1y '
), W=y S B

T ey ) 8% f ) + 8 f () sin
) w

'y’ 1 '
d::x” -y l)(' S 4y dx) Sy fw) +y S (w)“J sin @.

Die Koefiizienten dleser Gleichungen sind wieder bekannte Funktionen der Zeit.
Auch hier wieder enthalten die Integrale den Faktor sin «, was aus den folgenden Sub-
stitutionen evident wird:

0 = & sin ¢, Oy = sin .
Dadurch erhiilt man die Gleichungen

13 ' g - ) K ’ r
L e T4 DRl

dt w (Jn)
an’ ), e /(w N '
A RS — w By

4t y w(’: yu' )= fu)+y 1y

Diese Gleichungen lassen sich Zhnlich wie die fruheren losen. Die Betrachtung
der Glieder hoheren Grades in der Reihe fiir f(¢) liefert in gleicher Weise die ent-
sprechenden Crlieder der Integrale .r, 7.

5. Schlufsbemerkung. Wir betrachicten den allgemecinen l'all der Bewegung
eines in die Atmosphire geschleuderten Krpers und gaben zwei Methoden fiir die Inte-
gration seiner Bewegungsgleichungen an, obne die Gleichung des Hodographen einzu-
fiilhren. Wir zeigten, daf sich fiir die Ixoordm.tten bei geeigneter Wahl des Koordinaten-

l/’ T
syslems Reihen angeben lassen, dic nach l’otenzen von sin® gin? 9 oder sin « fort-

P
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schreiten, und sagten, daB diese Reihen fiir sehr kleine ¢, wie sie in der Praxis benutzt
werden, und fiir sehr grofe ¢ gut konvergieren. Daraus folgte weiter, wenn man sich ani
das Anfangsglied der Reihe beschrinkte, dafi die Bahnkurven sich mit Anpdberung in der
Form . = (v, t), y = y(v,¢) darstellen lassen und also auseinander durch einfache
Verschiebung eines Gelenk Parallelogramms abgelcitet werden Lkonmen (Affinitit der
Bahnkurven).

Danach dringt sich die Frage auf: (:ibt es vielleicht Zentralkrifte und Wider-
standsgesetze von der Art, daB die zugehSrigen Bahnkurven mit vollkommener
Strenge auseinander avf diese Art ab-
geleitet werden kinnen?

Bekanntlich sind die Bahnkurven
eines unter EinfluB der Schwere im
leeren Raum fallenden Korpers von
dieser Art. Wir fragen zunichst: Gibt
es auch allgemeinere Zentralkrifte der
Art, da die =zugehdrigen Bahnkuryven
die obige Eigenschaft besitzen?

Um diese Frage zu beantworten,
wihlen wir das Attraktionszentrum zum
Nulipunkt eines Koordinatensystems. Der
Radius nach der Aunfangslage des Kor-
pers sei die xz-Achse, die y-Achse werde

parallel zur Richtung der Anfangsge-
schwindigkeit gewdhlt. F (r,¢) sei die /
Anziehungskraft, die als von der Zeit und Abb. 4

von der Entfernung » vom Attraktions-
zentrum abhiingig vorausgesetzt werde. Die Bewegungsgleichungen sind dann (Abb. 4),
da hier die Seiten des Kriftedreieckes sich wie #»:.r:y verhalten:

& CFo,t dly Fr )

di* ' 7 Voder T ' y
und die Anfangsbedingungen:
b=10, or=uy, y=20, ' =20, y = v
Sollen die Integrale vom Winkel der Koordinatenachsen unabhingig sein, so muf

For D :
dic Ableitang von = mnach a verschwinden, also
-

OF (», 1) dr
R A U]
(:I (" ):idu 0

e
Daraus folgt
F('lv ’) = T‘f(\’),
wo f(#) eine willkiirliche Funktion der Zeit ist. Es ist dies eine wohlbekannte Tatsache.
Ist z. B. f(f) eine positive Konstante, so erhilt man die Bahnen der Planeten im Innern
der Nebelmasse, wie sie der Hypothese von Fay entsprechen. Die Bewegung an der
Erdoberfliche erhilt man, wenn man iiberdies r als sehr grofi betrachtet.

Man kann diesen Gedankepgang aber noch weiter verfolgen. Man nehme an, die
Bewegung werde durch Krifte gestort, die nur von der Geschwindigkeit abhingen, die
also als Widerstandskrifte betrachtet werden konnen. Welcher Art miissen diese Krilte
sein, wenn die oben erwihnte Eigenschaft erhalten bleiben soll? Der Ausdruck & (v)
gebe die GroBe dieser Kraft pro Masseneinheit an. Bei derselben Wahl des Achsen-
systems, die schon eben benutzt wurde, erhilt man die Bewegungsgleichungen
ax dr @ dy dy D (v

at? z/O - dt v ' oar y10 - T
wmit den Anfangsbedingungen
[=0, £= 1y, y=10, ' =10, § = v
< iy) n

Sollen die Integrale von « unabhingig sein, so muBl die Ableilung von ach

« verschwinden, also muf
D (v) = cv

sein. Auch diese Tatsache ist bekaunt und wir kbnnen mithin zusammenfassen:



106 Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik RBand 1

Die Affinitit der Bahnkurven gilt exakt bei konstanter Gravitation und bei
Anziehung proportional der ersten Potenz der Entfernung, wolern der Widerstand
linear mit der Geschwindigkeit wichst. Das oben angefiihrte Beispiel der 10,5 cm-
Haubitze zeigte, dafi diese Eigenschaft auch praktisch erhalten bleibt unter Verhiltnissen,
fiir die die Annahme eines linearen Widerstandsgeseizes keinerlei brauchbare Niherung
fiir den Bewegungsverlauf liefern wiirde. Die vorstehende Untersnchung 148t den Grund
hierfiir erkennen: Die Affinitit beruht aut der Moglichkeit der hier gegebenen Entwick-
lungen (A), (A’) bezw. (A”) und aut deren guter Konvergenz. 6

Beitrdge zur Prandtlschen Tragfliigeltheorie.
Yon R. FUCHS in Berlin-Halensee.

urch die neue Tragfliigeltheorie, wie sie Prandtl und seine Mitarbeiter’) begriindet

haben, sind mit grofem Eifolg die grundlegenden Fragen iiber die Lufikrifie in

Angrift genommen und auch der numerischen Rechnung znginglich gemacht wor-
den. Im folgenden werden einige mathematische Vereinfachungen®) beigetragen, die auch
geeignet erscheinen, die numerischen Berechnungen einfacher zu gestalten. Insbesondere
wird fir den sogenannten induzierten Widerstand ein Ausdruck entwickelt, der es ge-
stattet, den Unterschied dieses Widerstandes bei beliebiger Auftriebsverteilung gegeniiber
seinem kleinsten Wert bei elliptischer Verteilung zu beurteilen.

1. Das ebene Problem. Die Tragfliigeltheorie von Kutta-Joukowski behan-
delt das sogenannte zweidimensionale Problem. Sie nimmt einen zylindrischen Fliigel an,
der sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstreckt, oder praktisch gesprochen, eine
Stelle des Fliigels, die sehr weit von den Enden entfernt ist. Legt man die 2-Achse
eines Koordinatensystems in die Richtung der Erzeugenden des Zylinders und denkt sich
die Stromung der Lult zur z-Achse senkrecht, so hat man in der Richtung der z-Achse
weder eine Geschwindigkeitskomponente, noch ein Druckgefille und erhilt ein Abbild des
Stromungsvorganges fiir ein beliebiges z, wenn man die Strémung in der -y Ebene be-
trachtet. Um diese Stromung mathematisch zu erfassen, bedient man sich mit Vorteil der
Theorie der Funktionen einer komplexen Ver#nderlichen. Bedeutet 2 = & + y ¢, wobei ja
jetzt eine Verwechslung mit der dritten Raumkoordinate ausgeschlossen ist, und 1 (2} eine
Funktion von z, so stellt f(z) eine mbgliche Fliissigkeitsstiomung dar; ist nimlich
7(2) = ¢ (x,y) + i (x,y), so gibt @ (x, y) = konst. eine Stromlinienschar und ¢ (x,y) = konst.
die zugehorige Schar von Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials. Um die Strdmung,
die zu einem gegebenen Querschnitt unseres Zylinders, zu einem gegebenen »Fliigel-
profil« gehdrt, zu erhalten, hat man die Funktion f(2) so einzurichten, daf das gegebene
Profil in einer Stromlivie liegt. Zu dieser Frage, die heute ihrer Lisung schon recht
pahe gebracht worden ist, liegt eine umfangreiche Literatur vor?). Bei der so erhal-
tenen Potentialstrémung sind die Komponenten der Geschwindigkeit im Punkte (wx,y):

0 Dy ) , )
Vo= =" v, = ?Ap — 2y Man nennt auch w = f(2z) das komplexe Potential nnd
EY Ay Oy Oz
Z—w =y, — i v, den komplexen Wert der Geschwindigkeit,
E4

Soll die das Profil umiliefende Strémung einen Aufirieb ergeben, so kann f(2)

keine eindeutige Funktion sein, weil die sogenannte Zirkulation F=fv, ds, wo C eine

p
das Profil umschlingende geschlossene Kurve bedeutet, voo Null verschieden sein
muf. Nach Joukowski bestimmt sich der Wert der Zirkulation, der an sich noch

) IPrandtl, Tragfliigeltheorie I. und If. Mittellung, XNachrichten Ges. Wiss. Gdttingen, math.-
phys. KI. 1918 und 1919; Betz, Schraubenpropeller mit geringstem Energteverlust, ehenda 1919;
Betz, Beitrdge zur Tragiliigcltheorie,” Disseriation, Gottingen 1919; Berichte und Abh. der wiss. Ges.
far Luftfahrt 1920: Munk, Isoperimctrische Aufgaben aus der Theorie des I'luges, Disyertation, G8t-
tingen 1916.

%) Es sei dabel auf eine Arbeit von A. Trefftz hingewiesen (Mathem Arnalen, Bd. 82, 1921,
S. 306—319), dic #hnliche Zwecke in anderer Weise verfolgt.

3) Die Losung dieser Frage und dle hierhergehdrige Literatur findet man in den Aufsifzen von
v. Mises, Zeitschrift Mir Fluglechnik und Motortoftschiffahrt 1917, 8. 157; 1920, 8. 68, 87,



