
Einige Anwendungen der lmpulss/itze (% 

(V on V. V?~Lcowcx, in Iassy [Rumanieu].) 

Die  mathematische Schwierigkeit der yon der Praxis aufgestellten hy- 
drodynamischen Problemen haben die Hydraulikern veranlasst, Hypothesen 
und S~ttze anzuwenden, welche den Theoretikern mit Unrecht meist unbe- 
kannt gehlieben sind. Es gibt fast l~ein theoretisches Buch der Hydrodynamik, 
welches sich mit den Impulss~itzen besch~iftigt, obgleich dieselben manchmal 
sehr gute Dienste leisten kSnnten, lm Folgenden will ich eine allgemeine und 
einfache Form dieser ImpulssiRze angeben und einige ihrer wichtigsten An- 
wendungen zeigen. 

1. ImpuIs nennt man den Vektor my, wenn m die Masse und 1) den 
Geschwindigkeitsvektor eines materiellen Punktes bedeutet. Hat man s t a r  
eines Punktes mit einem gaazen Punkthaufen zu tun, so heisst Impuls des 
Systems der Vektor Era v, wobei die Summe auf s~hntliche Punkte des Sy- 
stems ausgedehut ist. Aus den Newtonschen Bewegungsgleichungen erh~tlt 
man den sogenannten Schwerpunktsatz, den wit folgendermassen ausdr~i- 
cken wollen : 

Die zeilliche flnderung des Impulses eines den ausseren Krgiflen 

~ (k = 1, %..., n) 

unterroor[enen Punktsystems ist gleich der Resultiereuden die~'er ~usseren 
Krafte : 

n 

__d$= X ~," O) 
d t ~=1 

$ bedeutet dabei den Gesamtimpuls des Systems. Wohlgemerkt, diese 
Gleichung ist eine vektorielle, die man in drei Skalargleichungen zerlegen 
kann. 

(~) Ein Teil der vorliegenden Arbeit ist in gedr~ingter Form ill dell Pariser Compte~ 
ICendus (t. 157, p. 1131 und t. 158, p. 169) erschienen, 
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Andere drei Gleiehungen bekommt man mit de]n Fl~iehensatz : 
Die zeifliche Anderung des Momentes des Gesamtimpulses ei~es solchen 

Punhtsystems iJ~ bezug auf  einen feslen Punht ist gleich dem Gesamtmomenle 
aller e~usseren Kriifte t~ in bezug auf  deaselben festen Pu,tkt, oder analytisch 
ausgedrtickt : 

d 
4~/(X -~ ~ x r) = :~ (~ x r~); (u) 

k----..1 

die Summe auf der linken Seite bezieht sieh auf slhntliehe Punkte des Sy- 
stems, v bezw. r~ bedeutet den Vektor, der yon dem betraehteten festen 
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Punkte zu einem Punkte bezw. zu dem Punkte k des Systems ftlhrt, und 
das Zeichen X deutet auf eine vektorielle Multiplikation hin. 

Wit wotlen unser Augemnerk auf die Gleichung (I) richten, wovon wir 
einige Anwendungen zeigen werden. 

2. Eine der bekanntesten Anwendungeu des Satzes ([) ist wohl das 
D'Alembertsche Paradoxon; dasselbe will ich im Falle der sich in einem 
zylindrischen Kanal bewegenden Fliissigkeit beweisen. Der Satz ist auf diese 
Weise einerseits allgemeiner, und anderseits wird er einfaeher bewiesen, 
indem man tiber das Verhalten des Potentials im Unendlichen nichts zu 
wissen braucht. 

in einem zylil)drischen Kanal A B C D (Fig. 1), dessen konstanter, zu den 
Erzeugenden senkrecht stehender Querschnitt gleich F i s t ,  bewegt sich sta- 
tion~tr eine reibungslose inkomprensible Fliissigkeit mit der Dichte 1 um 
einen festen Kbrper K; die Bewegung ist dutch die konstante Geschwindig- 
keit V i m  Unendlichen charakterisiert. Wit" wolten nut  die Komponente in 



V41cov ic i :  Einige Anwendungel~ der Impulss~tze.  ~9 

der Bewegungsrichtung von dem Tripel (I) betrachten und zun~ichst die zeib 
liche Anderung der in dieser Richtung vorhandenen Impulskomponente im 
Gebiete A B C D ermitteln, wobei wit uns (lie Entfernungen der Querschnitte 
A B  und CD yon dem K(trper K sehr gross im Vergleich zu den Querdi- 
mensionen des Kanals denken wolten. Nach Ablauf einer Sekunde ist der 
Querschnitt A B  in die neue Lage A ' B '  und C D  in C'D'  gekommen. Die 
Fliissigkeitsmasse A B B'A', welche bis auf sehr Heine Gr6ssen gleich 1~. V 
ist, zahlt nicht mehr zu dem betrachteten Gebiete, und also der Gesamtim- 
puls ist um 

F . V . V ~ F . V "  

kteiner geworden ; dagege~ ist die Flfissigkeitsmasse C D D ' C  binzugekommen 
und hat den Gesamtimpuls um F .  V ~ vergr0ssert. Die hnpulsmenge tier 
Flfissigkeitsmasse A ' B ' C  D ist unver'aJidert geblieben, da die Bewegung sta- 
tionltr angenommen worden ist. Die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses 
dieses Punktsystems ist also gleieh Null. 

Die itusseren Kr~tfte bestehen aus den Dvuckkriiftelh welche auf die l~Ian- 
telfl~tcbe und De@el des Flfissigkeitszylinders A B C D  und auf die Bertih- 
rungsfl~tche des KSrpers K mit der Fltlssigkeit ausgetibt werden. Die auf die 
beiden Deckel A B  und C D wirkenden Druckkr~tfte heben sich gegenseitig 
auf, da der Druck p infolge der Bernoullischen Gleichung in A B und C D 
his auf vernachl~tssigbare Gr6ssen denselben Weft hat; die auf die Mantel- 
tlgche wirkenden Dl'uckkriffte liefern keinen Beitrag zu den Komponenten in 
der Bewegungsrichtung, da der Druck senkrecht auf dieser Richtung steM; 
endlich ist die Kraft, die die Flfissigkeit yon Seiten des K6rpers K erleidet, 
gleich - -  W, wenn W den Widerstand des K6rpers K bedeutet. 

Die Komponente der Oleichung (I) in der Bewegungsrichtung wird in- 
folgedessen folgendermassen lauten : 

o ~ - -  -W, 

und somit ist der Beweis des D'Alembertschen Paradoxons ftir den betrach 
teten Zytinder un4 also als Sonderfall flit die nach allen Richtungen unend- 
lich ausgedehnten Fl~issigkeit geteistet ~*). Ich will noch die Bemerkung hin- 

(*) Diese Verallgemeinertmg des D'Alembertschen Paradoxons wurde auch yon Herrn 
Prof. U. CIso~TI (Sul moto di un solido in un canale, Rend. Palermo, 1909, 2. ° sere.) mittels 
des Greenschen Satzes gegeben. 
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zuffigen, dass die Annahme einer kompressibler oder einer schweren Fl~issig- 
keit keine Anderung dieses Resultates hervorrufen w~irde, wenn die Schwer- 
kraft senkrecht zu der Bewegungsrichtung stehen wtirde. 

3. Es ist ohne.weiteresklar, dass die [mpuls:~tnderung der betrachteten 
fltissigeu Masse in einer senkrecht zur Bewegung stehenden Richtung gleich 
Null ist; hat etwa der Kanal die Form eines rechteckigen Prismas, so muss 
also die Differenz der beiden Reaklionen zweier gegentiberliegenden Wi~nde 
gegen die Fl(issigkeit gleich der von der Fl(issigkeit her auf den KSrper K 
ausgeiibten Kraft sein. Daraus kann man die bekannte Tatsache schliessen, 
dass eine gleichfSrmig fallende Kugel Idngs einer Wand  yon dieser angezogen 

wird;  in der Tat nehmen wir an, 
A P 

B 

dass drei von den vier Witnden des 
betrachteten Prismas sehr welt ent- 
fernt yon dem K(irper K (einer Kugel 
in diesem Falle) seien ; dann wird der 
hydrodynamische Druck auf diesen 
W~tnden ungef~thr derselbe sein wie 
im Unendlichen. Auf der sich im 
Endliche~l befindliehen Wand fliesst Fig. ~. 

abet die verdr~tngte Flfissigkeits 
inasse schneller als im Unendlichen, so dass der darauf wirkende Druck der 
Bernoullischen Gleichung gemltss kleiuer als im Unendlichen ist; die ganze 
Reaktion dieser Wan d gegeu die Fltissigkeit (ein D rucki~l tegral fiber die Wand) 
ist also kleiner als die der gegentiberliegenden Wand; die Differenz beider ist 
gegen die sich in der Niihe der Kugel befindlichen Wand gerichtet. W. z. b. w. 

~. Etwas anders liegen die Verhliltnisse beim HalbkSrper, einer Fl~tche, 
welche sich in einer Richtung asymptotisch zu einem Zylinder ins Unendliche 
erstreckt (~); hier erh~lt man einen yon Null verschiedenen Widerstand, wenn 
sich der Haibk0rper in einem Zylinder wie oben befindet (Fig. ~2), wo eine 
wirbellose stationare Bewegung einer idealen inkompressiblen Fltissigkeit 
mit den konstanten Geschwindigkeiten V~ und V~ im Unendlichen (V~ ~ V~) 
stattiindet. 

Es sei hi, milch F~ der konstante Querschnitt des Zylinders, f der asymp- 
totische Querschnitt des HalbkSrpers. Wir betrachten die in dem Gebiete 

(*) Vgt. G. FUHRMANN, Theoretische u~d experimentel~e Untersuchungen an Ba!lonmodeUen, 
Dissertation GSttingen, I912. 
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A B C E F G D enthaltene Flfissigkeit und wenden darauf die Bewegungskom- 
ponente der Gleiehung (I) an;  dabei sollen die Abst~tnde der Querschnitte 
A B u n d  CD yon dem Vorderende des Halbk6rpers im Vergleich zu den 
Querdimensionen des Kanals sehr gross sein. Durch eine ahnliche l)berle- 
gung wie im vorigen Paragraphen tinder man, dass die zeitliche _~nderung 
des Impulses dieser Flfissigkeitsmasse gleich: 

ist, wenn F , -  f gleich F~ gesetzt worden ist. 
Die ~tusseren Kr~ifle, welche bier in Betracht kommen, s ind:  der auf 

den vorderen Deckel A B ausgeiibte Druck F,p~,  der auf den hinteren 
w i r k e n d e - - F ~ p ~  und der yon Seiten des Halbk6rpers ausgefibte Druck 
- -  ( W + p ~  f) (*), wobei p , ,  p~.den Druck in A B  bezw. CD bedeuten. 

Man hat also ffir die gesuchte Gleichung: 

- F1 v ~ + F ~  v ~ - - - - - F ~ p , - - E o p . - - ( w + p ~ f ) .  (~) 

Benutzt man die Kontinuit~ttsgleichung: 

und die Bernoullische Gleichung: 

v~ v~ p,  + - ~ -  -----p~ + -~-, 

so erh~tlt man aus ( l ) :  

W--  F, f'~ f '  

oder, wean  die Dichte der Flfissigkeit anstatt 1 gleich • gewesen w'hre: 

F~ f '  f~ w=~ ~L-p~ v~=,o~;  v~. 

Man erhi~lt also in diesem Falle einen positiven Widerstai~d, welcher auf 
den Hauptspannt  f u n d  die Geschwindigkeit V1 bezogen den dimensionslosen 

(*) Die Summe der Komponenten ill der Bewegungsrichtung aller yon der Fliissigkeit 
her auf den Halbk6rper ausgeilbten Drucke tibersteigt n~imlieh den Widerstand W um den 
Betrag des auf f im Unendlichen herrschenden Druckes f .p: .  
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Faktor 

und auf V~ den Faktor: 

liefert (~). 

F, f  

f 

Hierzu passt wiederum die Bemerkung, dass die senkrecht zu der Be- 
wegungsrichtung wirkende Schwerkraft keinen Beitrag zu diesem Widerstande 
hinzubringen wfirde. 

Ffir den Fall, dass F~ unendlich gross wird, f abet endlich bleibt, wird 
sowohl ~, als auch ,,~ also W auch gleich Null; dabei braucht der Kanal gar 

E 

5C 

h 
6 

Fig. 3. 

Jdcht nach allen Richtungen hin ins Unendliche zu rticken. Fiir den speziellen 
Fall, dass der Halbk6rper yon einer gewissen Rotationsflliche begrenzt wird, 
und alas der [(anal vollkommen verschwindet, hat Herr G. Fuhrmann (~*) 
sowohl auf graphischem Wege als auch rechnerisch diese Tatsache best~ttigt. 

Mann kann ohne jegliche Schwierigkei[ diese Formeln m~d Resultate auf 
die zweidimensionale Bewegung fibertragen; sodann werden F,,  F~, f die 
entsprechenden Querschnitte bedeuten, welche in der Richtung der dritten 
Dimension durch zwei parallele Ebenen begrenzt siud. 

5. Eine audere brauchbare Anwendung iinden die Impulss~ttze in der 
diskontinuierlichen station~ren Bewegung. Aus einem in einer Richtung 
in der negativen x-Richtung z. B. (Fig. 3) -- unendlich ausgedehnten Kanale 

(~) Betreffs der Bezeichnung s. L. PRANDTL, Bemerkungeu i~ber Dimensionen und Luft- 
widerstandsformeln (Zeitschrift ftir Flugtechnik uud Motorluftschiffahrt, 1910). 

(~*) a. a. 0. ,  S. 9-11. 
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A B C D kommt ein Helmholtzscher Strahl heraus trod trifft eine Schale S 
mit scharfen R~tndern, so dass sich hinter der Schale ein Totwasser bildet. 

Ich begrenze eine Flfissigkeitsmenge dutch den zu 0 x  in grosser Ent- 
fernung yon der Schale senkrecht stehenden Querschnitt AB im Kanal, dutch 
eine welt hinter der Schale zu s~imtlichen Stromlinien normal stehende Fl~iche 
E G H I ,  durch die Mantelfl~tche A B C D des Kanals, durch die doppelte 
Mantelfl~iche des gebohrten Strahles C E H S, S~ 1 G D und dutch die Schale S 
selbst; dieses einfach zusammenh~ingende Gebiet heisse 6. Es sei V,, p, die 
Geschwindigkeit bezw. der Druck der Flflssigkeit im Kanal sehr welt entfernt 
in der negativen x-Richtung und V~, po die Geschwindigkeit bezw. der Druck 
auf den freien Grenzen also auch in allen Punkten mit unendlich grossen 
und posffiven Abscissen;" es sei ferner T', der Fl~tcheninhalt des normalen 
Querschnitts des Kanals und F~ derjenige der Ringfl~tche E G 1 H. Besitzt die 
Flfissigkeit die konstante Dichte 1, so ist die sekundliche Zunahme des Ge- 
samtimpulses in der x-Richtung der sich in diesem Gebiete betindiichen 
Fl~issigkeit gleich 

-- F, V~ + F~ V~ cos 0-. 

cos 0 ist an Stelle des Mittelwertes 

I f 
cos 0 ~ ~ Jcos 0. d F,~ 

gesetzt worden, wobei 0 den Winkel, den die x-Achse mit einer asympotischen 
Richtung des Strahles einschliesst, und dF~ das Fl~ichenelemeni, in der be- 
frachteten Ringfl~iche bedeutet; das Integral erstreckt sich fiber die g,~nze 
Fliiche F~. 

Um die ~usseren, auf die Fliissigkeitsmasse wirkendeu Kr~tfte bequem 
zu ermitteln, wolle~l wir uns denken, dass eine gleichmlissig verteilte Span- 
nung an der Grenze des betrachteten Gebietes 6, also eine auf der Grenz- 
oberfl~tche dieses Gebietes senkrecht stehende, yon innen nach aussen gerich- 
tete Oberflachenkraft yore Betrage po pro Fli~cheneinheit hinzukommt; die 
Einffihrung derselben bringt n'hmlich keine Ver~tnderung der Gleichung (I) 
mit. Nun sieht man unmittelbar ein, dass die einzigen yon Null verschiedenen 
x-Komponenten der ~iusseren Kr~tfte eine Resultierende gleich 

(p, --po) F, - -  W 

geben, wenn W den gegen die Schale S bewirktea hydrodynamischen Wider- 

Annali  di Matematica, Serie lI1, Tomo XXIII. 5 
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stand bedeutet; denn die Mantelfl~tche A B C D des Kanals erflihrt einen zu 
der x-Achse senkrecht stehenden Druck und auf der freien Grenze herrscht ja 
der Druck Po, welcher sich gegen die fingierte Spannung po aufhebL 

Man hat also ftlr die x-Komponente der Gleichung (I): 

- -  F,  V~ -Jr- F~ V~ c o s 0  = (p,  - -Po )  F ,  - -  W; (~) 

kraft der Kontinuit~tsgleichung 

F, V, = F~ V~ 

und der Bernoullischen Gleichung 

v~ 
P , ÷ - ~  

y~ 
= P o ÷  2 

kann man die Beziehung (2) folgendermassen umgestalten: 

= ~ i~,F,) ~ c o s 0 + J  , 

(3) 

woraus man beztiglich der Widerstandsfl~tche f der Schale die dimensions- 
losen Widerstandsfaktoren 

und 

+, F, t (3)' 

~, I (F~ F~ cos~+l I (3)" 

erhi~lt, jenachdem man den Widerstand auf die Geschwindigkeit V, oder V~ 
bezieht. 

Ist der Kanal in beiden x-Richtungen unendlich ausgedehnt (Fig.-4), so 
hat man in diesem speziellen Falle 

0 ~ 0  
und also : 

f~ F1 v? = f? w = -~-ff~ ~-~, v~, (¢) 
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wean ]'1 die asymptotische Breile des Totwassers ist. Die entsprechenden di- 
mensionslosen Widerstandsfaktoren sind: 

f~F, 
= 

auf die Geschwindigkeit vor der Schale and 

auf die Geschwindigkeit hinter der Schale bezogen. +, ist nach (3)' und (z 0' 
sowohl im Falle des ausstrSmenden 
Strahles als auch im Kanal grSsser [ ~ t  
als ~ ,  welches durch (3)" bezw. (~)" / ~  
gegeben wird. ~ ) .  

Diese Bemerkung hat eine be- i 
sondere Bedeutung, was die prak- 
tischen Widerstandsmessungen be- 
trifft ; dieselben werden entweder F~g. ¢. 
in einem solchen ausstrSmenden 
Strahle (wie z. B. in der Eiffelschen Versuchsanstalt in Paris) oder abet in 
einem Kanal (wie in der Prandtlschen Versuchsanstalt in G(ittingen)ausge- 
ftihrt, und die auf diese Weise ermitteltea Zahlen werden ann~thernd flit den 
Fall der aach allen Richtungen hin unendlich ausgedehnten Flfissigkeit als 
gfiltig angesehen. Die kleinsten Abweichungen bekommt man dabei, wean 
man den Widerstand auf die Geschwindigkeit hinter der Schale bezieht; diese 
Tatsache ist f~ir die zweidimensionale Bewegungen theoretisch bewiesen 
worden (~). 

Dass der dimensionslose Faktor grSsser bei den Kal~alversuchen als in 
der nach allen Richtungen unendlich ausgedehnten FRissigkeit ausflillt, wenn 
der Widerstand auf die Geschwindigkeit vor der Schale bezogen wird, kann 
man sich allgemein folgendermassen plausible machea. (Fig. 5 stellt einen 
dutch den Staupunkt A und durch eine Erzeugende der Mantelfl:~iche des 
Kanals gezogenen Querschnitt in der allgemeinen dreidimensionalen Bewe- 
gung dar; die Schale ist durch eine zu den Zylindererzeugenden senkrecht 

(v) V. V.~LcovmI, Uber diskontinuierliche Fli~ssigkeitsbewegungen mit zwei freien Strahlen, 
Diss. G6ttingen, 19i3. 



36 V4 lv o v i ci: Einige A nwendungen der Impulssg~tze. 

stehe~de Platte ersetzt worden, was flit das Folgende vollkommen belanglos 
bleibt). Wird die Breite des Kauals vergriSssert, der Druck und die Geschwin- 
digkeit in D - -  dem gemeinsamen Punkte  der Erzeugenden des Zylinders 
im Unendi ichen - -  festgehalten, so n immt  die Geschwindigkeit  auf der freien 
Grenze ab, und also der Staudruck Po wb'd grSsser. Der Druck p auf  der 
vordere,~ Seite der Platte n immt  seinen grSssteiJ Weft  p,,~,, im Staupunkte  
A atl und  n immt  allm~thlich ab, his er am Rallde gleich po wird. p,,,~, bleibt 
aber wegen der Bernoull ischen Gleichung bet der Erwei terung des Kanals 
unver~udert ,  so dass das Integral :  

j (p - po) d f ,  

welches den Widerstaad darstelIt, offellbar abn immt  , wenn po gr(isser wird. 
:~halich kann man es flit den ausst r0metlden Strahl zeigen; die Wider- 

standsfaktoren werden also sowohl 
~h ~ i~ der Ei[[elschen als auch in der 

Prandtlsche~ Versuchsanstalt grSs- 
_ _  BI ser als in Wirklichkeit, wenn die 

Widerstandsmessungen auf die Ge- 
A ~ ~ schwindigkeit voJ~ der I~latte bezo- 

geJ~ werden. 
Bz Man bezieht sie abel' in den 

F~..~. beideu Versuchsanstal ten auf die 
Geschwindigkeit,  welche in einiger 

Ent fe rmmg hi~lter der Platte d. h. theoretisch auf  der fl'eien Grenze herrscht. 
Wie sich dieser allf diese Weise ermittelte Widerstandsfaktor  verh~tlt im 
Vergleich zu demjenigen,  den ma~ im Falle der Abwesenheit  des Kanals 
erh~tlt, kaml man tlicht mehr  so einfach wie oben einsehen. 

Fl'ir die zweidimensionale Bewegung ist der Fehler, den man begeht, 
we,in man die Widers tandsmessungen  auf die Geschwindigkeit  yon der Platte 

,/ bezieht, positiv und  yon der ersten Ordnung  in V -' wean /) die Breite 
i 

des Kanals ut~d d die der Platte bedeutet ,  d. h. der gemessene Widerstands- 
Nktor  im Kanal o-der in einem aus einer Dfise auss t r6menden  Strahle fiber- 
trifft denjenigen, den man in einem naeh alien Riehtungen unendl ieh  aus- 
gedehntet~ Flfissigkeit messe~ wfirde, um eine Gr6sse, welehe proport ional  

zu ~/d  zu Null geht. Bezieht mall dagegetl den Widerstand auf die Ge- 
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schwindigkeit hinter der Platte, so erhalt man im Kanal einen positiven Fehler 
d 

yon der Gr6ssenordnung ~) und im vollkommen freien Strahle (wo der 

Kaual also verschwunden ist), einen negativen Fehier von derselben GrSssen- 
ordnung; der Fehler, den man begeht, wenn nmn die Widerstandsmessungen 
in einem nur nach el)mr Richtung unendlich ausgedehnten Kanale vollf,:ihrt, 
liegt zwischen (]iesen beiden extl'emen F~ilen(*). 

Die FormeJ)l (3) und (~) bezw. (3)', (3)", (4)', (4)" gelten aueh t'~il' die 
zweidimensionale StrSmung. Formet (4)ist yon Herrn U. Cisotti (~) und 
yon Herrn H. Villat (**~) mittelst des Greenschel~ Satzes bet der zweidimen- 
sionalen Bewegung gefunden worde)}. 

6. Als letzte Anwendung der hnpulsslitze will ich die Antwort auf eine 
aktuelle hydrody))amische Fvage geben. Es handelt sial) unl die statimJare 
zweidimensionale Be~vegung ether idealen, i))komp)'essiblen, in)Unendlichen 
eine linear veri~nderliche Geschwindigkeit besitzenden FRissigkeit um einen 
festen KOrper. Diese StrSmung lenkte neuerdings auf sicb eine besondere 
Aufmerksamkeit durch die Vermutung, dass eine solche Str6mung gewisse 
mit dem Energieprinzip anscheinend in Widerspruch stehende Erscheinungen 
- -  wie der Vortrieb d. h. die Bewegung gegen den Wind obne Arbeitsaufwand 
- -  zu erklaren vermag. Herr v. Sanden hat diese StrSmung um einem flfi- 
gelfSrmigen KSf'per mittelst der Rungeschen graphischen Methode studiert 
und die dabei auftretenden Widerstandskr/ifte Zu ermitteh~ versucht ( ~ ) .  
Seine Resultate, was den Widerstand --  die auf den K6rper in der Richtung 
der StrSmung ausgetibte Kraft - -  ~nbelangt, sind nicht richtig; wir werden 
ganz altgemein zeigen, dass tier Widerstand gleich Null ist. 

Es haudelt sich um die zweidimensionate StrSmung einer idealen in- 
kompressiblen Fltlssigkeit in einem unendlich ausgedehnten mit ebenen 
parallelen Wlinden versehenm~ Kanal A BCD um einen festeu Kiirper K 
(Fig. 6); es seien: 

y~-b, y - ~ - - b  

(~) S. die auf  Seite 35 zitierte Dissertation. 
(~*) 8ul  moto di un solido in  un canale. Rendiconti del Circolo matematico di Pa- 

lermo, 1909. 
(*~) Bur le mquvement discontinu d'un fluide darts un ca~mt rertferma~t un obstacle. 

Annales de l']~cole normale sup6rieure, 1919. 
( ~ )  ~]ber den Au[trieb im nati£rlichen Winde. Ztschr. f. Math. u. Phys.,  61, Bd., H. 3. 
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die Gleichungen der beiden Wiinde des Kanals, 

die der zwei Querschnitte A B und C D. Die StrOmung wird durch die Ge- 
schwindigkeit im Unendlichen : 

u® = 2 ~ y, v® = 0 (5) 

und durch den konstanten Wirbel 

= ~-  ~ ~y = - - ~  (6) 

A 
I 

1 

i 

! 
i 
i 

,,, A 

B 

charakterisier.t. 

K ................. D 

0 x 

Ich will noch vorausschicken, dass die Energiegleichung 
dieser StrSmung, wie ich anderswo 
gezeigt habe (~) folgende Gestalt hat: 

u~+v~=2,~+c; (7) P-~- 2 

die Dichte ist wie bisher gleich 1 
gesetzt worden. Dabei bedeutet C 
eine konstante GcSsse und ~ die der 

C 
Fi~. ~. betrachteten Bewegung entsprechen- 

de Stromfunktion, die tibrigens 
kraft des Beziehung (6) folgender Gleichung gentigt: 

Ausserdem soll ~ den Wert ~ b ~ auf den beiden W~tnden des Kanals und den 
konstanten Wert k auf der Kontur des KSrpers K annehmen; diese Kon- 
stante llisst sich, wie wir zeigen werden, eindeutig bestimmen. Im tibrigen 
soil die Differenz 

im Unendlichen regular sein. 
Setzt man 

___+°+~y~, (s) 

(~) Uber die Bewegung inkompressibler re ibungsloser Fliissigkeiten. Bulletin de ['Acad~mie 
roumaine, novembre 1913, 
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so hat man ftir ~o die Gleichung: 

a~o = 0  (9) 

und die Bedingungen der Regularit~it im ganzen Flfissigkeitsgebiet ein- 
schliesslich im Unendlichen, die Beziehung: 

+o = o (io) 

[iings der Wande des Kanals und 

~o ~ k --  ~ y~ (11) 

auf der Grenze des KSrpers K. 
Die Beziehungen (9), (10) und (11) lassen bekannthcht eine eindeutig 

bestimmte, tiberall in dem betrachteten Gebiete regul~tre LSsung zu; die 
Konstante k bestimmt man hinterher durch die Bedingung, dass die Zirku- 
lation um den Zylinder K einen vorgegebenen Wert hat. 

Jetzt wollen wit den ersten Impulssatz auf die Bewegung der Fltissig- 
keitsmasse, welche dutch die Wande des Kanals, durch die beiden Quer- 
schnitte A B  und CD, durch die Oberfl~tche des KSrpers K und durch zwei zu 
x Oy parallele im Abstande I voneinander stehende Ebenen begrenzt wird, 
anwenden. Die beiden Querschnitte A B und CD nehmen wir genfigend 
entfernt yore K6rper, also a genfigend gross, sodass die Geschwindigkeit 
sowohl in A B als auch in C D bis auf unendlich kleine Gr6ssen dutch (5) 
gegeben wird. 

Es ist ohne weiteres klar, dass die Impuls~nderung in der x-Richtung 
gleich Null ist, so dass sich die ~¢-Komponente der Gleichung (I) zu: 

fA r W ~  p d y  -- p d y  (12) 
B . C 

reduziert, wean W die Resultierende der x-Komponenten der hydrodyna- 
mischen, auf die Oberfl~che des K6rpers K ausgetibten Kr~fte bedeutet. 

Aus (7), (8) und (5) erhait man unmittelbar folgende, bis aufunendlich 
kleine Gr(issen gfiltige Gleichung: 

PAB ~ C + 2 o, ~o 
und also 

+oay-e,,, +oay. 
• B 
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~0 ist aber regular im Unendlichen und besitzt da den Wert Null, so dass 
die beiden Integrale auf der rechten Seite identisch Null siud, wenn man 
unendlich kteine Gr6ssen vernachlassigt. Die G}eichung (1~)' liefert infolge- 
(lessen : 

W ~ 0 .  

Lassen wir ffir ~0 eine logarithmische Singularitat nut im Unendlichen 
zu, so bedeutet das hydrodynamisch, dais die Str6mung eine Zirkulation um 
den K6rper K besitzt. Dieselbe Formel (12)oder (12)' zeigt in diesem Falle 
fast ebenso eiufach wie oben, dasde r  Widerstand gleich Null ist. 

Somit ist die Frage uach dem horizontalen Schube, den ein K6rper in 
einem solchen linear verliuderlichen Winde erfahI:t, vollkommen und atlge- 
mein beantwortet, wenigstens flit die zweidimensionate Str(imung. Das Ener- 
gieprinzip kann in diesem Falle fiber das Vor!landensein eines Wider- 
standes oder eines Vortriebes a priori gar nichts entscheiden, da, wie  Herr 
Prof. Prandtl bemerkt hat, die Gesamtenergio des Systems in bezug auf jedes 
Koordinatensystem uuendlich gross ist; die fiberraschenden Ergebnisse der 
von Sandenschen Arbeit insbesondere dasjenige der Existen z eines Vortriebes, 
d. h. eine.r Kraft welche den Fl~igel gegen den Wind bewegen w~irde, konnten 
deshalb unmittelbar nicht widerlegt werden. Die vorliegende Arbeit zeigt, dass 
weder Vortrieb noch Widerstand vorhanden ist, und dass also eine Erkl~trung 
des Segelfluges auf diese Weise ausgeschlossen ist. 


