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w 1. E i n l e i t u n g  und Ste l lung  der Aufgabe .  Ffir optisehe 
Systeme, die ein verh~ltnism~Big ausgedehntes Bildfeld besitzen sollen, 
pflegt der reehnende Optiker festzustellen, ob die sagittale und tangen- 
time BildfeldwSlbung oder aueh nur ihre Differenz, d.h.  der Astig- 
matismus, in den f~ir den beabsichtigten Zweck noch ei'tr~glichen 
Grenzen bleibt, l~Ieist begniigt er sich damit, dal3 er diese Unter- 
suehung ffir eine bestimmte Dingweite durchfiihrt. So wiirde es sich 
beispielsweise bei einem photographischen Objektiv in der Rogel 
darum handeln, die unendlieh ferne Ebene des Raumes mSglichst 
anastigmatisoh und ohne BildfeldwSlbung (n~imlieh in die Brennebene) 
abzubilden, wahrend man sich etwa bei einer Zeissisehen Punktal- 
brille mit nur anastigmatiseher Abbildung der unendlieh fernen Ebene 
begnfigt. Optisehe Systeme, die erwahnten sowohl win aueh die 
meisten anderer Art, werden nun aber keineswegs immer nur ffir 
eine Dingweite benutzt, und aus diesem Grunde ist es durchaus 
nieht unwichtig, die Abh~ngigkeit der BildfeldwSlbung bzw. des 
Astigmatismuls you der wechselnden Gegenstandsweite festzustellen, 
nm etwa yon zwei Systemen gleieher Abbildungsgiite ~fir die der 
Rechnung zugrunde gelegte Dingweite dem mit geringerer Empfind- 
lichkeit gegen /~nderung der Gegenstandsweite den Vorzug zu geben. 
In die Riehtung dieses Gedankenganges zielt z. B. auch folgende Be- 
merkung von Rohrs  in ,Die Brille als optisnhes Instrument" 1): Der 
teehnisehe Optiker wfirde sagen, die Fe'rnbrillen Wollastonseher Art 
sind ffir eine Variation des Objektabstandes sehr unempfindlieh, 
w~hrend die der Ostwaltsehen bei einer groBen Objektverschiebung 
doeh sehon Abweichungen yon der punktueUen Abbi!~lung in schiefen 
Bfiseheln erkennen lassem 

Die sagittale und tangentiale Bildfeldw~lbung und damit natiir- 
lieh auch der Astigmatlsmus werden in der reehnenden Optik fiir 
eine Reihe yon I-Iauptstrahlneigungen ffir jene passendste Dingweite 
bestimmt, fiir dazwischenliegende Hauptstrahlne!gungen interpoliert 
und .so Kurven der sagittalen bzw. tangentialen Bildfeldwflbung or- 

1) Siehe S. 50. Leipzig, W. Engelmann, 1911. 
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mittelt, wie man solche etwa in yon R o h r s  ,Theorie  und Geschichte 
des photographischen Objektivs" 1) findet. Es ist abet natiirlieh nicht 
gesagt, daft beispielsweise ein photographisehes Objektiv, das fiir ein 
unendlich entferntes Objekt eine gute anastigmatisehe Bildfeldebenung 
aufweist, dieselbe Eigenschaft fiir einen anderen Abbildungsmal]stab, 
etwa den der Gegenstands- und Bildgleichheit besitzt; viehnehr miil~te 
man duroh erneute Reehnung fiir diesen zweiten Abbildungsvorgang 
die sagittalen und tangentialen Bildorte aufsuchen, um iiber die bei 
ihm auftretenden BildfeldwSlbungen auss~gen zu kSnnen. Soweit der 
Verfasser unterrichtet ist~ hat man einer solchen zweiten Bestimmuug 
der BiklfeldwSibungen stets eine neue Durehrechnung nach den iib- 
lichen Rechensehemata zugrunde gelegt,  ganz entsprechend der, die 
bei der Durchrechnung der ersten Abbildung benutzt wnrde, und fiir 
die Untersuchung jedes weiteren Abbildungsvorganges~ der sich durch 
Ver~nderung der Dingweite ergab, wurde eine solche neue Rechnung 
ffir nStig eraehtet, ohne dab man daran dachte, auf Grund der kolli- 
nearen Verwand~sehaft, die ja zwisehen sagittalen und tangentialen 
Ohjekt- und Bildpunkten besteht, sich entsprechend den ffir die 
Gaul]ische Abbildung auf der Aehse geltenden Beziehungen ana- 
lytische Ausdriicke zu schaffen, die fiir beliebige Gegenstandsweiten 
jene Werte best immen.  Diese Au~gabe wollen wit bier 15sen, und 
zwar werden wir auf rein analytisehem Wego zu den geometa'isehen 
(optischen) Ergebnissen gelangen. Unsere Untersuehungen werden 
dabei zweekmM~ig in zwei Abschnitton erfolgen; zunSchst ist die ge- 
stellte Aufgabe in voUer Allgemeinheit zu l(isen und dann wird die 
Brauchbarkeit unseror abgeleiteten Ausdrficke fiir die zahlenmM3igc 
Durehreehnung zu iiberpriifen sein. 

w 2. A l l g e m e i n e  A b l e i t u n g e n .  Wir  gehen aus yon den Be- 
ziehungen 

~$.T/r 

S' ~--- (n 'cosi '  - -  n c o s i ) S  + n r '  (1) 

T r  ~ .  cos 2 i r 
T '  --- (n' cos i' - -  n cos i) I + n cos e i," (1 a) 

in denen S bzw. T die sagittale bzw. tangentiale Sehnittweite, n die 
Breehungszahl, i die Winkel,  die die ttauptstrahlen mit den zuge- 
h6rigen Fl~iohennormalen bilden, und r den Kriimmungsradius der 
breehenden F1Rehe bedeutet, nnd zwar bezeichnen die nicht gestriehelten 
Buehstaben die genannten Werte  vor der Brechung an der Fliiehe, 
die gestrichelten die entspreehenden Werte naeh erfolgter Breehung. 

1) Siehe b-Kurven der Figurentafeln Ibis IV. Berlin, J. Springer, 1899. 



176 w. Merry, [Heft 2 

Kommen, wie bei einem Linsensystem, eine ganze Anzahl Fliiehen in 
Frage, so erhalten diese Bezeichnungen, wenn sie beispielsweise fiir 
die Gr61~en an der ~]ten Fl~ohe benutzt werden, den Index ~]. Die 
Benutzung der Formeln (1) bzw. (l a) schr~inkt den Giiltigkeitsbereieh 
unserer Untersuchungen auf optische Systeme ein, deren homogene 
und isotrope Medien yon nur sph~rischen Fl~ichen begrenzt werden. 
Dagegen brauehen die Flaohen zun~ehst nicht zentriert zu sein; denn  
jene Formeln behalten beispielsweise ihre Giiltigkeit, wean nur die 
s~tmtlichen Mittelpunkte der Fl~chen in einer Ebene liegen, in der 
auch der HauptstrahI vertiiuft. Da wir aber im weiteren Verlauf der 
Untersuchungen fiir die in Frage kommenden optischen Systeme das 
Bestehen der Beziehungen des GauBisehen Paraxialraumes voraus- 
setzen, so miissen alle unsere Entwickelungen auf zentrierte Systeme 
besohriinkt werden. Die kollineare Zuordnung,  die S and S ~ durch 
(1) bzw. T und T'  dutch (1 a) erfahren, ist bekanntlich ein-eindeutig; 
nut in dem Falle der uneigentlichen Kollineation, iu dem die Deter- 
minante der Substitution versehwindet, d. h. also 

r~ n n' ----- 0 (2) 
bzw. 

r~ n n' cos~ i ebs2 i' -~  0, (2 a) 

ist diese Beziehung nicht mehr ein-eindeutig. D a n  und n ~ ihrer physi- 
kalischen Bedeutung nach nieht Null werden kSnnen, und aui~ordem 
der Fall r - -  0 physikalisch nieht zu verwirkliehen ist, wird die Zu- 
ordnung der sagittalen Schnittweiten immer einer eehten Kollineation 
entsprechen. Aus (2a) abet erhalten wit die Bedingungen 

i = 900 (3al) 
oder 

i' ~--- 900. (3a2) 

In den F~llen (3al) und (3a,),  in denen also der ein- bzw. aus- 
tretende Hauptstrahl die brechende Flitehe beriihrt (streifender Ein- odor 
Austritt), besteht koine ein-eiadeutige Beziehung mehr, and da wir diese 
gerade fiir unsere weiteren Entwiekelnngen benutzen wollen, miisseu 
wir aueh den Fall (3a!) and (3a~) hier aussehlie~en. Damit haben 
wir die Grenzen abgesteekt, innerhalb denen unsere ~'atersuehungen 
Giiltigkeit haben werden. Wi t  fassen noch einmal zusammen: Unsere 
Entwickelungen besehr~inken sich auf optisehe Systeme, deren homo- 
gone und isotrope Medien yon zentrierton Kugelfliicheu begrenzt sind, 
yon denen keine den Radius NuU hat. D e r  Hauptstrahl (der Triiger 
des unendlich engen Biisohels) schneider die hchse und bildet an 
keiner Fl~iche des Systems mit dem-Einfalls- bzw. Austl~t~slot einen 
reehten Winkel. 



1920] iJ-ber die Abh~ngigkeit d. Astigmatismus u. d. BildfeldwSlbungen usw. 177 

Die duroh die kollineare Verwandtsehaft (1) bzw. ( l a )  gegebenen 
Punktreihen S und S p bzw. T und T p sind perspektiv; denn im 
Schnittpunkt der beiden Tr'~iger (des an der Fl~ehe ein- und aus- 
tretenden Hauptstrahles) liegen entsprechende 1)unkte vereinigt, da 
ja fiir S-----0 bzw. T - - 0  auch S ~ - -  - - 0  bzw. Tr-----0 ist. Sehon 
Y o u n g  1) hat die Perspektivit~itszentren angegeben, n~mlich fiir die 
sagittalen Gegenstands- und Bildpunkte den Kriimmungsmittelpunkt 
der breehenden Fi~iche und ffir die entspreehenden tangentialen Punkte 
einen Punkt, dessen geometrisehe Auffindung er zeigt. 

Da wi r ' nun  sowohI fib" die sagittalen wie tangentialen Schnitt- 
weiten vor und naeh der Breehung an einer Fl~ehe nur die eigent- 
liche Kollineation gelten lassen, stehen bei einem S y s t e m yon 
breehenden Fl~ehen auf Grund der Gruppeneigensehaft der linearen 
Substitution samtliehe sagittalen bzw. tangentialen Schnittweiten vor 
oder naeh der Brechung an irgend einer Fl~iche des Systems zu den 

Fig. 1. o~ 
, , F ~ 7  

J E' 

en~prechenden Schnittweiten an irgend einer anderen Fl~ehe des 
gleichen Systems vor oder nach der Breehung in der Verwaudtschaft 
eigentlicher Ko]lineation, und damit ist auch die Panktreihe S1 bzw. 
T~ auf dem in  das System eintretenden Hauptstrahl projektiv zu d e r  
Punktreihe S~ bzw. T~  auf dem aus ihm aus~retenden Hauptstrahl,  
wobei also angenommen ist, da~ das betraehtete Linsensystem 

FIRchen hat. 
In der nebenstehenden Fig. 1 sell das Kreisstiick 1 bzw. ~ den 

Meridianschnitt der Front- bzw. Riiokfl~che eines zentrierten sph~risehen 
Linsensystems mit der Aohse A B darstellen; die Fortsehreitungs- 
riehtrmg des Liehtes ist in iiblicher Weise yon links naeh reehts an- 
genommen. OaP ist der eintretende Hanptst!~hl an der FIRehe 1, 
der mit der Aehse den Winkel u bildet, /~ 0' ist der entsprechende 
austretende Hauptstrahl, tier die Fliiche ~ in /~ durehdringt und mit 

1) Siehe On the Mechanism of the Eye (27. Nov. 1800). 
~.ei~schrifr f l i t  l~hysik. 1920. 12 
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�9 der Achse den Winkel u' einschliegt. /~ ist der vordere Brennpunkt 
und C D  der Meridianschnitt der zugeh6rigen Brenneben% /~' der 
hintere Brennpunkt und C~D ' der Meridianschnitt der hinteren Brenn- 
ebene. 0 s E  bzw. 1 ) O  sind Lore auf A B  mit den Ful~punkten E 
bzw. G, 0'  E '  ist die Gaul3isehe Bildebene yon 08 E und G' der Furl- 
punkt des Lores yon 1)' auf A B.  Fs  bzw./Tt isg der vordere sagittale 
bzw. tangentiale u n d / ~  bzw./7~ tier hintere sagittale bzw. tangentiale 
Brennpunkt. Nehmen wir das Objekt als anastigmatiseh geebnet an, 
so isg 0s ---- 0~ der sagittale bzw. tangentia!e Gegenstandspunkt und 
0~ bzw. 01 sind die entsprechenden Bildpunkte; 0s/i/w~ire der Meridian- 
sehnitt eines Stiiekes der abzubildenden Dingebene. Ist f die Brenn- 
weite des ganzen Linsensystems und m der Abbildungsmal~stab, go ist 

F z  = - -  .~. f, (~) 
d. h. also beispielsweise, dag far Systeme mig positivem f bei posi- 
tivem m die Abbildung reell, bei negativem m virtuell ist. 

Ferner setzen wir: 

O F  -----6, 

GIFP--~ - ~' 

P O e  --~- $1, 

P O t  = T .  

PF~ = Sf, 

1)~  = ~ ]  
2 ' F ;  - -  S), 

f w r 1) f~ = Tr, (5) 

i 2 ' 0 ; =  S' 
P ' 0 ; =  T;. 

Dann ist die Punktreihe 08 bzw. 0t~ deren Pankge dureh ihre 
Abszissen S~ bzw. I'1 bestimmg siad, naeh unseren Er6r~erungen pro- 
jektiv zu der Punktreihe 0; bzw. 0~, die dureh ihre Abszissen S~ 
bzw. T~ gegeben sin& Dem Punkge 2'8 entsprichg der unendlieh 
ferne Punkt  der Reihe 0; und dem Punkt  F t  der unendlieh ferne 
Punkt  der Reihe 0~; umgekehrt entspHcht F;  der unendlich feme 
Punkt der Reihe 0s und FI  der unendlich ferne P u n k t  der Reihe 0~. 
Die sagittalen und tangentialen Brennpunkte sind also Fluchtpunkte. 
Benutzen wir die fiir solche Punkte geltende sogenannte Fluchtpunkt- 
relation, so kann man setzen: 

($1 - -  S f ) .  (S'~ - -  S)) ----- eonst - -  k (6) 
und 

(T1 - -  Tf )  ( I ;  - -  T'f) = r = K. (6a) 

Bezeichnet man nun mit fs bzw. /) die sagittale bzw. tangentiale 
Brennweite, so ist 

(.s;. s;) 
fs ~--- \S~. Ss S~-s~=~' (7) 

=  os, .oosi,.. eos , ' , , . (T;  
" ' ' ~ " "  ~ ( 7 a )  

e0s ~ cos i~.. cos/;  \T~ i r~ . . .  ~ =  | 
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und es folgt:  

und 
~ = - f :  (s) 

K = - - f / .  (8a) 
Ferner ist aus Fig. I leicht zu ersehen: 

s ,  = T1 - -  ~ - -  " ' f ,  (9)  
COS U 

wobei also der ])ingpunkt als anastigmatisch angenommen ist. 
Mit Hilfe der Beziehungen (6), (6a), (7), (7a), (8), (8a) und (9) 

ergibt sich nach einfacher Zwischenrechnung: 

S ~ . m +  f:  cos u-~-  S}Sfcos  u - -  S}. 
f ' -- , (10)  

S;  Srcos  u -- ~ + m 

f 

2). m n t- ff  cos u ~- T'f T fcos  ~ -- r ' f .  6 

f (10a) T; 
Tfcos  = - -  ~ + 

f 
Damit ist die Abh~ingigkeit der S; und T~ vom AbbildungsmaB- 

stab, also auch yon der Dingweite, gefundcn, und zwar stellen (10) 
and (10a) gleichseitige Hyperbeln dar, deren Asymptoten parallel zn 
den Koordinatenachsen m u n d  S~ bzw. T~ laufen. Nur ffir die Be- 
dingung 

f:zosu = 0 (11) 
f 

b z w .  

f/cosu ~ 0 (lla) 
f 

entarten diese l-lyperbeln. Die in den genannten Bedingungen ent- 
haltenen Falle sind physikalisch siimtlich bedeutungslos. Bezieht man 
die dutch (10) and (10a) dargestellten Hyperbeln a u f  ein Koordi- 
natenkreuz x, y, indom man m - - - x  und S~ bzw. T~ gleich y und 
ferner zur Abktirzung noch 

f:oosu + S~Stcosu - -  S~(~ __-- A,,  (12) 
f 

Sf  cos u - -  
= B~, 0 3 )  

f 
g c o s =  + T~Trcos  ~ - -  r ~  

f ~ .At, (12a) 

2teosu - -  

Bt (13a) 
f 
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.einfiihrt, so k•unen (10) und (10a) in der Form geschrieben werden: 

y x - -  S ' f x  -}- B ~ y  - -  A~  --'- O, (14) 
y x - -  T~x--{-  B l y - - A ~  " - -  O. (14a) 

Die Schnittpunkte dieser beiden Kurven geben die Werte des 
AbbildungsmaBstabes odor auch die sagittale und tangentiale Schnitt- 
weite naoh dem Durohgang des Btischels dutch das 0ptische" System 
an, ffir die Anastigmasie herrsc, ht. Die Kombinat~on Yon (14)und  
(14a) fiihrt auf 

x ~ ( S f  ~ T~) - -  x (At - -  A~ --/~t S~ + B~ T~) + (B~ As - -  A~ B~) ~--- 0. (15) 
Es ergeben sioh also zwei Werte fiir x~ zu denen je ein Weft 

von y gehSr~, d a y  linea,' in die Gleichung (14) und (14a) eingeht. 
Die zwei weiteren Schnittpunkte~ die die beiden Hyperbeln haben 

miissen, liegen im Unendlichen und lassen sich mit I-Iilfe ihrer Asym- 
ptoten ermitteln. Die Gleichungen der beiden Asymptoten fiir die 
durch (14) gegebene Hyperbel sind: 

x = . - ~  (16) 
and 

y = s~ (17 )  

und ffir die durch (14a) bestimmte Hyperbel entsprechend: 

x = -- B, (16a)  
nnd 

y = r~. (17a> 
Die unendlich fernen Schnittpunkte der beiden Hyperbeln liefern 

also im allgemeinen keine anastigmatische Abbildung; denn fiir den 
unendlieh fernen Punkt 

y _____ oo (18) 

werden die beiden Abbildungsmal~st~be, solange Bs::~:::B~ ist, ver- 
schieden, fiir die sagittale Abbildung wh'd n~mlioh 

X ~ ~ . B  8 

und fiir die tangentiale 

Ahnlich ist fiir 

(19) 

x ---- - -  Bt .  (19a) 

x----  oo, (20) 
y = s~ (21) 

fiir das sagittale Abbildungsgebiet and ffir das tangentiale 
y ---- 2~, (21~> 

d. h. die Bildschnittweiten sind versohledeh~ wofern nur Sk~ T~ ist. 
Beriihren sich dagegen die Hyperbeln (14) und (14a) in einem 

ihrer unendlich fernen Punkte~ das tritt loin entweder ffir 

B~---Bt ,  was glei~hbedeutend mit S f  ~ -  :I f  (22) 
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ist (der vordere sagittale und tangentiale Brennpunkt fallen dann zu- 
sammen), oder ftir 

= (23) 

d.h.  der unendlich ferne Punkt der Punktreihe 0~---0~ wird an- 
astigmatisch abgebildet, so liefert die Kombination yon (14) und (14a) 
nur noeh einen endlicheh Sehnittpunkt, der beim Bestehen tier Be- 
dingung (22) geliefert wird dutch 

A~ - -  A~ (24) 

nnd bei Erfiillung der Bedingung (23)gegeben wird dutch: 

A, (25) 
Y ~ -  Bs  .B~" 

Bertihren sich die Hyperbeln in ihren beiden unendlieh fernen 
Punkten, d. h. (22) und (23) bostehen gleiohzeitig, das be~eutet, daiS 
der unendlieh ferne Punkt und der zusammenfallende sagittale und 
tangentiale Brennpunkt der Reihe 0s ~--- 0t anastigmatiseh abgebildet 
werden, so llefert die Kombination yon (14)und,(14a) l~einen weiteren 
Schnittpunkt. Es w~re nun der Fall noch m6glieh, da~ die beiden 
Hyperbeln (14) und (14a)Zusammenfallen, daiS also fiir j ede Ding- 
weite anastigmatische Abbildung unserer Punkte 0a-~-0~ eintritt; 
dann ist 

sf  = rf ,  
f : = f L I  

Dieser letzte Fall (26) liegt v0r , wenn der Hauptstrahl alle Flaehen 
des Systems senkrecht durehsetzt. Wir k6nnen also sagen: Aaf jedem 
Hauptstrahl lassen sieh im allgemeinen zwei Dingpankte flnden, deren 
Bilder anastigmatisch sind. Gibt es deren mehr~ so sind die Bilder 
aller Dingpunkte anastigmatiseh. 

Dieses Ergebnis, das sieh gloichsam nebenher aus der ffir nns 
n6tigen Bereehnung der anastigmatiseh abgebUdeten Dingpunkte er- 
gibt, ist iibrigens ohne weiteres aus folgender ~[berlegung einleuehtend. 
Da n~mlieh die beiden Punktreihen S~und  T' eln und derselben 
Punktreihe, namlieh 0, ----- 0~ projektiv oder kollinear zugeordnet sind, 
so sind sie aueh unter sieh projektiv. Well ferner in einer kolli- 
nearen oder projektiven Verwandtsehaft auf de r se lben  Geraden, i n  
unserem Falle auf dem austretenden Hauptstrahl~ es  zwei und nur 
zwei sieh selbst entspl"eehende Punkte gibt, odor atle zttsammenfallen, 
so ist damit unser obiger Satz bewiesen. Sind die beiden zusammen- 
fallenden Fnnkte reetl, so heiBt die kollineare Zuor~tnung bekanntlich 
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hyperbolisch, sind sie imagin~r, so hei6t sie elliptisch und, fallen sie 
zusammen, so heil~t sie paraboliseh. 

Der Betrag A des Astigmatismus kann berochnet werden mit 
n i l fe  yon (10) and (103) als" 

t 

2; -- s',, - Trm + a~ s'r r~ + -4, 
m+Bt --~' m~:B8 (27) 

In der rechnenden Optik pflegt man allerdings meist fiir den 
Weft  des Astigmatismus nicht A, sondern A.cosu '  anzugeben. Der 
Einfachheit wegen bleiben wit bei der durch (27) eingefiihrten Gr56e A. 
Um den Verlauf der astigmatischen Betriige etwas n~her kennen zu 
lernen, denken wir uns wieder m = x als Abszisse abgetragen und 
A ~---y als die zugeh6rige Ordinate und wir setzen zur Abkiirzung: 

(x) = S~x + A, (28) 
�9 + B ,  ' 

z (x) -- T ~  + A, 
x + B~ (28 a) 

])ann gibt yon den folgenden drei Beziehungen: 

= Z (~) - -  ~ (~), (29) 
u' = z'(~) - ,r (~), (~o) 
u " =  z " ( ~ ) -  ~"(x)  (31) 

die erste eine Kurve dritten Grades an, deren Ordinaten also die Be- 
triige der Astigmasie sind, die zweite den ersten Differentialquotienten 
und die dritte den zwe i t en  Difforentialquotienten dieser Kurven- 
ordinateu an. S~tzt man in ihnen die linke Seite gleieh Nail, so 
liefort (29) die Ma6stabswerte x, fiir die die anastigmatisehe Abbildung 
stattfindet [siehe die Gleiehung (15)], (30) die Werte yon x, fiir die 
die Kurve der  astigmatisehen Abweiehungen extremale Werte an- 
nehmen kann, und (31) solehe x - W e r t e ,  fiir die die genannte Kurve 
Wendepunkte hat. Diese Gleiehungen lauten dann in der entspreehen- 
den Reihenfolge in extenso hingesehrieben: 

x '  (T) - -  @ + x ( A t -  A~ + B~ r )  - -  B, S~) + (At m - -  A, Bt) 
(x + B,).  (~ + B,) = 0, (32) 

f~ -- .f~ ) + f~ Bt -- fi B~ -----0, __ x~(f;-"h ") + 2x(Bt " B ,: , , , , (33) 
-- (5 + B,)~. (~ + B,)~ 

(~ +/~,). (x + ~.)~ 
= ,x. (f~ . f~ ) + a x ( B ,  fi ,-- BtlT ) + 3 x (  B ;  f~ - B t  f/)..?-(B~r ' 

(5 + B,),. (~ + ~,), 
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wobei bei der Ableitung der beiden letzten Gleichungen der nieht 
COS 

interessierende Fak to r - -7~  unterdriickt worden ist. 
/ 

Naeh der Untersuehung der Abhiingigkeit des Astigmatismus 
veto AbbildungsmaBstab, d. h. yon der Dingweite, bleibt noeh iibrig, 
die entspreehenden Untersuehungen ffir die Bildfeldwillbungen dureh- 
zufiihren, Als MaB W~ fiir die sagittale BildfeldwSlbung wollen wit 
ira Hinbliek auf unsere Fig. 1 setzen: 

f 

' ( 3 5 )  W~ ---~ S~ cos u' 

und entsprechend fiir die tangentiale Bildfeldw61bung:. 

8' + f  

, m ('35 a) 
W~ --~ T~ cos u ' '  

wenn auch in der reehnenden Optik hanfiger die Ausdi'iieke Ws. cos u ~ 
bzw. Wt.eosu'  als Bildfeldwflbung bezeiehnet werden; ein wesent- 
richer Untersehied in den Entwiekelungen kann' ja dadurch nicht ein- 
treten, dab man die Ausdriieke (35) und (35a) den letztgenannten 
vorzieht. Wir fiihren die Untersuehungen weiter an Hand der Be- 
ziehung (35) dutch; fiir (35a) wiirde sie selbstverstiindlieh ganz ent- 
spreehend sein, so dab wit uns begniigen k6nnen, jedesmal flur das 
Ergebnis hierfiir mit hinzusetzen. Bezeiehnen wit wieder m m i t  x und 
ferner Ws mit y, go l~il]t sieh (35) aueh sehreiben: 

S~x ~- A~ ~' x + f (36) 
Y ~-~ x + B8 x.cos u' 

8'5__ oder ,  wenn wir den Ausdruek x--~-f den man als Gaul~isehe 
X. COS ite 

Sehnittweite bezei~hnen kann, noeh gleieh ~(x) setzen mit Hilfe 

yon (28): y = cp (x) - -  Ip (x). (37) 

Die Kurvenordinaten (57) geben uns also die Werte ftir die 
sagittale BildfeldwSlbung an. Der Ausdruek 

(x) - -  x + f (38) 
X .  COS it' ~ y' 

y wiirde also hierin, die Gauflisehe Sehnittweite bedeuten, stellt 
iibrigens auch eine gleiehseitige Hyperbel dar, deren zu den Koor- 
dinatenachsen parallel laufende Asymptoten dureh 

= 0, (39) 
8' 

Y - -  cos u' (40) 
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gegeben sin& Da (37) ganz in derselben Weise wie (.29) gebaut ist, 
so k6nnen wir aueh die gleiehen ~ber legungenwie  oben anstellen. 
Wir bilden entspreehend (30) und (31) 

:v' = ~' (~) - *' (~), ( 4 1 )  
r  ~"(~) , " ( x ) .  ( 42 )  

Setzen wir die linken Seiten yon (37), (41) und (42) gleich Null, 
so erhalten wir. die Gleichungen: 

X 2 (S~eos ut ~ rS') .-}- x (As cos u' - -  Bs ~' - -  f )  - -  W.B8 
�9 x . (~  + B~) .  e o s r  . . . . .  = o, ( 4 3 )  

x~ (f2 __ f :  cos u cos u') + 2 x f~ B, + f2 B:  
~ x 2 ( x + B , ) ~ f c o s u  , ~--- 0, (44) 

xs (f2 cos u cos u' - f~) - 3 x 2 f~/~s - 3 x f~/~2 - f2 B2 
' xs (x +/~,)s  fc0s u' ---- 0. (45) 

Die Gleiehung (43) liefert zwei Werte von x, ffir die der sagit- 
tale Bildpunkt in die Gaui~ische Bfldebene flillt. Die unendlieh fernen 
Sehnittpunkte der beiden dutch (14) and dureh (38) gegebenen gleich- 
seitigen Hyperbein sind in der ganz entspreehenden Weise auf- 
zusuehon, wie das welter oben bei den beiden Hyperbeln (14) und 
(14a) geschehen ist, Wir nnterdritcken daher die entsprechenden 
Ableitungen. Analog de m obigen Satz fiber die Anastigmasie k6nnen 
wit jetgt 8agen: Es gibt atff jedem Hauptstrahle zwei Dingpunkte, 
deren sagittale Bildpunkte in die zugehSrige~ Gauflisehen Bildebenen 
fallen. Gibt es deren mehr, so fallen siimtliche sagittalen Bildpunkte 
in die zugeh6rigen Gaul~ischen Bildebenen. ~ entspreehender Satz 
gilt natiirlieh aueh ffir die t~ngentialen Bildpunkte. Die Gleichung (44) 
gibt die Werte yon x, fiir die die Kurve der sagittalen Bildfe]d- 
w~iIbung extremale Werte miiglicherweise annimmt, und die Gleichung 
(45) solehe x-Werte, fiir die unsere Kurve Wendepunkte haben kann. 
Die entsprechenden Werte fiir die Kurve der tangentialen Bildfeld- 
wOlbung sind: 

T~x + A,  t~' x + f (36a) 
Y - - - '  ~ + B~ - -  .~. cos  u "  

x~(r~ cos u' - -  a') + x (a~ cos u ~ - -  Bt i5' " f )  - -  f ,  ~ 
= o, ( 4 3 ~ )  ~" (~ + ~0" eos  u' 

x* ( fa  - -  f,~ eosu cos u') + 2 z P . B t  + f~ B ~  
x i (x + Bt) ~/'cos u r --- 0, (44a) 

a:s (Jet" cos u cos u' - -  f*)  - -  a aa ~ Bt  - -  3 a~ f~ t~," - -  f B i  ~ " 
. . . .  x S ( x  + B t ) S f c o s u t  ----- O, (45a) 

Damit beenden wir unsere allgemeinen Abteitangen, die uns 
folgendes Ergebnis brachten: 
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Auf Grund der koUinearen Beziehungen, die zwisehen den als 
anastigmatisch angenommenen Dingpunkten auf dem eintretenden 
Hauptstrahl und den sagittalen bzw. tangentialen Bildpunkten auf dem 
austretenden Hauptstrahl bestehen, steUten wir mit Hilfe der Flucht- 
punktrelation eine analytisehe Beziehung zwisehen Dingpunkten und 
sagittalen bzw. tangentialen Bildpunkten auf. Diese lieferte uns weiter 
analytisehe Ausdriicke ftir den Astigmatismus, die sagittale und tangen- 
tiale BildfeldwSlbung, die geometriseh als Kurven dritten Grades ge- 
deutet werden konnten und zur eingehenden Untersuchung der ge- 
nannten Bildfehler optischer Systeme dienen kSnnen. 

w  Z a h l e n b e i s p i e l e .  In diesem Absehnitt sou untersucht 
werden, inwieweit die eben gegebenen Entwickelungeh fiir die prak- 
tische Arbeit des reehnenden Optikers yon Weft  sind. Wir legen 
zun~chst unserer Betrachtung eine gleiehschenklige bikonvexe Linse 
zugrunde, die nebenstehende Fig. 2 in sehematisehem Quersehnitt 
zeigt. Ihre Kriimmungsradien sind gegeben dutch r l  ~ 98,3mm, 
r~----- ---~ 98,3mm, ihre Dicke dutch 
d ~ 10ram, ihre Brechnngszahl 
ist n ~--- 1,5 und ihr Blendenmit- 
telpankt (Hauptstrahlkreuzungs- 
punkt) sell auf der Aehse 25 mm 
vor dem Scheitel der dem Lieht 
zugekehrten Linsenfl~ehe liegen. 
Der eintretende ttauptstrahl sei 
unter einem Winkel yon 200 gegen 
die optische Aehse geneigt. Allen 
im folgenden zahlenm~l~igen 

Fig. i2. 

Durchreehnungen liegt stets die Genauigkeit fiinfsteUiger Logarithmen 
zugrunde. Wit  nehmen an, da wir ja hier nur die Verwendbarkeit 
der von uns abgeleiteten Ausdrficke zu prfifen bezweeken, da~ nach 
den tiblichen Reehnungsvorsehriften der sagittale und t~ngentiale Bild- 
punkt  des unendlieh fernen Punktes des eintretenden Hauptstrah!es, 
d. h. /~ und :F~', bestimmt sind, und zwar ist: 

S~ --~ 93,184 mm, (46) 

T~ ~ 87,832 ram. (46 a) 
Ferner ist die Brennweite der Linse fiir den Paraxialraum: 

f ~ 99,995 mm (47) 
und es ist ~' ----- 97,226mm 1 (48) 

u ---~ 20,0000 ~ (49) 

u ~ ~ 13,6105 ~ (50) 
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Diese Werte sind also alle den fiblichen Dnrehrechnungen, die 
zur Bestimmung des Astigmatismus notwendig sind, unmittelbar zu 
entnehmen. Die Ermittelung yon f~ und ]~ hat auf Grund der Gloi- 
chungen (7) und (7a) zu erfolgen, maeht aber aueh keine sonderIiehe 
Arbeit, da die dabei auftretenden GrSi]en ebenfalls s~imtlieh in jenen 
Durehreehnungon bereits enthalten sind. In unserem Fall ergibt sich 

log f• ~--- 96 782 + 3, (51) 

l o g f f ~  87161 + 3. (51a) 

Zu der sonst fibliehen Durehrechnung kommt nur noeh hinzu, 
daft einmal die Strecke G:F (siel~e Fig, 1) durch rfickw~irtige Null- 
strahlrechnung und ebenfalls durch rfickw~rtige Durehreehnung, 
n~imlieh dureh Bestimmung der Bildpunkte des unendlieh fernen Punktes 
des a u s t r e t e n d e n  Hauptstrahles die Lage yon Fe und Ft festgestellt 
werden muI~. Es ergibt sieh dann: 

---- - -  97,042 mm, (52) 

Sf----- - -  93,370 , (53) 

Tt= --79,i17 ,, (53a)  

Damit haben wir alle Werte, die fiir die Benutzung unserer oben 
abgeleiteten Formeln notwendig sind. Die eigentliehe Mehrarbeit 
besteht also im wesentlichen nur darin, dab man zwei Durchreehnungen 
vomimmt, indem man die NuUstrahlrechnung vet. und riiekw~irts und 
die Durehreehnung ffir den tangentialen bzw. sagittalen Abbildungs- 
vorgang ebenfalls vor- und rfickw~irts ausffihrt, und zwar stets fiir die 
in Betracht kommenden unendlich fernen Punkte. Man hat also 
gleiehsam mit zwei Durchreehnungen sieh die MSgllehkeit gesehaffen, 
fiir jede beliebige Dingweite unter Benutzung der Ausdriieke (10) 
und (10a) die sagittalen und tangentialen Bildpunkte anzugeben. So 
ergibt sieh fiir unser Beispiel durch Einsetzen de r  Werte (46), (47), 
(49), (51), (52) und (53) in (10) und der Werte (46a), (47), (49), (51a), 
(52) und (53a) beziiglich: 

93,18.4 m + 95,930 (54) 
S~ . . . .  m + 0,093 03 

und 
T~ : 87,832 nt + 89,858 (54a) 

m + 0,226 995 

Damit ist fiir unser Zahlenbeispiel eigentlich die gestellte Auf- 
gabe gelfst. Um aber uns eingebender fiber den Verlauf der in 
Frage kommenden Grfflen zu unterriohten, wollen wir hier noeh die 
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Kurven der Gaul~ischen und der sagittalen SchnittWeite, der sagit- 
talen BildfeldwSlbung (flit die entspreehenden tangentialen Werte 
sind die Untersuchungen ganz gleiehlaufend) und sehliefilich des 
Astigmatismus, wie sie dutch unsere oben abgeleiteten Ausdriicke 
gegeben werden, zm" Darstellung bringen. Die durch (38) bestimmte 
Kurve der Gaufiisehen Schnittweite wird hier zu: 

97,226x + 99,995 
Y ----- 0,971 92 x (55} 

Ferner ergibt sich aus (54) als Kurve der sagittalen Sohnittweite 

93,184x @ 95,930 
Y = x + 0,093 03 (56) 

Die 'Di/ferenz der beiden Kurvenordinaten (55) und (56) gibt 
entsprechend unserer Beziehung (37): 

93,184 x + 95,930 97,226 x + 99,995 
= - -  (57) 

Y x @ 0,093 03 0,97192 x 

die Werte  fiir die sagittale Bildfeldw(ilbung. ])arch l~ullsetzen der 
linken Seite yon (57) erh~lt man die Sohnittpunl~e der beiden 
Kurven (55) und (56), d. h. die beiden endliehen Abbildungsmal~stabe, 
fiir die die Bildpunkte in die Gauf l sche  Bildebene fallen. Man erhiilt 
mit Hilfe ~on (43): 

x 2 @ 2,373 57 x @ 1,397 01 = 0 (58) 
and daraus folgt: 

x, = - -  1,079 77, 1 (59) 
x~ = - -  1,293 79. / 

Die extremalen Werte der Kurve (57) ergeben sioh aus Gleichung 
(44) als: 

x 2 ~- 1,225 34x @ 0,056 994 - -  0 (60) 
mit den Wurzeln: 

xl ~--- - -  0,048 42, 
(61) 

x~ = - -  1,176 92. 

Fiir die im Endlichen gelegenen Wendepunkte der Kurve (57) 
liefert die Gleiehung (45) folgende kubisehe Gleichung: 

x 3 @ 1,838 x~ @ 0,171 x -~ 0,0053 - -  0, (62) 

4ie nur eine reelle Wurzel besitzt, n~imlieh auf Hundertstel abgerundet: 

x = - -  1,74. (63) 

Damit sind fiir unser Zahlenbeispiel die oben gegebenen Ausdriieke 
fiir die Kurve der sagi~ttalen BildfeldwSlbung bereehn'et.  Die um- 
stehenden Fig. 3, 4 und 5 zeigen entspreehend den Kurvengleiehungen 
(54) oder (56), (55) und (54a) die Abhiingigkeit der sagittalen 
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Sehnittweite S~, der Gaufiischen Sehnittweite G~ und der tangen- 
tialen Schnittweite T~ yon dem AbbildungsmaBstab m. Will man die 
Werte fiir die sagittale BildfeldwSlbung bestimmen, so braueht man 
nur aus den Kurven der Fig. 3 und 4 die Differenz der Ordinaten 
fiir gleiche m-Werte zu bilden; entsprechend kann man f-fir die tangen- 
tiale BildfeldwSlbung mit Hilfe der Hyperbeln der Fig. 4 und 5 ver- 
fahren. Den Astigmatismus fiir einen bestimmten AbbildungsmaB- 
stab m erh~ilt man, indem man fiir diesen m-Wert  die Differenz-der 
Ordinaten der Kurven der Fig. 3 und 5 bildet. Woilte man die sagit- 
tale und tangentiale BildfeldwSlbung und den Astigmatismus i n  ihrer 

Fig. ~. 
s; 
50 

75 

25 

m 

~- lO-t -20Jr30 - 3 0 - - 9 0  --I0 

Fig. 4. Fig. 5. 
~,; T; 

15( 150 

12~ |25 

1 ~  lO0 

50 

25 

m 
- 3 0  - -20--10 I ~- IOJp 20 ~-30 - - 3 0 - - 2 0 - - 1 0  

?S 

m 

Abh~ingigkeit yon m direkt dureh Kurven darstellen, so wiirde man 
eben jene oben erwiihnten Kurven dritter Ordnung erhalten, deren 
Gleichung wit in (57) fiir die sagittale Bildfeldw6lbung fiir unser 
Zahlenbeispiel angegeben haben. 

In der Einleitung haben wir sehon darauf hingewiesen, da~ man 
in der Regel zur Feststellung der sagittalen und tangentialen Bild- 
feldw~lbung eines optisehen Systems diese f/it eine ~nzahl yon 
Hauptstrahlneigungen (etwa fiir drei) fiir elne bestimmte Dingweite  
ermittelt, ffir dazwisehenliegende Hauptstrahlneigungen interpoliert 
und so die Kurve der sagittalen bzw. tangentialen BildfeldwSlbung 
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findet. W i l l  man diese K u r v e n  fiir mehrere  Dingwei ten  bes t immen,  

so b rauch t  man nur wieder  unsere Beziehungen (10) und (10a)  zu be- 

nutzen. W i r  geben  die so gewonnenen  K u r v e n  fiir  alas unter  dem 

N a m e n  P l ana r  bekann te  seehsl insige Ob jek t iv  tier F i rn l a  Carl  Zeiss, 
dessen sehemat ischer  Quersehni t t  ums tehend  in F ig .  6 abgeb i tde t  

ist, and  zwar fiir  fo lgende  Ausf f ih rungsform:  

Fl~chenradien : Linsend_icken : Brechungszahlen 
r 1 = 9.4,8 mm d 1 ~ 3,2 mm ffir die D-Linie 
r~ ~ 61p5 . d~ ~--- 2,6 ,, des Spektrums: 
r 3 ~ 80 ,4  . d 3 ~ 1,0 . L 1 : 1 , 6 1 1  

r 4 ~--- - - 2 2 , 7  , d 4 ~ 1,0 ,, L ~ : 1 , 5 3 0  

r 5 ~ 17,4 , d 5 ~ 2,6 ,, - L 3 : 1 , 5 2 3  

r 6 ~ - - 1 7 , 4  ,, d 6 ~ 3,2 ,, L 4 : 1 , 5 2 3  

r 7 ~ 22~7 , L u f t a b s t ~ n d e  u n d  L 5 : 1~530 

r s ~ -  - -  27,2 ,, B l e n d e n r a u m :  f"6 : 1,611 

r~ ~ - - 5 1 , 8  ,, 1 l ---~ 0,1 m m  B r e n n w e f f e :  

rlo---:~ - -  25,8 , b 1 ~ 3,6 , f ~ 100 mm 
b 2 ~ 3,6 , 
l~ -~- 0,1 . 

Mit I-IiLfe der  F ig .  6 sind die ffir des P l ana r  gegebenen  optischen 

Kons tan ten  wohl  e indeut ig  erkennbar .  

Die  Ausdr i ieke  (10) bzw. (10a)  nehmen in en t sprecaender  Reiheu-  

fo lge  die  Ges ta l t  an:  

S, 93,916m + 103,879[ fiir  d e n u m d e n  Winkelu~---  16,7 o gegen die" 
10 ~..~_ - -  , , , . 

m + 0 , 0 0 6  46 [Aehsegene ig ten ,e in t re tendenHa .up t s t rah l ,  

S~0 97,823 m + 108,243~ffir den um d e n W i u k e l u  ~ 23,20 gegen  die 
= m + 0,008 82 ~Aehse geneigten,  e in t re tenden I taupts t rah l ,  (64) 

S' 102,795 m + 113,845~ffir den um den W i n k e l  u ~-~- 28,30 gegen  die 
1 0 ~ - - "  " ~ ' ~ - ~ ' - -  , - " ~ ' ~ ' ~ .  ~ �9 �9 m + 0,004 t 0 ~Aehse genelg ten ,  e ln t re tenden H:mptstrahl ,  

T~o= 94,098 m + 104,507 [fiir den um den W i n k e l  u = 16,70 gegen  die 
m ~ 0,005 28 [ A e h s e g e n e i g t e n ,  e in t re tenden Haupts t rah l ,  

98,363 m + 109,880 [fiir den um d e n W i n k e l u  ~--- 23 .)o ~eo-en die 
' '~ ~ ~ 64a) 

T~0- m + 0,004 78 ) A c h s e  geneig ten ,  e in t re tenden Haupts tmhl ,  

103~_786 m+ 1__16,857~ffir den  um den W i n k e l  u :  28,30 gegen  die 
T~0- m ~ 0 ,00280 ( A c h s e g e n e i g t e n ,  e i n t r e t e nde nH a up t s t r a hL  

Die  Fig .  7 g i b t  die K u r v e n  der sagi t ta len  Bi ldfeldw61bung gema~ 
den Beziehungen (64) und die F ig .  8 die der  t angent ia len  Bi ldfe ld-  
w61bung en tspreehend den Gle iehungen (64a). M:m erkennt  aus 
ihnen, dab die Kurven  fiir  m ~ oo und m ~ 10 e inander  sehr  ~hn- 
l ieh sind und nahe be ie inander  l i egen ,  wShrend die Kurven  ffir den 
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Abbildungsmafistab ~ : 1 in Gestalt und Lage schon erheblieh mehr 
von denen der beiden anderen Mafist~be abweichen. Dieses Ver- 
halten der Kurven der Sagittalen und tangentialen BildfeldwSlbung 
fiir versehiedene Dingweiten wird ffir photographisehe Objektive, die 
fiir eine weit entfernte Dingebene anastigmatiseh geebnet sind, die 

Fig. 6. 

Zeiss-Planar. 

Fig. 7. 

--3 + 3  
Kurven der ~agittalen 

Bildfeldwi~lbung. 
Kurve a ~ntsprieht m ----- 1 

b m = 10 
# # 

Fig. 8. 

r 30~ 

250 

; 200 
l 

a ! 15 o 

; 10 o 

5 ~ 

- 3  . . . .  + 3  

Kurven der tangentialen 
BildfeldwSlbung. 

Kurve a entsprieht m ----- 1 
b m = 1 0  

Regel bilden. Dor Veffasser beh~lt sieh vor, in einer sp~iteren Ver- 
6ffentliehung die vorliegenden Untersuehungen ffir eine grSBere Zahl 
photographiseher Objektive durehzuffihren, um fiir diese dutch einen 
systematischen ]0berblick fiber die Abhiingigkeit der sagittalen und 
tangentialen BildfeldwSlbung yon der Dingweite vieUeieht zu ein- 
gehen.derer allgemeiner Erkenntnis zu gelangen. 

J e n a ,  Dezember 1919. 


