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18.

Ueber eine besondere Gattung algebraischer Functionen,
die aus der Entwicklung der Function (1 —2xz4 29t
entstchen.

(Von Herrn Prof. Jacobi zu Konigsberg in Preulsen.)

1.
.Die merkwiirdigen Eigenschaften dieser Functionen hat zuerst Le-
gendre in seinen Untersuchungen iiber die Attraction der Sphiroide
und die Gestalt der Planeten bekannt gemacht, im 10ten Theile der
Savaens étrangers, und in den Memoiren der Pariser Academie von den
Jahren 1784 und 1789; spiter hat er sie im 10ten Paragraph des 5ten
Abschnittes seiner Ewxercices sur le calcul intégral zusammengestellt.

Sie sind die Entwicklungscoefficienten X’, X, X‘’.... X" in

1
2= A Sei ) — 14 X244 X224 X2 f oo X2 L ete.
Diese Functionen, als deren fonction génératrice (1 —2xz -+ 2%} anzu-
sehen ist, geniefsen unter andern der Eigenschaft, dafs wenn 7 und 2
ungleich sind, immer

SHXM XDy = o,

wenn aber m=n, so findet sich
4 2
/_-t Xm X0 g o =§7¢”—T-'T’
wodurch es moglich wird, wenn man eine Function von # nach diesen
Coefficienten entwickeln will, die Coefficienten als bestimmte Integrale
auszudriicken. Setzt man nemlich
F.’Z‘ p— A+A’X’+A“X”+A/HX”/+-...+A(")Xn+ etc.,
wo A, A’y A",... 4™ kein x enthalten, so wird

y __ 2n41 .
40 = 2%l rpy X,

welche Art der Entwicklung viel Aehnlichkeit mit derjenigen hat, welche
Euler bei der Entwicklung einer Function nach den Sinus und Cosinus
vielfacher' Winkel gelehrt hat.
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Es scheint mir aber Liegendre die Fundamentaleigenschaft die-
ser Functionen iibergangen zu haben. Sie ist in der Gleichung gegeben:
X(") — }—. an(xz——i)" .
2 1.2.3....n0x"
Man kann diesen Satz leicht a posteriori priifen, indem man die Ent-
wicklung von z wirklich vornimmt, und auch das nte Differentiale von

(x*—1)" entwickelt. Fr findet sich aber direct so: Hat man nemlich
eine Gleichung, )

y—& = ZF@’)’
so ist nach dem Lagrangeschen Lehrsatz:

~ z2 OFx? z} (0*Fux? z" ot Fax™
"”+ZI”+1 5 o TT93 e T timsim Tax T O
woraus folgt:
o z2 92 2 o3 3 n Fxh
8y__‘1+ oFx 0*Fx Fax 8 Fx

To +Hiv e tios ae et izen ae OO

Setzt man nun die Gleichung:

y—x = 5" —1),
wo F(y) = 3(y*—1), so ist

1—zy = yV(1—2xz 42

Differentiirt man aber die gegebene Gleichung, so erhalt man:

8 ,

2 Q—zy) =
woraus:

QZ—-—- 1 — ™ 1/ (n) ,m
Tr = VA—2airs) = 14Xz X220 XMW" 4 ete.

.
Vergleicht man damit den oben fiir g—i: gefundenen Ausdruck, in wel--

chem man Fx=}(x*—1) setzt, so erhellet:

1 o (w2 — 1)
™ — LA G
X" = »'1.2.3....da""
Man sieht sogleich, dafs dle vielfachen Integrale von X®™ bis zum
(n—1)sten zwischen den Grenzen « —% und * =1 verschwinden,

weil sie den Faclor 2®— 1 enthalten. Bemerkt man nun, dafs durch
theilweise Integrirung, wenn y irgend eine Function von ¥ bedeutet,
[y@xdx = y[Qxdx — 8y [*Qxdx+ &y [ Qrix—..
(—) oy ["Qxdx 4+ (— 1) [y ["Qxdx?,

und setzt Qx = X®, so erhilt man augenblicklich, da
n : (n) — ((L'z—i)” .
.[‘X 92" = 59 33, T’




Jacobi, uber (1 —2xz-2z2)k 225
und die iibrigen Glieder zwischen den angegebenen Grenzen verschwinden:

. ) Y e
(n) —_— N
[1 yXW0x = o g [ gem (P

Hat man daher
Fx = A4+ A X+ A4"XD L 4" XO 4+ ete.,

so erhilt man sogleich:

A 43424542 3742+ ete. = %f (& — % (2 — 1)) 0a.

2.

Es findet aber zwischen den Differentialen von (x*—1)" noch eine
merkwiirdige Relation statt, welche dann gleichfalls eine neue Eigen-
schaft der Functionen X zu erkennen geben wird. Sie ist in der Glei-
chung enthalten:

an—r(xz——gj_ — wy P — —1)
1.2.3.. 1.2.3. 2

Ich gelange zu ihr durch folgende Methode, deren ich mich schon
in meinen ,,Disquisitiones analyticae de fractionibus simplicibus” (Berlin
bei Herbig A. 1825.), bedient habe.

Bezeichnet man in der Eniwicklung einer Function von 4, F(h),
den Coefficienten von 42" mit

(r<n)

(Fm)i, :
so ‘hat man zufolge des Taylorschen Lehrsatzes:

o = (e Y |
= @—{[1+ 2ol + @ — ) () T

Indem man in der Entwicklung % »mlt dem Nenner 2°—1 behaftet lafst,
wird der Coefficient von 4"+ mit dem Nenner (x*—1)"*" behaftet sein
Zieht man diesen heraus, so erhalt man:

(e*—1) 7" {[1 22k 4 A2 (x*—21)]} 27",
Setzt man stalt & jetzt — 1 , 50 geht der Ausdruck iiber in:
@—nﬂw+- =+ T Y aee
Die Multiplication mit A giebt
(> —1)"{[(x+ A)—1]"} A
Man hat also: ' { }

{[(x+ AP —1]} b+ = (@*—1)7"{[(x FA)*—1]"} 1*, oder
(@ ar—a} = @—1) {{@+ 4 — 11}y
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welches so viel ist als:
o= (x* — 1) ot (2 — 1)
1.238....(n—r)oa™" = (@*—1y 1.2.3....(n4r)0x"t""
Nimmt man das rfache Integral von X™ so, dafs jedes genommene In-
tegral fiir x=—1, oder fiir x =+ 1 verschwindet, so hat man:

r 1
XWdar o= — L grrige_
/ 07 =gz 3 a0 &V

Man kann die gefundene Elgenschaft, in Bezug auf X, daher auch so
ausdriicken:

Vi G L or X
1.2.3....(n—r) — 1V 1.2.3. L Frox
~ Es ist zu bemerken, dafs im Allgememen die Functionen, welche

o (x“‘aé (=" Jarstellen kann, derselben Eigenschaften ge-

man durch

niefsen, wenn man bei den Integrationen, statt der Grenzen — 1 und
-+ 1, die Grenzen ¢ und b nimmt. Uebrigens ist die Function X™ die-
selbe mit der Function, welche Gaufs in seiner ,,/Vove methodus inte-
gralium valores etc.” mit U bezeichnet, und deren Wurzeln die Intervalle
der zu berechnenden Ordinaten angeben, damit die Quadratur der durch
die respectiven Puncte gelegten parabolischen Curve eine moglichst grofste
Niherung gebe; wie ich denn auch in der Abhandlung iiber diese Me-
thode die Function P, welche mit dieser zusammenhingt, riickwirts
aus denselben Eigenschaften deducirt habe. —

Konigsberg in Preufsen, im August, 1826.



