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1. Fortpflanxung des Uchts 
durch e$n inhomogenes Zeddum; 

von R. Gans. 

Der theoretischen Behandlung der Frage, wie ein Lichtstrahl 
sich durch ein Medium mit stetig veranderlichem Brechungsexpo- 
nenten fortpflanzt, stellen sich in ihrer Allgemeinheit bedeutende 
Schwierigkeiten in den Weg. Deshalb hat man sich bisher auf 
gewisse Naherungen beschrlnkt, die in verschiedenen Gebieten 
der Physik und Astrophysik anwendbar sind. 

So hat Fo r s t e r l i ng l )  die Annabme gemacht, daB der 
Brechungsexponent sich nur unendlich wenig verandert, aber 
daB diese hderungen auf Strecken stattfinden konnen, welche 
Bruchteile einer Wellenlange sind. Die Resultate der Rechnung 
wandte er auf die Lippmannsche Farbenphotographie an, bei 
der das Licht selbst in der empfindlichen Schicht die Inhomo- 
genitat erzeugt. 

Der entgegengesetzte Grenzfall ist der, daB der Brechungs- 
index sich zwar beliebig stark andern kann, daB aber die h d e -  
rung auf der Strecke einer Wellenlange sehr klein ist. 

Dieser Fall ist auf die terrestrische Strahlenbrechung nnd 
auf den Lichtdurchgang durch die Chromosphare der Sonne 
ganz unbedenklich anzuwenden, da die Voraussetzung der 
,,langsamen" h d e r u n g  des Brechungsindex bei diesen Proble- 
men wie bei vielen anderen zutrifft. 

Die Aufgabe ist von Interesse, weil seine Losung die Frage 
beantwortet, ob die Grundsatze der geometrischen Optik uber 
den Strahlengang, die bei den genannten Problemen der h t r o -  
nomie resp. Astrophysik stets angewandt wurden, in optisch 
stetig veranderlichen Medien ihre Gultigkeit behalten, ob ferner 
Lichtverlust durch Reflexion auftritt, und was aus der soge- 
nannten Totalreflektion wird. 

1)  K. Forsterling, Phys. Zeitschr. 14. p. 265. 1913. 
Annslen der Physik. IV. Folge. 47. 46 
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Wahrend namlich f i i r  den reinen Astronomen der Strahlen- 
gang das vorwiegende Interesse verdient, wiinscht der Astro- 
physiker sich gerade iiber die Intensitatsverhaltnisse genau 
klar zu werden. Beides zusammen mu13 man kennen, will man 
z. B. das Problem des scharfen Sonnenrandes und der Hellig- 
keit der Sonnenscheibe behandeln. 

Die Frage ist auch bereits theoretisch in Angriff genommen 
worden, und zwar von Boussinesql) .  Da er aber erstens die 
elastische Lichttheorie seinen Betrachtungen zugrunde legt, 
und zweitens den Fall ganz auI3er acht lafit, in welchem der 
Lichtstrahl nach den Regeln der geometrischen Optik der 
Schichtung parallel wird (Totalreflexion), so kann man sich 
mit seinen Resultaten nicht zufrieden geben. 

Vom Standpunkte der elektromagnetischen Lichttheorie 
aus kommt spater Seel iger2)  in einer Kontroverse mit 
Schmid tS )  zu dem Ergebnis, dal3 bei der Kriimmung des 
Strahls im inhomogenen Medium kein Lich tverlust durch 
Reflexion eintritt , wahrend S c h m i d t  sich auf den entgegen- 
gesetzten Standpunkt stellt. 

See l iger  formuliert seine Satze, ohne die Beweise mit- 
zuteilen, auch geht er nicht auf die Totalreflexion ein, die 
eine besondere Untersuchung erfordert. 

AuBer den soeben zitierten Arbeiten habe ich, wenn ich 
nicht irre, vor Jahren einmal eine Berliner Dissertation zur 
Hand bekommen, die auf P l a n c k s  Anregung hin gemacht 
war, in der auch die Brechung in inhomogenen Medien be- 
handelt worden ist, aber in der aus mathematischen Griinden 
der Brechungsindex als ganz spezielle Funktion der Koordi- 
naten angenommen war. Wegen der bisher noch ganzlich 
unzureichenden Bibliotheksverhiiltnisse an den argentinischen 
Universitaten bin ich nicht in der Lage, genauere Angaben 
uber diese Bbhandlung zu machen. 

Bei dieser Lage der Dinge dfmfte es vielleicht von Interesse 
sein, die Fortpflanzung einer ebenen Lichtwelle durch ein in- 
homogenes Medium auf Grund der Maxwellschen elektro- 
magnetischen Lichttheorie zu behandeln. 

1) J. Boussinesq, C. R. 129. p. 794. 1899. 
2)  H. Seeliger, Phys. Zeitschr. 6. p. 237. 1904. 
3) A. Schmidt,  Phys. Zeitschr. 4. p. 282, 341, 453, 476. 1903. 

6. p. 67. 1904. 
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Dabei wollen wir annehmen, daB das inhomogene Medium 
in parallelen Ebenen geschichtet sei, d. h. daB der Brechungs- 
exponent nur von einer Koordinate abhange. Die Resultate 
wird man dann unbedenklich auch auf den Fall ubertragen 
konnen, daB die Flachen gleicher Brechungsexponenten Kriim- 
mungsradien besitzen, die groB gegen die Querschnittsdimen- 
sionen des Lichtbiindels sind. Die Lichtwelle sei eben. 

A. Senkrechte Insidenz. 

Die Dielektrizitatskonstante E, und damit der Brechungs- 
index v, sei reine Funktion der Koordinate y. Der elektrische 
Vektor B der linear polarisierten ebenen Welle schwinge parallel 
der z-Achse, der magnetische Vektor 8 parallel der x-Achse. 
Das ganze Phanomen sei von den Koordinaten x und z un- 
abhangig. Dann ist nach den Maxwellschen Gleichungen 

Die Abhangigkeit von t werde in der Form angenommen 

(2) 

unter U- und V-Funktionen von y allein verstanden. 
Hierdurch gehen die Gleichungen (1) uber in 

(3) 

Elimination von V ergibt 

In dieser Gleichung ist 
2 n l a V a  - 2 n v  - 2 n  A=- (4) 0 1, 1 

eine Funktion von y, da E und somit die Wellenlange il in dem 
Medium dies ist, aber diese Funktion ist nach unserer Voraus- 
setzung im Vergleiche zur Wellenlange langsam veranderlich. 
(A,,, die Wellenlange im Vakuum, ist natiirlich eine Konstante.) 

46* 
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Ware k in (3) eine Konstante (homogenes Medium), so 
wiirden die beiden Integrale lauten 

unter A und B zwei willkiirliche Konstanten verstanden. 
Wir wollen im Falle des inhomogenen Mediums versuchen, 

ob wir der Gleichung (3) genugen konnen, indem wir eine ganz 
analoge Annahme iiber die h d e r u n g  der Phasen machen. Es 
ist klar, da13 an Stelle von k y  das Integral f k d  y zu treten 
hat. Es handelt sich also um den Versuch, ob 

(5) U, = Fe 
zu einem Integral von (3) gemacht werden kann, indem man 
uber die Amplitude F frei verfugt, jedoch annimmt, da13 sie 
nur Funktion des langsam veranderlichen Parameters .k sei.1) 

Wie man durch direlites Einsetzen erkennt, ist (5) in der 
Tat eine Losung von (3), wenn F der Gleichung genugt 

u, = B e - i k Y  und U, = Be f i k y ,  

Y 

Y 
- i  f l i d y  

und k' und k" die Bedeutung d k l d y  resp. d 2 k / d y 2  haben. 
Da k langsam veraiiderlich sein soll, so konnen wir k'2 

und k" vernachlassigen und erhalten 

oder 

(7) 
und somit 

(9) 
r -- 

ein Integral von (3). 
Um sicher zu sein, da13 die Vernachlassigungen wirklich 

berechtigt waren, setzen wir (8) resp. (9) in die linke Seite 
von (3) ein und erhalten 

1) Eine Methode, die Gleichung (3) mit beliebiger Maherung zu 
integrieren, werde ich dernniichst an einem anderen Orte angeben. 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber gegen jedes der 
beiden Glieder auf der Linken zu vernachlassigen, falls k 4 V a  
und k - W r  klein gegen die Einheit sind, oder mit Einfdwung 
des Brechungsexponenten Y = fi nach (4): es mussen 

klein gegen Eins sein. 
Diese Bedingungen (1 1) bilden die exakte Formulierung 

der Voraussetzung der ,,langsamen" hde rung  des Brechungs- 
exponenten. Sie sind praktisch an allen Stellen bei astrophysi- 
kalischen Problemen erfullt, an denen der Brechungsexponent 
keinen Sprung aufweist. 

Aus der zweiten Gleichung (1') erhalt man V aus U ,  und 
zwar wird 

wo 6 die kleine GroBe 

(14) 
ist. 

systeme in dem Medium ausbreiten konnen: 
Somit ergibt sich aus (2), daI3 sich folgende beiden Wellen- 

Y 
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System I ist eine ebene, linear polarisierte Welle, die sich 
in Richtung der positiven y-Achse fortpflanzt. Die Amplituden 
des elektrischen und des magnetischen Velztors andern sich mit 
dem Ort, und zwar ist [siehe (4)] die des elektrischen der Wurzel 
aus der am betreffenden Orte vorhandenen Wellenlange direkt, 
die des magnetischen dieser Wurzel umgekehrt proportional. 

Die Phasendifferenz zwischen den beiden Vektoren ist 
nicht, wie in homogenen Medien, Null, sondern sie hat den 
kleinen Betrag , der von der Inhomogenit,at a n  der be- 
treffenden Stelle abhangt. 

h l i c h e s  gilt vom System I1 [Gleichung (IS)], welches 
eine nach negativen y sich fortpflanzende Welle darstellt. 

Der zeitliche Mittelwert der Strahlung berechnet sich 
nach P o y n t i n g  aus der Formel 

1 d l  

und hat fiir das System I den Wert 

(17) 
f i i r  das System I1 

(173 

- c c 2  Gy = - 16n2n’ 

c C’2 

1Gn2n’ 
By= -- 

d. h. die Strahlung ist von y unabhangig. 
Da die beiden Losungssysteme (15) und (16) vollig unab- 

hangig von einander sind, so bedeutet das, daB die nach posi- 
tiven y sich fortpflanzende Welle nicht zwangsweise eine Strah- 
lung in entgegengeset,zter Richtung erzeugt, oder daB keine 
Reflexwn infolge der Inhomogenitat auftritt. 

Die aus (17) folgende konstante Intensitat der Strahlung 
ist eine notwendige Konsequenz dieser Tatsache. 

Der Satz, daB keine reflektierte Welle auftritt, braucht, 
natiirlich nur in den Gultigkeitsgrenzen unserer Niiherungs- 
losung richtig zu sein, d. h. es konnte immerhin eine solche 
Welle existieren, deren Amplitude von der GroBenordnung der 
kleinen Glieder (11) ist, ihre Strahlung ware aber hochstens 
von der GroBenordnung der Quadrate und Produkte der 
Terme (11). 
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DaB an der Grenze zweier homogener Medien Reflektion 
eintritt, die von den Brechungsindizes v1 und vz an beiden 
Seiten der Grenzflache abhangt, ist eine bekannte Tatsache. 
Das Reflexionsvermogen hat den Betrag 

Wir wollen uns jetzt fragen, was passiert, wenn im Falle 
eines inhomogenen Mediums an der 
Stelle y = 0 zwar der Brechungs- 
exponent und somit k konstant bleibt, 
dagegen sein Diff eren tialquo tient nach 
y einen Sprung erleidet (vgl. Fig. 1). dy 

Dann gilt fiir y < 0 Fig. 1. 

v Y 

und f i i r  y>O 

Da fiir y = 0 B, und Q1: stetig sein mussen, so folgt, da13 
das Reflexionsvermogen , d. h. das Verhaltnis der reflektierten 
zur einfallenden Strahlung den sehr kleinen Wert haben muB 
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B. Schiefe Insidens. 

1. Der Lkhtstrahl sei in der Einfallsebene polarisiert. 
Dann gelten die Gleichungen 

Machen wir den Ansatz 
(j'& = e 2 n i n t e i k a e  u 
6, = e 2 n i n t e i k a z  V 
8, = e 2 n i n l e i k a z  W 1 (1 9) 

wo U ,  V ,  W Funktionen von y sind und a auch von y ab- 
hangen kann, so folgen die Gleichungen 

i x P -  d ( k a ) )  = 2 n n i e ~  d V  i k a W - - -  
d Y  d Y  

c i k a  U = 2 n n i T y .  

Es ist klar, da13 in den ersten beiden dieser Gleichungen 
die Faktoren von x verschwinden miissen, da die anderen 
Glieder reine Funktionen von y sind, d. h. es mu13 sein 

und die Gleichungen (20) gehen in die einfachere Form uber. 
(21) R u = Const., 

c ( i k a i - -  ") = 2 w i i i e ~  
d Y  

c i k a  U- 2 n n i i .  

Gleichung (21) bedeutet nach (4) 
(22) a v  = Const. 

Wir nehmen erstens a < 1 an. 

Durch Elimination von V und W aus den Gleichungen 
- 

(20') ergibt sich die Different,ialgleichung 
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wenn zur Abkiirzung 

eingefiihrt wird. 
Nur 

steht bier kp, wo dort k stand, also sind auch die Integrale 
analog, d. h. sie haben die Form [vgl. (8) und. (9)] 

(24) u2 + p 2  = 1 

Gleiohung (23) ist der Gleichung (3) ganz analog. 

Y 

Diese Ausdriicke sind mit der gewiinschten Niiherung 
Integrale, solange a nicht gleich 1 und somit t9 nicht gleich 
Null wird. Niihert sich aber der Null, so horen (25) und (26) 
auf, Losungen von (23) zu sein, wovon man sich durch Ein- 
setzen leicht uberzeugen kann [vgl. (lo)]. 

Ob der Fall a = 1 und a > 1 an irgendeiner Stelle ein- 
treten kann, ergibt sich ohne weiteres aus (22), falls an einer 
beliebigen Stelle der Wert von a gegeben ist, da v als Funktion 
von y als bekannt vorausgesetzt wird. 

Um B eindeutig zu definieren, setzen wir fest, daB 

@=I1 -d, 
i. 

(27) 

d. h. die positive Wurzel aus 1 - a2 sein soll. 
Somit ergeben sich nach (25) und (26) aus (19) und der 

zweiten und dritten Gleichung (20') die beiden Losungssysteme 



718 R. Guns. 

und 

wo 7 die kleine GroBe 

(3 0) 
bedeutet. 

1 d  
2 d y  

Wir sehen, daB auch im Falle schiefer Inzidenz die nach 
positiven y sich fortpflanzende Welle I giinzlich unabhangig 
von der nach negativen y laufenden Welle I1 ist, daB also die 
Inhomogenitat keine Reflexion bedingt. 

Ferner ergibt sich, daB in jedem Punkte die GroBen a 
und /? die Richtungskosinus der Wellennormale bedeuten, und 
dap  nach (22) das Sn e I I ius sche Brechungsgesetz wie in homo- 
genen Medien  gultig ist. 

Man erkennt das durch Differentiation der Phase 
Y 

@ = 2 z n t  + k a z F J k / ? d y  
0 

und Nullsetzung von d o ,  niimlich 

Das gilt auch fiir die Komponente ,QZ, bei der noch die Phasen- 
differenz q auftritt, da d y l d y  als GroBe zweiter Ordnung ver- 
nachliissigt werden kann. 

Die einzigen Unterschiede gegenuber der Lichtausbreitung 
in homogenen Medien ist erstens die kleine Phasendifferenz q 
[siehe Gleichung (SO)] zwischen @, einerseits und GZ sowie @v 
andererseits, infolge deren, bei einer linearen Schwingung von 
Q, @ eine etwas elliptische Schwingung ausfihrt, so zwar, da8 
im zeitlichen Mittel die Feldstarken senkrecht auf der Rich: 
tung der Wellennormalen stehen. 

Zweitens hhngen die Amplituden der Feldstarken in der 
durch (28) und (29) gekennzeichneten Weise vom Ort ab. 

a o = 2 n n d t  + h a d z r f  k g a y .  
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Der zeitliche Mittelwert des Strahlungsvektors ist 

I fiir das System I 

unter y den Einfallswinkel (Winkel zwischen Wellennormale 
und y-Achse) verstanden, so daI3 a = sin y ;  @ = cos y. 

Fiir den absoluten Betrag der Strahlung S folgt 

und fiir die Richtung des Strahls 

(32') 

d. h. die Strahhung ist dem Kosinus des Einfallswinkels umge- 
7cehrt proportional, oder die Normalkomponente der Strahlung 
ist konstant. 

Strahlung und Wellennormale habeit dieselbe Rhhtung. 
Wir nehmen zweitem a > 1 an. 
In welchen Teilen des Strahlungsfeldes dieses eintritt, 

Setzen wir 

- 
ergibt sich ohne weiteres aus der Gleichung (22). 

(33) a2 - 8 ' 2  z 1 

und definieren eindeutig 

(34) p' = l a  
+ 

so sieht man sofort, da13 
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Losungen der Gleichung (23) darstellen. 
Befindet sich die Strahlungsquelle am Orte y = - 00 und 

erstreclkt sich das Gebiet, in  dem a > 1 ist, bis nach y = + 00, 

so gilt nur der Wert U,, cla U,  fur y = + 00 selbst unendlich 
groIj wurde, wahrend U, fur y = + co sich der Null nahert, 
somit erlaubte Werte der Feldstarken gibt. 

Die Feldstarken haben nach (35), (19) und (20') folgende 
Werte : 

-!kB'dy i ( 2 n n t  + k a x )  

e D 

In diesem Gebiete a > 1 ist von einer ebenen Welle nicht 
mehr die Rede. Da kp' einen beliebig kleinen Wert haben 
kann, so konnen die Feldstarken bis zu beliebig groBen Werten 
von y hin endlich bleiben. 

Bilden wir jedoch die mittlere Strahlung, so erhalten wir 
Y 

- 2  f k p d y  
- ~~101~ a B,=-- 

16n2n F "  
Gy = 0 I Gz = 0 

(37) 

und sehen, daB der zeitliche Mittelwert der Normalkomponente 
B,, der Strahlung Null ist; d. h. in normaler Richtung pendelt 
die elektromagnetische Energie wie im Falle homogener Medien 
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nur hin und her, ohne sich dauernd in einem bestimmten Sinne 
fortzupflanzen. 

Tangentiale Strahlung Gz tritt auf, nimmt aber mit 
wachsendem y an Starke ab. 

Durch Einsetzen der Werte von U aus (35) in die Diffe- 
rentialgleichung (23) erkennt man, da13 diese Ausdriicke auf- 
hhen ,  Losungen zu sein, wenn a = 1 wird. Dieser Fall ver- 
langt also eine besondere Behandlung, und er verdient auch 
besonderes Interesse, weil er die Frage entscheidet, was BUS 
der Lichtwelle wird, wenn ihre Fortpflanzungsrichtung nach 
den Gesetzen der geometrischen Optik parallel der Schichtung 
geworden ist. 

Totalreflexion (a = 1). 

Um den Fall a =  1 zu behandeln, nehmen wir an, da13 
der Brechungsexponent und somit auch k eine mit wachsendem 
y stets abnehmende Funktion sei. Eine ebene Lichtwelle durch- 
strahle dieses Medium schief, von y = -m kommend. 

Fig. 2. 

Da nach (21) das Produkt ka konstant ist, so wird a mit 
y wachsen, bis es an einer Stelle den kritischen Wert a = 1 
erreicht hat. Wir spezialisieren das Problem nicht, wenn wir 
willkurlich dieser kritischen Ebene die Koordinate y= 0 beilegen. 

Wir teilen den ganzen Raum durch die beiden Ebenen 
y = -h und y = + h' in drei Teile. h und h' seien willkiir- 
liche Werte, die allerdings gewissen, spater zu formulierenden 
Einschrankungen zu genugen haben. 

Dort gelten 
demnach die bereits fruher gefundenen beiden Lasungen der 
Differentialgleichung (23) [vgl. (25) und (26)l 

Im Raume I, d. h. fiir y < - h, ist a < 1. 
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(38) 

wo 

Y 
- i  f a  
0 e 

Y 
iJ'k fl  
0 e 

f9 = y1 - a2 
+ (39) 

bedeutet . 
Gleichung (38) stellt eine Welle dar, welche sich erste Die - zweite 

positiven 
negativen nach ___- y hin fortpflanzt. 

Im-Raume 111, d. h. f i i r  y > + h', ist Q > 1. Dort gilt 
die erste der beiden Gleiohungen (35) 

U 

+ 
mi t 

wahrend die zweite Losung der Gleichungen (35) zu verwerfen 
ist, da sie eine nach y = - 03 hin laufende Welle darstellt, 
welche f i i r  y = + 03 unendlich groBe, somit unzulassige Werte 
der Feldstarke liefern wurde. 

Es handelt sich also nur noch darum, im Raume 11, d. h. 
f i i r  - h < y < + h', eine Losung der Differentialgleichung (23) 

zu finden, die in diesem Raume endlich und stetig ist, und die, 
damit samtliche Komponenten der Feldstarken auch fur 
y = - h und y = + h' stetig bleiben [siehe die Gleichung (2071, 
mit ihrem ersten Differentialquotienten fiir y = - h in den dort 
geltenden Wert von U, + U, und fiir y = + h' in den dort 
geltenden Wert von U, iibergehen mussen, wobei C als gegeben 
betrachtet werden soll, wahrend uber C' und D noch frei ver- 
fugt werden kann. 
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ImPunkte y = 0 ist a = 1 ;  in der Nahe dieser Stelle gelte 
die Entwicklung 

(4 3) P ( 1  - d) = - a y  + .., 
wo a eine positive Konstante ist, da fiir y Z 0 a iZ 1 sein soll. 

Nun mogen h und h' einerseits so klein angenommen 
werden, daB man im ganzen Raume I1 die hoheren Glieder 
der Entwicklung (43) vernachliissigen kann , andererseits so 
groB, daB an den Grenzen des Raumes I1 

I v Y 

fur negative y :  = - J i T d y  = - 0 B d y  

fiir positive y: tqg = [ P d y  =, I k r d y  

0 0 + 

0 + 
groB gegen die Einheit sind. 

Ob diese beiden Beschrankungen der sonst willkiirlich 
wlihlbaren Werte von h und h' moglich sind, hangt nattirlich 
von der Art der gegebenen Funktion k ab. Da ka konstant 
ist, so ist die erste Beschrankung um so leichter zu erfidlen, 
je eher k2 als Funktion von y in der Nahe von y = 0 sich 
linear verhalt. 

Um die zweite Beschrankung auf andere Form zu bringen, 
differentiiere man (43) nach y und berucksichtige, dab 
k = (2nv/Ao) (v Brechungsexponent, 2, Wellenlange im Vakuum) ; 
so erhiilt man fur y = - h 

also muB nach (44) 

(45) 1 und ebenso 

groB gegen Eins sein. 
Um sich von dem hohen Niiherungsgrad und der Bedeu- 

tungslosigkeit der soeben eingefuhrten Beschrankungen ein 
konkretes Bild machen zu konnen, nehmen wir ein Medium 
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an, das dieselbe Brechbarkeit und Inhomogenitat hat, wie die 
Luft in der Nahe der Erdoberflache und berechnen mittels der 
Loren  tz-Lorenzschen Formel sowie der Barometerformel, 
da13 in diesem Medium 

ist, y in Metern gemessen. Dann ergibt sich fur gelbes Licht, da13 
v 2  = 1,000559 - 7,36 * lo-' t~ + 4,54 y2 

in der Tat sehr klein sincl, wie Formel (11) es verlangt. 
Wahlen wir ferner h = h' = 1 m, so ist der Feliler in 9, 

den wir begehen, wenn wir jm Raume I1 v 2  als lineare Funktion 
auffassen, 4,5-10-12, und es ist [siehe (45)] 

in der Tat sehr grolj, da, wie wir im folgenden sehen werden, 
das ,,groB" nur so grolj bedeutet, da13 man sich auf das erste 
Glied der semikonvergenten Reihen der Besselschen Funk- 
tionen der Ordnung 1/3 beschranken darf. 

Die Bedingungen sind somit so glanzend erfullt, daB man 
unbedenklich die Resultate auch auf vie1 inhomogenere Medien, 
wie z. B. die Chromosphare der Sonne, anwenden darf. 

Unter den im vorstehenden formulierten Bedingungen geht 
im Raume I1 Gleichung (42) mittels (43) in 

a y  U =  0 d 2  u -- 
d Y' (46) 

uber, deren Integral 
(47) U =  1/j&,,(+V-aay3) 

ist, woZ~/, eine Besselsche Funktion der Ordnung 1/3 bedeutet. l) 
Rezeichnet J die Zylinderfunktion erster Art, N die zweiter 

Art, H die Hankelsche Zylinderfunktion in der Bezeichnungs- 
weise von J a h n k e  und E m d e  (1. c.), an die wir uns im folgen- 
den durchweg halten, so ist fiir sehr gro13e reelle Argumentwerte 2, 

1) Vgl. z. B. E. Jahnke und F. Emde,  Funktionstafeln. p. 167. 

2) Ibid. p. 98 u. 95. 
4. Gleichung. Leipdg und Berlin 1909. 



Fort pflanzuny des Lichts durch ein inhomogenes Medium. 725 

8etzen wir 

+ 
so folgt fur negative sehr grol3e Werte von y mit Beruck- 
sichtigung cler ersten Gleichung (44) 

+ 
Y 

Veraleicht man rliese asvmptotischen Ausdrucke 
in1 R a u k  I gultigen Wertei (38), so erhalt man fiir 
9 im Raume I1 n i t  Berucksichtigung der Stetigkeit der Funk- 
tion U an der Grenze der Raume I und I1 

mit den 
negative 

Fiir grol3e positive z gelten die asymptotischen Formelnl) 
- 2  

Da H!: (i 5) und H J i )  (- i z) konjugiert komplex ,), nach 
Gleichung (61) (siehe unten) aber bis auf einen konstanten 

1)'Ibid. p. 100. 
2) Ibid. p. 95. 

Annulen der Phynik. IV. Folge. 47. 4'1 
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multiplikativen Faktor e 2 ; r i / 3  identisch sind, so brauchen wir 
nur 23: zu behandeln uncl erhdten aus (52) fiir z = 81~7  
mit, Berucksichtigung von (44) fur positive grol3e y iin Raume I1 

Vergleicht man diesen nsymptotisclien Ausdruck mit dern 
im Raume I11 gultigen Werte (40), so erhalt inan fur p0sith-e y 
im Raume I1 mit Beriiclrsichtigung der Stetigkeit, von U a n  
cler Grenze der Raume I1 uncl I11 

Die Konstanten C' und D in (51) und (54) sirid bei ge- 
gebenem C so zu bestiminen, dalS fiir y = 0 U ,  + U ,  stetig 
niit seinem ersten Differentialquotienten in U ,  ubergeht. 

Zu dem Zwecke niachen wir die folgenclen Reihenentwick- 

Setzen wir 

in (55) ein, so wird 

1) Ibid. p. 90. 
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wo 

bedeuten. 
Zur Abkurzung setzen wir 

- C, = 1,065 -- - 
I I ( -  1, 

S5 = C, = 0,7762 ; 1 

Ssn (+) 
(59) 

&in, benutzen die Formeln l) 

1) Ibid. p. 95. 
47 
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c l i t w  Reihen gehen fiir lim y = 0 uber in 

Da, mie oben erwghnt, U fiir zj = 0 mit seinem ersten 
Ihfferentialquotienten stetig sein ~ ~ 1 3 ,  so ergibt sich nach (51), 
(54), (62) und (66) 
C e 5 ~ , , . i i e - i . 7 j 2 ( e - i n j 3 C  1 ' 3 . Y  + c2) 

+ (j" e - 5 / 1 z ~  i ei  4 2  (ei.1/3 c1 a' 1 y + c2) = 4 e an i/3 ei;r/3 (cl a'1'3~ - c2) , 
(1. h. es mussen die von y unabhgngigen Glieder links dem von 
y unabhgngigen Glied rechts gleich sein, und ebenfalls mu13 der 
Faktor von y links dem auf der rechten Seite gleich sein, oder 

Ce-b/,.xi + C'e5j,".zi = --D 
Ce-'/nxi + C'e'/iz;.i = + J ) ,  

C' = Ce iz , l  
WOL'.aUA 

( 6 8 )  = ( , te i ;r i4  

(87) 

folgt, so da13 die Werte von U iin Raume I und I11 ubergehen 
in [vgl. (38) und (40)] 

Die nach negativen y fortlaufencle Welle U ,  hat also die- 
srlbe A4rnplitude, wie die nach positiven y strahlende Welle. 
Dieses Resultat lautet in anderen Worten : 

D i e  einfallende lYelle w i d  im collen Betrage an  der Xtelle 
reflektiert, a n  welcher die Inzidenz nach dem S n e l l i u s s c h e n  
(iesetz streifend zcjurde ( Totalreflexion). Bei dieser Reflexion 
findet eine Phasenverzogerung von 3 4 2  statt. 

Hiernach gibt es also in Medien nait stetig ceranderlichenb 
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Brechungsexponenten kei?ae partielle Ref lexion,  wohl nber Total- 
reflexion. 

DaB der Strahl wirklich an der Stelle y = 0 reflelitiert 
wird und nicht etwa, wie es der ublichen Auffnssung entspricht, 
dort umbiegt, geht aus weiter unten folgenden Ausfuhrungeii 
hervor. 

Um noch Einzelheiten uber die Energiebewegnng in drr 
Nahe der kritischen Ebene y = 0 angeben zu kiiimen, unter- 
suchen wir jetzt die Strahlung im R a u m e  I I .  

1. Fiir positive y: 
Es ist nach (19), (a()'), (54), (61) und (68) 

[ GZ = - C I 1; {cl P(u) - c2 &(.)I cos (2 nn t + kus + n/4) 

{c, P(u) - cZ &(.)I cos ( 2 n n t +  K U X  + ~/4). 
Hieraus berechnet sich der zeitliche Mittelwert der Strah- 

- c 9 P  L a  4 n  
lung 

Gz=--- 16n'n a% - Y Pl w - c2 Q ( Z W  
(7 1) 

Zur numerischen Auswertung geben wir folgende von uns 
mittels der Reihen (58) berechnete Tabelle 

-~ 

Cl p (u) 

0,0000 
0,1553 
0,3121 
0,4742 
0;6479 
0,8424 
1,071 
1,352 
1,709 
2,177 
2,803 

____ 

CP Q(u) 

1,065 
1,066 
1,076 
1,104 
1,158 
1,248 
1,390 
1,599 
1,898 
2,319 
2,908 

-__ 
1,584 
1,101 
0,8151 
0,5542 
0,3632 
0,2301 
0,1421 
0,08515 
0,05010 
0,02817 
0,0154Cl 
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Man sieht, mie die Tangentialkomponente der Strahlung 
jenseits cler kritischen Ebene (d. h. f i i r  y > 0) schnell abnimmt. 
Fur grokiere Argumentwerte als u = 2 kann man bereits mit 
guter Naherung die asymptotische Formel (37) 

benutzen. AUS u berechnet sich [siehe Formel (44)] die Phase 

(73) 

Eine Normnlkomponente der Strcrhlung jenseits der kritischert 
Rbene existiert nicht. Durch diese Ebene dringt also keine 
Strahlung hindurch. 

2. Fur negatiee y: 
Um die Strahlung im Rauine I1 fiir  negative y zu be- 

rechnen, sol1 zunachst auf eine Hilfsformel aufmerksam ge- 
inacht werden. 

Ganz allgeniein gilt f i i r  jede Zylinderfunktion 2 die Be- 

Daraus folgt ohne weiteres die Hilfsformel 

Nach (51) ergibt sich nu1 fur die einfallende Welle 

uncl nach (20') 

;t.lso nach cler Hilfsformel (75) 

Somit folgt aus (19), da nach (48) 
H(') = J + iN 

ist, 

1)  1. c. p. 165. 
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so da8 sich die y-Komponente der mittleren Strahlung zu 

(78) 
ergibt. 

- cs c2 - 
@ =-- -1- a ys @I8 N-?,3 - J+, h$,) 

Y 16zrn 3 + 

Da aberl) 
J p N p - l - N p J p - l = G  2 

(79) 
ist, so folgt - ,r cr 
(80) 16n2 n 

GY = --. 
In Worten : 
Die Normalkomponente der Strahlung der einfallenden 

Welle hat im Raume I1 bis an die kritische Ebene heran den- 
selben konstanten Wert wie im Raume I.2) 

Die y-Komponente der Strahlung der reflektierten Welle 
hat den gleichen Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen. 

Zur Berechnung der tangentialen Komponente bilden wir 
nach (20’) 6 

- la n i 
u, = c1/;“ T y q y f 7 )  

w, = - c k ft CG P n i G y  Id: (gq) , 
+ + 

5 (81) 1 
+ 2n la 

woraus sich nach (19) und (65) 

1) 1. c. p. 165. 
2) Dieses Resultat l i D t  sich einfacher und allgemeiner beweisen; 

ich komme an anderem Orte darauf zuriick. 
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ergibt, unter W + iTY’ 

(83) 
verstanden. 

W +  i W‘ = e-xi18cl P(u)  + c2 Q(u)  

Soniit berechnet sicli 

Setzen wir zur Abkurzung 
4 %  ~ d = - 1- u ( W 2  + T V ) ,  (85) 9 

uncl nennen wir ly den Winlirl, melchen der Btrahl nach den 
Gesetzen der geonietrischen Optilr niit dein Einfallslot bilden 
wurde ( tgy = a/@, y den Winliel zwischen dem wirklichen 
Strnhl und dem Einfallslot (tg y = Gz/ey), so wird 

(86) tg y = A - tg y ,  
(1. h. in der Nahe der liritischen Ebene weicht iler Strahl von 
dcr gewohnlich angegebenen Richtung ab. 

Urn sich eine Anschaunng \-on der GroBe dieser All- 
weichung zu bilden, habe ich die folgende Tabelle nach (83) 
und (58) berechnet. 

JV 

1,065 
0,986 
0,900 
0,798 
0,6786 
0,5368 
0,3743 
0,1943 
0,0032 

-0,1869 
- 0,3646 

Sobald d 

(87) 

- 
W’ 

0,0000 
0,1344 
0,2675 
0,3961 
0,5150 
0,6176 
0,6950 
0,7394 
0,7427 
0,6982 
0,6037 

-~ -~ 

-- 
W2 

-~ -~ 

1,1342 
0,9722 
0,8100 
0,6368 
0,4605 
0,2882 
0,1401 
0,0377 
0,0010 
0,0350 
0,1329 

~- 

w’? 

0,0000 
0,0181 
0,0715 
0,1569 
0,2652 
0,3814 
0,4830 
0,5467 
0,5516 
0,4875 
0,3644 

W*+ T T ” 2  

1,1342 
0,9903 
0,8815 
0,7937 
0,7257 
0,6696 
0,6231 
0,5844 
0,5526 
0,5225 
0,4973 

1 Phase [vgl. (44)] 
Y 

- 2 3 ( - .p. = - j - k t w  
0 

V T i  

0,0000 
0,4472 
0,6325 
0,7746 
0,8944 
1,0000 
1,095 
1,183 
1,265 
1,342 
1,414 

- 
~ 

A 

0,OOOO 
0,6183 
0,7784 
0,8584 
0,9061 
0,9350 
0,9530 
0,9654 
0,9761 
0,9790 
0,9819 

~~ 
~ 

ihrem Betrag nach grol3ere Werte anni’mmt, geht also y in tp 
uber, wie das ja auch aus den fur den Raum I geltenden asym- 
ptotischen Formeln (31) erhellt. 
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Fiir 9 = 0 versagt Forinel (S6), da die rechte Seite die 
Deshalb schreiben wir dort Gz in der Forin 0 - c o  annimmt. 

Form 

und cla fur y = 0 

a = 1, TY2 + FY’2 = 1,1342 

wird, so ergibt sic11 
4 n  k lim tg 7 = - 1,1342- 

y = o  9 a‘ir  ’ 
d k  

der Winkel hangt also von der In$mogenitat - 2k  - = u d2! 
ab. Substituiert man cliesen Wert in (89), so erhalt man 

Die Strahlung wird also niemals der Schichtung parallel 
einfallende und reflektierte Strahlung bilden in der kritischen Ebene 
einen Iirnick (siehe die ausge- 
zogene Linie in Fig. 3). Von 
einem Urnbiegen des Strahls, 
von dem man zu sprechen 
pflegt, ist nicht die Rede. 

Die punktierte Linie in 
Fig. 3 stellt den Strahlen- 
gang nach den Regeln der 
geometrischen Optik dar. 

2. Der LkhtstrahZ sei senk- 

+Y 

V recht xur EinfaZlsebene poZari- ir 

siert. Fig. 3. 

von z unabhangig, so gelten die Gleichungen 
Bestehen nur die Vektoren Qsx, B, und GW, und ist das Feld 
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Zuin Integrieren seteen wir 

und erhalten das System von Differentialgleichungen 

(93) 

(94) 

Elirniniert man X und Y ,  so folgt 

Setzt man 
Z q)=- (95) k' 

so gilt f i i r  y 

oder mit genugender Annaherung 

(97) 

Diese Gleichung ist gana analog der Gleichung (2!3), hat 
d so  dieselben Integrale. Der einzige Unterschied ist der, da13 
wahrend die Gleichung (23) f i i r  U in Strenge gilt, Gleichung (97) 
11111' mit der von uns geforderten Annfiherung richtig ist. 

Durch die soeben clurchgefuhrte Transformation ist der 
Fall des senlaecht zur Einfallsebene polarisierten Lichts auf 
den des in der Einfallsebene polarisierten zuriickgefuhrt. 

Im Raume I ist [vgl. (69)l 
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iind in1 Raume 111 
!I 

i: - f l c b ' d y  A 
i ~ ) s = = e  e o  

V k  8' (98) 9 

woraus nach (95) 

(99) 

folgt. 
Im Raume I haben die Feldstarken der einfallenden Welle 

[QZ = A 1 / i c o s  ( 2 n n t +  kuz  - ] A @ d y  + 8) 

die folgenden Werte 
- 

0 
Y 

2nnB A (100) gz = - -- - COS ( 2 k n t  -k kus  - J k p d y + S - q f )  
0 

8_ cos ( 2 n n t + k u x -  
V k B  0 

+--- 2 n n a  i 
wo 7' die kleine GroBe 

1 d  
(101) 

und 6 eine beliebige Phasenkonstante bedeutet. 
Die reflektierte Welle hat die Feldstarken 

A s i n ( 2 a n t + k u x +  
V@ 0 
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Auch hier tritt wieder eine Phaseni-erzogerung f 7' auf, 
ahnlich wie q im Falle tles parallel der Einfallsebeiie poluri- 
sierten Strahls. Das bedeutet : Wenn der magnetisclie Velitor 
linear schwingt, so beschreibt der elektrische eine Ellipse. 
Diese Elliptizitat vergroBert sich aber ebenso, wie iin anderen 
Falle nicht langs des Strahls durch Sumnistion, soiidein 
hangt nach (101) nur von der Inhomogenitiit am betreffenden 
Orte selber ab. 

Zusammenfassung. 

1. In einem inhoinogenen Medium pflanzt sich das Licht 
ohne Reflexion fort, wohl aber gibt es Totalreflexion. 

2. Uberall gelten die Regeln der geometrischen Optili iiber 
die Richtuiig des Strahls, auBer in der Nalie der Ebene, in der 
die Totalreflexion eintritt. Hier ist der Einfallswinkel kleiner 
als es dem Snelliusschen Brechungsgesetz entspriclit. 

L a  P l a t a ,  Instituto de Fisica, 1. Marz 1915. 

(Eingegangen 8. April 1915.) 


