1915. M 14.

ANNALEN DER PHYSIK.

VIERTE FOLGE. BAND 47.

1. Fortpflanzung des Lichts
durch ein inhomogenes Medium;

von B. Gans,

Der theoretischen Behandlung der Frage, wie ein Lichtstrahl
sich durch ein Medium mit stetig verénderlichem Brechungsexpo-
nenten fortpflanzt, stellen sich in ihrer Allgemeinheit bedeutende
Schwierigkeiten in den Weg. Deshalb hat man sich bisher auf
gewisse Naherungen beschrinkt, die in verschiedenen Gebieten
der Physik und Astrophysik anwendbar sind.

So hat Forsterling?!) die Annahme gemacht, daB der
Brechungsexponent sich nur unendlich wenig veriindert, aber
daB diese Anderungen auf Strecken stattfinden kénnen, welche
Bruchteile einer Wellenlidnge sind. Die Resultate der Rechnung
wandte er auf die Lippmannsche Farbenphotographie an, bei
der das Licht selbst in der empfindlichen Schicht die Inhomo-
genitit erzeugt. :

Der entgegengesetzte Grenzfall ist der, dafi der Brechungs-
index sich zwar beliebig stark #ndern kann, daB aber die Ande-
rung auf der Strecke einer Wellenlinge sehr klein ist.

Dieser Fall ist auf die terrestrische Strahlenbrechung und
auf den Lichtdurchgang durch die Chromosphire der Sonne
ganz unbedenklich anzuwenden, da die Voraussetzung der
,Jangsamen‘ Anderung des Brechungsindex bei diesen Proble-
men wie bei vielen anderen zutrifft.

Die Aufgabe ist von Interesse, weil seine Losung die Frage
beantwortet, ob die Grundsitze der geometrischen Optik iiber
den Strahlengang, die bei den genannten Problemen der Agtro-
nomie resp. Astrophysik stets angewandt wurden, in optisch
stetig verinderlichen Medien ihre Giiltigkeit behalten, ob ferner
Lichtverlust durch Reflexion auftritt, und was aus der soge-
nannten Totalreflektion wird.

1) K. Forsterling, Phys. Zeitschr. 14. p. 265. 1913.
Anpalen der Physik. IV. Folge. 47. 46
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Wéhrend némlich fir den reinen Astronomen der Strahlen-
gang das vorwiegende Interesse verdient, wiinscht der Astro-
physiker sich gerade iber die Intensitdtsverhiltnisse genau
klar zu werden. Beides zusammen mufl man kennen, will man
z. B. das Problem des scharfen Sonnenrandes und der Hellig-
keit der Sonnenscheibe behandeln.

Die Frage ist auch bereits theoretisch in Angriff genommen
worden, und zwar von Boussinesq?). Da er aber erstens die
elastische Lichttheorie seinen Betrachtungen zugrunde legt,
und zweitens den Fall ganz auBler acht lifit, in welchem der
Lichtstrahl nach den Regeln der geometrischen Optik der
Schichtung parallel wird (Totalreflexion), so kann man sich
mit seinen Resultaten nicht zufrieden geben.

Vom Standpunkte der elektromagnetischen Lichttheorie
aus kommt spiter Seeliger?) in einer Kontroverse mit
Schmidt?®) zu dem Ergebnis, daBl bei der Kriimmung des
Strahls im inhomogenen Medium kein Lichtverlust durch
‘Reflexion eintritt, wihrend Schmidt sich auf den entgegen-
gesetzten Standpunkt stellt.

Seeliger formuliert seine Sitze, ohne die Beweise mit-
zuteilen, auch geht er nicht auf die Totalreflexion ein, die
eine besondere Untersuchung erfordert.

Aufer den soeben zitierten Arbeiten habe ich, wenn ich
nicht irre, vor Jahren einmal eine Berliner Dissertation zur
Hand bekommen, die auf Plancks Anregung hin gemacht
war, in der auch die Brechung in inhomogenen Medien be-
handelt worden ist, aber in der aus mathematischen Griinden
der Brechungsindex als ganz spezielle Funktion der Koordi-
naten angenommen war. Wegen der bisher noch ginzlich
unzureichenden Bibliotheksverhiltnisse an den argentinischen
Universitdten bin ich nicht in der Lage, genauere Angaben
itber diese Abhandlung zu machen.

Bei dieser Lage der Dinge dinfte es vielleicht von Interesse
sein, die Fortpflanzung einer ebenen Lichtwelle durch ein in-
homogenes Medium auf Grund der Maxwellschen elektro-
magnetischen Lichttheorie zu behandeln.

1) J. Boussinesq, C. R. 129. p. 794. 1899.

2) H. Seeliger, Phys. Zeitschr. 5. p. 237. 1904.

3) A. Schmidt, Phys. Zeitschr. 4. p. 282, 341, 453, 476. 1903.
5. p. 67. 1904.
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Dabei wollen wir annehmen, daB das inhomogene Medium
in parallelen Ebenen geschichtet sei, d. h. daf der Brechungs-
exponent nur von etner Koordinate abhinge. Die Resultate
wird man dann unbedenklich auch auf den Fall ibertragen
kénnen, dafl die Flichen gleicher Brechungsexponenten Kriim-
mungsradien besitzen, die groB gegen die Querschnittsdimen-
sionen des Lichtbindels sind. Die Lichtwelle sei eben.

A, Senkrechte Inzidens.

Die Dielektrizitétskonstante ¢, und damit der Brechungs-
index », sei reine Funktion der Koordinate y. Der elektrische
Vektor € der linear polarisierten ebenen Welle schwinge parallel
der z-Achse, der magnetische Vektor § parallel der z-Achse.
Das ganze Phénomen sei von den Koordinaten z und 2z un-
abhidngig. Dann ist nach den Maxwellschen Gleichungen

J_caﬁz_ 2 G,

oy TR

l ca@.__a_.bf.
dy at

Die Abhéngigkeit von ¢ werde in der Form angenommen
= [Jel2nint
(2) { @z e ’
§, = Velnint,

unter U- und V-Funktionen von y allein verstanden.
Hierdurch gehen die Gleichungen (1) iber in

1)

—c‘fi—v:= e2aniU,
Yy
1) iU
c——=—=2anit/V.
dy
Elimination von V ergibt
a2 u 27T
(3) I TRU=0.
In dieser Gleichung ist
_2nn]/—a_2nv_2n
(4) == =, =7

eine Funktion von ¥, da ¢ und somit die Wellenlinge 4 in dem

Medium dies ist, aber diese Funktion ist nach unserer Voraus-

setzung im Vergleiche zur Wellenlinge langsam verénderlich.

(49, die Wellenlinge im Vakuum, ist natiirlich eine Konstante.)
46*
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Wire k in (8) eine Konstante (homogenes Medium), so
wirden die beiden Integrale lauten

U=4e-*y und U, = Betiky,

unter 4 und B zwei willkirliche Konstanten verstanden.
Wir wollen im Falle des inhomogenen Mediums versuchen,

ob wir der Gleichung (3) geniigen konnen, indem wir eine ganz

analoge Annahme iiber die Anderung der Phasen machen. Es

ist klar, daB an Stelle von ky das Integral f kdy zu treten
hat. Es handelt sich also um den Versuch, ob

(5) U, = pemtfres

zu einem Integral von (8) gemacht werden kann, indem man
iber die Amplitude F frei verfiigt, jedoch annimmt, da8 sie
nur Funktion des langsam verinderlichen Parameters .k sei.l)

Wie man durch direktes Einsetzen erkennt, ist (5) in der
Tat eine Losung von (8), wenn F' der Gleichung geniigt

* 37 I? F r’
(6) —zk(2k—+F)+dk,k +4 Ty —o0,

und %' und k" die Bedeutung dk/dy resp. d2k/dy? haben.
Da k langsam verdnderlich sein soll, so kénnen wir k'2
und k" vernachldssigen und erhalten

k
o322 -0
oder F 2k
C
7 F=__,
(7) . y
und somit
8 szdy
® U= e
Ebenso ist .
o +ifkd
9) U2=We Jray

ein Integral von (8).

Um sicher zu sein, daBl die Vernachlissigungen wirklich
berechtigt waren, setzen wir (8) resp. (9) in die linke Seite
von (8) ein und erhalten

1) Eine Methode, die Gleichung (3) mit beliebiger Anniherung zu
integrieren, werde ich demniichst an einem anderen Orte angeben.
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e*"/y“y.ﬁ(_).
dy? Vk

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber gegen jedes der
beiden Glieder auf der Linken zu vernachlissigen, falls k-4’2
und k-3k" klein gegen die Einheit sind, oder mit Einfithrung
des Brechungsexponenten » — }e& nach (4): es miissen

‘1 dy 1)\2 1 div (42
() Gam = &
klein gegen Eins sein.

Diese Bedingungen (11) bilden die exakte Formulierung
der Voraussetzung der ,langsamen‘* Anderung des Brechungs-
exponenten. Sie sind praktisch an allen Stellen bei astrophysi-
kalischen Problemen erfillt, an denen der Brechungsexponent
keinen Sprung aufweist.

Aus der zweiten Gleichung (1’) erhdlt man ¥V aus U, und
zwar wird

(10) fy? 4R =

c]/]c k ;fkdy c1/_ —ifkdy
(12) Vl= 2nn [1 _2_10—] 2nn ’
Vk i K] iSrdy _ eVk , ik tfkdy
(18 7,=—5k |1+ £ 5] - Ve,
wo & die kleine Gréfe
1 d {1 1 dai
14 E=vay () =inay

ist.
Somit ergibt sich aus (2), daB sich folgende beiden Wellen-
systeme in dem Medium ausbreiten kénnen:

y
@ _ ng?ni(nt—{qry)
(15) I Vk_ ydy 1 di
@m= ;Jt/i CCan(nt—‘O/‘T+8—n—,‘,-—{l),

Yy
G - gezni(nwf%i’)
6  I{

. 1 dl)

d
@ - _ c]/ Ce 23:(nt+f ) ~“fdy
@ .

2an
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System I ist eine ebene, linear polarisierte Welle, die sich
in Richtung der positiven y-Achse fortpflanzt. Die Amplituden
des elektrischen und des magnetischen Vektors &ndern sich mit
dem Ort, und zwar ist [siche (4)] die des elektrischen der Wurzel
aus der am betreffenden Orte vorhandenen Wellenlinge direkt,
die des magnetischen dieser Wurzel umgekehrt proportional.

Die Phasendifferenz zwischen den beiden Vektoren ist
nicht, wie in homogenen Medien, Null, sondern sie hat den

kleinen Betrag 4 d , der von der Inhomogenitit an der be-
treffenden Stelle abhangt.

Ahnliches gilt vom System II [Gleichung (16)], welches
eine nach negativen y sich fortpflanzende Welle darstellt.

Der zeitliche Mittelwert der Strahlung & berechnet sich
nach Poynting aus der Formel

y 47.[ z'bz
und hat fir das System I den Wert

(17) &, =<

fiir das System IT
17 & = 20

y 16 n2n?
d. h. die Strahlung ist von y unabhingig.

Da die beiden Losungssysteme (15) und (16) véllig unab-
hingig von einander sind, so bedeutet das, daB die nach posi-
tiven y sich fortpflanzende Welle nicht zwangsweise eine Strah-
lung in entgegengesetzter Richtung erzeugt, oder daB keine
Reflezion infolge der Inhomogenitit aufiritt.

Die aus (17) folgende konstante Intensitdt der Strahlung
ist eine notwendige Konsequenz dieser Tatsache.

Der Satz, daB keine reflektierte Welle auftritt, braucht
natiirlich nur in den Giltigkeitsgrenzen unserer N&herungs-
l6sung richtig zu sein, d. h. es kénnte immerhin eine solche
Welle existieren, deren Amplitude von der GroBenordnung der
kleinen Glieder (11) ist, ihre Strahlung wire aber hoéchstens
von der Grofenordnung der Quadrate und Produkte der
Terme (11).
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DaB an der Grenze zweier homogener Medien Reflektion
eintritt, die von den Brechungsindizes »; und », an beiden
Seiten der Grenzfliche abhingt, ist eine bekannte Tatsache.
Das Reflexionsvermogen hat den Betrag

8, (v —m\?
7 (”1 + ”e) )

Wir wollen uns jetzt fragen, was passiert, wenn im Falle
eines inhomogenen Mediums an der
Stelle y =0 zwar der Brechungs-
exponent und somit & konstant bleibt,
dagegen sein Differentialquotient nach
y einen Sprung erleidet (vgl. Fig. 1). 3 Y

Dann gilt fir y < 0 Fig. 1,

A

y Y
(mio [0, 1 (4 , dy_ L (4
[ Zna(nt 7 +87‘ dy);) 2n:(nt+f 3 Fp= dy);)
Ce 0 C 0

und fir y >0

9, = cﬁpez"i(”-ém—”;—"(:—:)’)'

Da fiir y = 0 €, und 9, stetig sein miissen, so folgt, daB
das Reflexionsvermégen, d. h. das Verhiltnis der reflektierten
zur einfallenden Strahlung den sehr kleinen Wert haben muB

S 3 _(@n
S, e4nt|\dy/1 dy/2
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B. 8chiefe Inzidensz.
1. Der Luchtstrahl sei in der Einfallsebene polarisiert.
Dann gelten die Gleichungen

a@v a‘bz — a@,
[c(aw_ay)—eat
3G, _ 8.
(18) © Ty T T ot
9¢, _ 89,
dx ot

Machen wir den Ansatz
€, = e2nintgikaz [J
(19) { D, = e2nintgikazyp
@y = e2nintgikaz W,
wo U, V, W Funktionen von y sind und a auch von y ab-
héngen kann, so folgen die Gleichungen

c(ika W — Z—:—i.z-Vd‘(ikya)) =2anisU

20 aUu . dka)y _ .
(20) c(ﬁ+zzU dy)——2nnzV

cthaU=2aniW.

Es ist klar, daB in den ersten beiden dieser Gleichungen
die Faktoren von z verschwinden miissen, da die anderen
Glieder reine Funktionen von y sind, d. h. es muB sein

1) k e = Const.,
und die Gleichungen (20) gehen in die einfachere Form iiber.

c(iku W — ﬂf) =2nnicl
dy

(20" cz—U=—2nniV
Yy

| cikaU=2aniWw.

Gleichung (21) bedeutet nach (4)

(22) o v = Const.
Wir nehmen erstens a < 1 an.

Durch Elimination von ¥ und W aus den Gleichungen
(20") ergibt sich die Differentialgleichung



Fortpflansung des Lichts durch ein inhomogenes Medium. T17

AU R
(28) W+k2ﬂ U=0,
wenn zur Abkiirzung
(24) e+ f2=1

eingefithrt wird.

Gleichung (28) ist der Gleichung (8) ganz analog. Nur
steht hier k8, wo dort % stand, also sind auch die Integrale
analog, d. h. sie haben die Form [vgl. (8) und. (9)]

14
c —ifxpdy
(25) U1=_/‘Ee 0
Jaﬁd
c’ i y
6 U = —_
(2 ) 2 Vkﬂe 0

Diese Ausdriicke sind mit der gewiinschten Niherung
Integrale, solange a nicht gleich 1 und somit g nicht gleich
Null wird. Nahert sich aber 8 der Null, so horen (25) und (26)
auf, Losungen von (23) zu sein, wovon man sich durch Ein-
setzen leicht @berzeugen kann [vgl. (10)].

Ob der Fall a =1 und a >1 an irgendeiner Stelle ein-
treten kann, ergibt sich ohne weiteres aus.(22), falls an einer
beliebigen Stelle der Wert von a gegeben ist, da » als Funktion
von y als bekannt vorausgesetzt wird.

Um B eindeutig zu definieren, setzen wir fest, daB
@1 p=yi-2,
+

d. h. die positive Wurzel aus 1 — a? sein soll.

Somit ergeben sich mnach (25) und (26) aus (19) und der
zweiten und dritten Gleichung (20') die beiden Losungssysteme

y
c i@rnt+kax — [kBdy)
@,=§Re—:=e v
Vkg
- y
(28) I.{ @z=mei/_()_k_ﬂ%eu@nnz+kaz—bfkﬂdy+n)

y
C cka i@nnt+ka:—/%ﬂdw
0

S=Re s
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und
y
r iQRant+kazt fkpdy
@,: %el—/‘i:ée * 6/‘ Y
¥
29 1L _ Q' ckf i@unttkaz+ fkfdy—n)
©”— %EVF?2une °
Y
O cka 1Q@untt+kaz+ [kpdy
t $y= ﬁﬁev—ﬁme 0 s
wo 75 die kleine GroBe
1 d (1
©9) 1= 575 e7)
bedeutet.

Wir sehen, daB auch im Falle schiefer Inzidenz die nach
positiven y sich fortpflanzende Welle I génzlich unabhingig
von der nach negativen y laufenden Welle II ist, daB also die
Inhomogenitit keine Reflexion bedingt. '

Ferner ergibt sich, daB in jedem Punkte die GréBen a
und B die Richtungskosinus der Wellennormale bedeuten, und
daf nach (22) das Snelliussche Brechungsgesetz wie in homo-
genen Medien giiltig ist.

Man erkennt das durch Differentiation der Phase

Y
O®=2znt+kasT [kfdy
0

und Nullsetzung von d®, namlich
AP =2xndt +kadzF kfdy.

Das gilt auch fiir die Komponente §,, bei der noch die Phasen-
differenz # auftritt, da dn/dy als GroBe zweiter Ordnung ver-
nachlissigt werden kann.

Die einzigen Unterschiede gegeniiber der Lichtausbreitung
in homogenen Medien ist erstens die kleine Phasendifferenz %
[siche Gleichung (80)] zwischen £, einerseits und €, sowie 9,
andererseits, infolge deren, bei einer linearen Schwingung von
€,  eine etwas elliptische Schwingung ausfihrt, so zwar, da
im zeitlichen Mittel die Feldstirken senkrecht auf der Rich-
tung der Wellennormalen stehen.

Zweitens hingen die Amplituden der Feldstirken in der
durch (28) und (29) gekennzeichneten Weise vom Ort ab.
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Der gzeitliche Mittelwert des Strahlungsvektors ist

( fir das System I

= ctC? « e? O
C = " Twn § = " Tewn BY
— c!Ci
© =+ f5aim
: 6= 0
(81) 1
fiir das System II
. c?C’l « c’o'i
€= —Town B ~ Tomin BY
— c? 0’2
© =~ Temn
\ @ = O

unter y den Kinfallswinkel (Winkel zwischen Wellennormale
und y-Achse) verstanden, so daBl a =siny; f = cos y.
Fir den absoluten Betrag der Strahlung S folgt
0 1 o _etCr 1
(82) S = f6ntn " cos ' U7 18nfn  cosy

und fiir die Richtung des Strahls

' &, _ .
32 == F t
(827) 5, Ftgy
d. h. die Strahlung ist dem Kosinus des Einfallswinkels umge-
kehrt proportional, oder die Normalkomponente der Strahlung
ist konstant.
Strahlung und Wellennormale haben dieselbe Richiung.

Wir nehmen zweitens a > 1 an.

In welchen Teilen des Strahlungsfeldes dieses -eintritt,
ergibt sich ohne weiteres aus der Gleichung (22).

Setzen wir .
(39) a?— fr=1
und definieren eindeutig
(34) f =Y =1

+
so gieht man sofort, daB
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- ViF

y
+ /fkf’dy
LN
4 Vk 6,
Losungen der Gleichung (23) darstellen.

Befindet sich die Strahlungsquelle am Orte y = — oo und
erstreckt sich das Gebiet, in dem a > 1 ist, bis nach y = + oo,
so gilt nur der Wert U,, da U, fir y = + oo selbst unendlich
groBl wurde, wihrend U, fir y = 4+ oo sich der Null nihert,
somit erlaubte Werte der Feldstirken gibt.

Die Feldstirken haben nach (85), (19) und (20" folgende
Werte:

y
D S #dy i@ant+lkan
@ =§Re—:e 0 e
f Vkg
) ____meDe"“/zckﬂ'
% TR 2
(36) Vkﬂ n -4
] . 1 d /1 —6/'kﬁ'dy i@ant+kaz)
[ _?E?/(k_ﬂ’)]e ‘
y
D oka ~[rkpdy iQant+kaz)
— Y onxno 0
9, ghyw&:ne e

In diesem Gebiete @ > 1 ist von einer ebenen Welle nicht
mehr die Rede. Da kf" einen beliebig kleinen Wert haben
kann, so kénnen die Feldstdrken bis zu beliebig grofen Werten
von y hin endlich bleiben.

Bilden wir jedoch die mittlere Strahlung, so erhalten wir

Yy
__ep e T
x 16n%n {)"e
y=0

8 =0

(37)

Gu Gu

und sehen, daB der zeitliche Mittelwert der Normalkomponente
©, der Strahlung Null ist; d. h. in normaler Richtung pendelt
die elektromagnetische Energie wie im Falle homogener Medien
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nur hin und her, ohne sich dauernd in einem bestimmten Sinne
fortzupflanzen.

Tangentiale Strahlung &, tritt auf, nimmt aber mit
wachsendem y an Stirke ab.

Durch Einsetzen der Werte von U aus (85) in die Diffe-
rentialgleichung (23) erkennt man, daf diese Ausdriicke auf-
héren, Losungen zu sein, wenn a = 1 wird. Dieser Fall ver-
langt also eine besondere Behandlung, und er verdient auch
besonderes Interesse, weil er die I‘rage entscheidet, was aus
der Lichtwelle wird, wenn ihre Fortpflanzungsrichtung nach
den Gesetzen der geometrxschen Optik parallel der Schichtung
geworden ist.

Totalreflexion (a = 1).

Um den Fall a =1 zu behandeln, nehmen wir an, daB
der Brechungsexponent und somit auch k eine mit wachsendem
y stets abnehmende Funktion sei. Kine ebene Lichtwelle durch-

strahle dieses Medium schief, von y = —oo kommend.
I 1JI ar
-h 0 R y
X
Fig. 2.

Da nach (21) das Produkt ko konstant ist, so wird a mit
y wachsen, bis es an einer Stelle den kritischen Wert a =1
erreicht hat. Wir spezialisieren das Problem nicht, wenn wir
willkiirlich dieser kritischen Ebene die Koordinate y=0 beilegen.

Wir teilen den ganzen Raum durch die beiden Ebenen
y= —hund y= -+ k' in drei Teile. h und h’ seien willkiir-
liche Werte, die allerdings gewissen, spiiter zu formulierenden
Einschrinkungen zu geniigen haben.

Im Rauome I, d. h. fir y << — h, ist a << 1. Dort gelten
demnach die bereits frither gefundenen beiden Léosungen der
Differentialgleichung (28) [vgl. (25) und (26)]
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y
—ifkpay
Ul = — ¢ 0
k
(38) I
ENA
7T ’
+
wo
(39) g=V1—e
+
bedeutet.
Die z‘::::e Gleichung (88) stellt eine Welle dar, welche sich
b .
nach 111):;;1:1;%:1 y hin fortpflanzt.

Im Raume III, d. h. fir y > + &', ist a > 1. Dort gilt
die erste der beiden Gleichungen (35)
y
—fk g’ dy
D
(40) U=ig®’

mit
(41) g = 1/22‘-_1

wihrend die zweite Losung der Gleichungen (85) zu verwerfen
ist, da sie eine nach y = — oo hin laufende Welle darstellt,
welche fiir y = -+ oo unendlich groBe, somit unzulissige Werte
der Feldstirke liefern wirde.

Es handelt sich also nur noch darum, im Raume II, d. h.
fir — h < y << 4+ &/, eine Losung der Differentialgleichung (23)

aU

(42) +REU=0
zu finden, die in diesem Raume endlich und stetig ist, und die,
damit sdmtliche Komponenten der Feldstirken auch fur
y = — h und y = - k' stetig bleiben [siche die Gleichung (20")],
mit ihrem ersten Differentialquotienten fiir y = — h in den dort
geltenden Wert von U; + U, und fir y = + &' in den dort
geltenden Wert von U, tibergehen miissen, wobei C als gegeben
betrachtet werden soll, wihrend iiber C’ und D noch frei ver-
figt werden kann,
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Im Punkte y = 0 ist a = 1; in der Néhe dieser Stelle gelte
die Entwicklung

(48) Bl=-—e)=—ay+..,

wo a eine positive Konstante ist, da fiir ¥ = 0 a = 1 sein soll.

Nun mégen 2 und k' einerseits so klein angenommen
werden, daB man im ganzen Raume I1 die hoheren Glieder
der Entwicklung (48) vernachldssigen kann, andererseits so
groB, daf an den Grenzen des Raumes II

Y -4
Ifﬁr negative y: %V— ay’ = —JV— aydy = —fkﬂdy
+ +
(44) 0 0
. y y
fiir positive y: —§Vay3 = f]/;ydy = fkﬂ'dy
+ ot b

groB gegen die Einheit sind.

Ob diese beiden Beschrinkungen der sonst willkiirlich
wihlbaren Werte von h und h’ moglich sind, hingt natiirlich
von der Art der gegebenen Funktion k¥ ab. Da ka konstant
ist, so ist die erste Beschrinkung um so leichter zu erfilllen,
je eher k2 als Funktion von y in der Ndhe von y =0 sich
linear verhilt.

Um die zweite Beschrinkung auf andere Form zu bringen,
differentiiere man (48) nach y wund Dberiicksichtige, daf
k = (2mv/4,) (v Brechungsexponent, 1, Wellenlénge im Vakuum);
so erhdlt man fir y = —h

kT d»?

41:’102 . iy h=(aydy=—n,

also muB nach (44)
2 3 _4n k d v
(ﬂ““y) =T L) Tyt

y=-—h
(45) { und ebenso

groB gegen Eins sein.

Um sich von dem hohen Niherungsgrad und der Bedeu-
tungslosigkeit der soeben eingefiihrten Beschrinkungen ein
konkretes Bild machen zu konnen, nehmen wir ein Medium
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an, das dieselbe Brechbarkeit und Inhomogenitit hat, wie die
Luft in der N&he der Erdoberfliche und berechnen mittels der
Lorentz-Lorenzschen Formel sowie der Barometerformel,
daB in diesem Medium
v2=1,000589 — 7,36 - 10-8y 4 4,54 - 10-12 42
ist, y in Metern gemessen. Dann ergibt sich fiir gelbes Licht, daB
1dv A\ - 1d¥v(A\? _
(7ﬂ§;) —=12.10-%; TW(E) = 4,0-10-26
in der Tat sehr klein sind, wie Formel (11) es verlangt.

Wihlen wir ferner h = A’ = 1 m, so ist der Fehler in »2%
den wir begehen, wenn wir im Raume IT »? als lineare Funktion
auffassen, 4,5-10-2% und es ist [siche (45)]

4n h d»t

3LV le = 1930
in der Tat sehr groB, da, wie wir im folgenden sehen werden,
das ,,groB" nur so groB bedeutet, daB man sich auf das erste
Glied der semikonvergenten Reihen der Besselschen Funk-
tionen der Ordnung !/, beschrinken darf.

Die Bedingungen sind somit so glinzend erfillt, daf man
unbedenklich die Resultate auch auf viel inhomogenere Medien,
wie z. B. die Chromosphire der Sonne, anwenden darf.

Unter den im vorstehenden formulierten Bedingungen geht
im Raume IT Gleichung (42) mittels (48) in

@a&U
(46) I —ayU=0
iiber, deren Integral
(47 U=Vy2,3Y - ay)

ist, wo Zy, eine Besselsche Funktion der Ordnung /; bedeutet. )

Bezeichnet J die Zylinderfunktion erster Art, N die zweiter
Art, H die Hankelsche Zylinderfunktion in der Bezeichnungs-
weise von Jahnke und Emde (. ¢.), an die wir uns im folgen-
den durchweg halten, so ist fiir sehr grofe reelle Argumentwerte 2)

iz — 5 47)
HY (@) = Ji, (@) + i Ny (a) = e

Vins

—i(@ = 5/im)

V,} T

1) Vgl. z. B. E. Jahnke und F. Emde, Funktionstafeln. p. 167.
4. Gleichung. Leipzig und Berlin 1909.

2) Ibid. p. 98 u. 95.

(48)

[

H (@) = Jy, (@) — iV, (z) =
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Setzen Wil‘
-2 3
=3 ]/ ay®,

so folgt fiir negative sehr groBe Werte von y mit Beriick-
sichtigung der ersten Gleichung (44)

(2 5 )
l(gl/—ays—ﬁ:z) 191t —fkﬂllj .
* e e

B (2Y=ay) =" ; ;
/‘ (3 * ) VapV=agp T VA —a

(49) yuy
. ( ay-__n %ni ifrpdy
e (3 V_—' a?) _e e eV
s 3 = V3 e ‘ ’
+ ]/n/3V— ay? ]/u/3 —-ay?
also
Y
(2 —%aie_ibfk”y
— 4 H, (" —a ) —
K Yy \38 V ¥ anr?, Vkpg
60) '

5 H
1—‘,,11- ifkpdy
27 %

V yH\J)( V_aj) Va3 l/lc—ﬁ

Vergleicht man diese asymptotischen Ausdriicke mit den
im Raume I giiltigen Werten (38), so erhélt man fir negative
y im Raume II mit Beriicksichtigung der Stetigkeit der Funk-
tion U an der Grenze der Riume I und II

[ U= CYase ™ Y=y MO (Y = oy
+
] U, =C"]/n—/§e-b/“”i]/—d(")(3 V— ays.
+

Fiir groBe positive z gelten die asymptotischen Formeln?)

(1)

e o .
Vine

Da H,(/? (¢ x) und Hl(/z)(—ia;) konjugiert komplex?), nach
Gleichung (61) (siche unten) aber bis auf einen konstanten

(52) e P HD (iz)= ¢ TP HD (—iz) =

1) Ibid. p. 100.
2) Ibid. p. 95. .
Annalen der Physik, IV. Folge. 47. 47
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multiplikativen Faktor e27i/3identisch sind, so brauchen wir
nur H,(/la) zu behandeln und erhalten aus (52) fir o =§Vay®
mit Berticksichtigung von (44) fiir positive groBe y im Raume IT

2xi 2 L — 27i

3
= Vais Vk 7

(538) lim ]/yHu) (—z]/ay) 2 n

y=o0 Vais Vay

Vergleicht man diesen asymptotischen Ausdruck mit dem
im Raume III gilltigen Werte (40), so erhdlt man fir positive y
im Raume II mit Beriicksichtigung der Stetigkeit von U an
der Grenze der Riume IT und IIT

(54) Uy= DYap ™ Yy H,) (3 iYay)
+

Die Konstanten C' und D in (51) und (54) sind bei ge-
gebenem C so zu bestimmen, dafl fir y =0 U, + U, stetig
mit seinem ersten Differentialquotienten in U, iibergeht.

Zu dem Zwecke machen wir die folgenden Reihenentwick-
lungen 1):

el ST

J T6) Lo + 1)

(55) (z w)

ol ( ) < 206) (v =)

Setzen wir
58 froim
u=ahy

in (55) ein, so wird

Vud:, (giu’/-) = —3:8— Pu)
(57) V3 g

i% 'f/
VUJ s ( zu/) =6II( 1) Q(u)

1) Ibid. p. 90.
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WO
(58) {P()—u(H +f»o_4+45360+")
u9
Q) =1+ + 180+ {2980 T
bedeuten. ‘
Zur Abkiirzung setzen wir

8—_

(69) ———— =¢, = 0,7762; 111/3 = = 1,065
Vs

ein, benutzen die Formeln?)

1 7: —iﬂ/3
HI(/')': ——n-[e Jx/a el J_l}':l

@) 2 in/38
H =- n[ J‘/s_J’/s]

sin —
llll3

und erhalten so die Potenzreihe

(61) a’/ay H(l) (—z]/ay ) 2;;%E [e, P(u) — ¢, Q)]

die fir lim y=0 in

62 lim Vary 2D (5 iVayY) = 2o ahy - o)

Vs
iibergeht.
Ebenso wird, wenn wir
(63) v=—aiy=—u
setzen,

727

64 {V; i, (i v’/e) =¢ v(l 7)3+57;:4 45360+ )_ —¢, Plu)
4.

3
J s 1 *a| = _,”_3. _vi
Vv ”(3”1)_"2 (1 &+ 180~ i2080
also nach (60)

J= @Qw)

Tty e
(65) ’ &
J=ary H-(/?(% Vr;—ys) - E%E [e""’ ® e, Plu) + ¢, @ (u)] ;

1) Ibid. p. 95.
47*
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diese Reihen gehen fir lim y = 0 dber in
. —— (1 —_— —imf{2{ —imx|3 .
llin()]/— alsy f[f/s)(% V- ay3) = 26}/3 —(e / e, ahy+ Cz)
(66) ¥=

. S WA J— 2 piz/2 iz /8 .
hmV—a”yHﬁQfV—“yﬂ='£z—&”/ﬁa“y+%y
y=0 3 Vs

Da, wie oben erwdhnt, U fir y = 0 mit seinem ersten
Differentialquotienten stetig sein muf}, so ergibt sich nach (51),
(54), (62) und (66)

Ce®niig=ial(e—inBe a'hy + c,)
4+ C'e-"lernigial(einfie a'hy + ¢,)=De? B einB(c, a’hy—ec,),
d. h. es missen die von y unabhingigen Glieder links dem von

y unabhingigen Glied rechts gleich sein, und ebenfalls muf} der
Faktor von y links dem auf der rechten Seite gleich sein, oder

C — e i C’ Slati = — D
w (oo
. Ce_'l/xzv"l_*_ C ellunni = +]),
woraus
' = Ceim?
(68) { o
D= (Ceint

folgt, so daf die Werte von U im Raume I und III ﬁbergehen'
in [vgl. (88) und (40)]

y
-i[kpdy
Ul= C;e (]/ fey
Vg
Yy
(69) + ro C ein/‘.’;g«l—ij‘kﬂdy
T Vs ’
Yy
_ ¢ ein/4e—./'kﬂ'dy
PVEE ’

Die nach negativen y fortlaufende Welle U, hat also die-
selbe Amplitude, wie die nach positiven y strahlende Welle.
Dieses Resultat lautet in anderen Worten:

Die einfallende Welle wird im vollen Betrage an der Stelle
reflektiert, an welcher die Inzidenz nach dem Smelliusschen
(esetz streifend wiirde (Totalreflexion). Bei dieser Reflexion
findet eine Phasenverzogerung von 3z/2 statt.

Hiernach ¢ibt es also in Medien mat stetig verdnderlichem
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Brechungsexponenten keine partielle Reflexion, wohl aber Total-
reflexion. -

Dafl der Strahl wirklich an der Stelle y = 0 reflektiert
wird und nicht etwa, wie es der iiblichen Auffassung entspricht,
dort -umbiegt, geht aus weiter unten folgenden Ausfithrungen
hervor.

Um noch Einzelheiten iiber die Energiebewegung in der
Nihe der kritischen Ebene y = 0 angeben zu konnen, unter-
suchen wir jetzt die Strahlung im Raume II.

1. Fiir positive y:

Es ist nach (19), (20%), (54), (61) und (68)

G, = — cé‘/g fe, P(u) — ¢, Qu)} cos @mnt + haz + m/4)
2 n e d
&=+0?szm@
{e, P(u) — ¢, Qu)} 8in (2ant + hew + nj4)

2 n cka
Oy==C35V i smn

(70)

{e, P(u) — ¢, @)} cos Crnt+ kaz + a/d).

Hieraus berechnet sich der zeitliche Mittelwert der Strah-
lung

__ 2% Lo 4
(&= = sgwrs o 5 1 PO = Q0
(71) -l@y=0
g, =0.

Zur numerischen Auswertung geben wir folgende von uns
mittels der Reihen -(58) berechnete Tabelle

4n
% ¢, P(w) ¢y Q(w) 9 fer P(w)— e Q)]
0,0 0,0000 1,065 1,684
0,2 0,1553 1,066 1,101
04 0,3121 1,076 0,8151
0,6 0,4742 1,104 0,5542
0,8 0,6479 1,158 0,3632
1,0 0,8424 1,248 0,2301
1,2 1,071 1,390 0,1421
14 1,352 | 1,599 0,08515
1,6 1,709 1,898 0,05010
1.8 2,177 2,319 0,02817
2,0 2,803 2,908 0,01540
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Man sieht, wie die Tangentialkomponente der Strahlung
jenseits der kritischen Ebene (d. h. fiar y > 0) schnell abnimmt.
Fir grofere Argumentwerte als u = 2 kann man bereits mit
guter Niaherung die asymptotische Formel (37)

¥
= 2C* ka -—2)kfdy
2 il
henutzen. Aus u berechnet sich [sieche Formel (44)] die Phase
Y
(13) R dy = 3o’
|

Eine Normalkomponente der Strahlung jenseits der kritischen
Ebene existiert nicht. Durch diese Ebene dringt also keine
Strahlung hindurch.

2. Fiir negative y:

Um die Strahlung im Raume II fiir negative y zu be-
rechnen, soll zundchst auf eine Hilfsformel aufmerksam ge-
macht werden.

Ganz allgemein gilt fir jede Zylinderfunktion Z die Be-
ziehung )

d R —
(14) dm[ zZ (]/az] = l—/z—.z' Zy1 (Y x).
Daraus folgt ohne weiteres die Hilfsformel
. d — 2 2 2
) g (V=@ 2 (3 V=477 )| =y BE, (5 V=)
Nach (51) ergibt sich nur fiir die einfallende Welle

=)/ =y a2y =ay)

und nach (20)

e i d (2 ——7

n mcl/ V y Iy, (311—“ys)};
also nach der Hilfsformel (75)
Beai 2 _——
A6 F=gin Ol T Yay B, (2Y =y
Somit folgt aus (19), da nach (48)
HY = +iN

p—-1

Lu|'§

ist,

1) L c. p. 165.
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_ I}E/, (% ]/::?3) cos (27mt+ hox 4 i—n)
€ =cl/2y=y *
3+ ]— Ny, (gl/fay )sm (29mt+ kox+ 12)
2 bn
. - _ -J—2/,(§+V—a.’/ )sm(!nnt+km:+l2)
9. = 2—;"0]/5 Vay R 5
-N_y, (E]/—ay )cos(2unt+sz+ 12)
+
so daB sich die y-Komponente der mittleren Strablung zu

(18) g =-"9 V—ay (g Nz, — I e, M)

(17

vy~ 16an 8
ergibt.
Da aber?)
(79) J,M_I—N?JP_F%
ist, so folgt
— c‘l 02
(80) 8, = Ter

In Worten:

Die Normalkomponente der Strahlung der einfallenden
Welle hat im Raume II bis an die kritische Ebene heran den-
selben konstanten Wert wie im Raume I.2)

Die y-Komponente der Strahlung der reflektierten Welle
hat den gleichen Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen.

Zur Berechnung der tangentialen Komponente bilden wir
nach (20")

U, = Ol/n 12 H(l)( V=ay a7
(81) { i
cka
W= Znnc _::— ‘ yH(l)(3p—a3/s)a

woraus sich nach (19) und (65)
G, = 2Va C?Re{ei (2t kaz =35 W+ i W')}
(82) 3Va s

cka 2V1r i{27nt +kax—
©y_2””3]/a CERe{ ( )(W+1W)

1) L. c. p. 165,
2) Dieses Resultat laBt sich einfacher und allgemeiner beweisen;
- ich komme an anderem Orte darauf zuriick.
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ergibt, unter W + W’
(83) Wil =e=i3¢ Plu)+ c, @(u)
verstanden.

Somit berechnet sich

(84) 8= — ST STy Y .
Setzen wir zur Abkiirzung

(85) =%" —u (W4 WY,

und nennen wir yp den Winkel, welchen der Strahl nach den
Gesetzen der geometrischen Optik mit dem Einfallslot bilden
wirde (tgy = a/f), y den Winkel zwischen dem wirklichen
Strahl und dem Einfallslot (tg y = &,/8,), so wird

(86) tgy=4-tgy,
d. h. in der Nédhe der kritischen Ebene weicht der Strahl von
der gewohnlich angegebenen Richtung ab.

Um sich eine Anschauung von der Grofe dieser Ab-

weichung zu bilden, habe ich die folgende Tabelle nach (88)
und (58) berechnet.

Y

—u w w’ w wr | Wi YV —u | 4

0,0 | 1,065 | 0,0000 | 1,1342 | 0,0000 | 1,1342 | 0,0000 | 0,0000
02 0986 | 01344 | 0,9722 | 0,0181 | 0,9903 | 0,4472 | 0,6183
04| 090 | 02675 08100 | 0,0715 | 0,8815 | 0,6325 | 0,7784
0,6 0,798 | 0,3961 | 0,6368 | 0,1569 | 0,7937 | 0,7746 | 0,8584
0,8 | 0,6786 | 0,5150 | 0,4605 | 0,2652 | 0,7257 | 0,8944 | 0,9061
1,0 | 05368 | 06176 | 0,2882 | 0,3814 | 0,6696 | 1,0000 | 0,9350
1,2 | 03743 | 0,6950 | 0,1401 | 0,4830 | 0,6231 | 1,095 | 0,9530
14| 01943 | 0,7394 | 0,0377 | 0,5467 | 0,5844 | 1,183 | 0,9654
1,6 | 00032 | 0,7427 | 0,0010 | 0,5516 | 05526 | 1,265 | 0,976l
1,8 | —0,1869 | 0,6982 | 0,0350 | 0,4875 | 0,5225 | 1,342 | 0,9790
2,0 | —0,3646 | 0,6037 | 0,1329 | 0,3644 | 04973 | 1,414 | 0,9819

Sobald die Phase [vgl. (44)]

Yy
87) 2(—wph=— [rpdy
0

ihrem Betrag nach groflere Werte annimmt, geht also y in »
iber, wie das ja auch aus den fiir den Raum I geltenden asym-
ptotischen Formeln (81) erhellt.
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Fir y = 0 versagt Formel (86), da die rechte Seite die
Form 0-co annimmt. Deshalb schreiben wir dort &, in der
Form
83) 8= — o TRy,
und da fir y=

a=1, W24+ W' =1,1842
wird, so ergibt sich
(89) 11m tgy =221 1342

der Winkel héngt also von der Inhomogenitét —-de‘]; a

ab. Substituiert man diesen Wert in (89), so erhilt man
2,319

3 _drgv ]._0.
dy »

Die Strahlung wird also niemals der Schichtung parallel
einfallende und reflektierte Strahlung bilden in der kritischen Ebene
einen Knack (siehe die ausge-
zogene Linie in Fig. 8). Von
einemn Umbtiegen des Strahls,
von dem man zu sprechen
pflegt, ist nicht die Rede.

Die punktierte Linie in
Fig. 8 stellt den Strahlen-
gang nach den Regeln der
geometrischen Optik dar.

(90)

9. Der Lichistrahl sei senk- d
recht zur Einfallsebene polari- @x
siert. - Fig. 3.

Bestehen nur die Vektoren §,, €, und €,, und ist das Feld
von z unabhingig, so gelten die Gleichungen

( ca®,= 4G,
dy 0t
39, ]

o | -eoea e

'I_c(a@,, a@,) 9.
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Zum Integrieren setzen wir
l G, = Xelwintgikan
€, = Ve2nintgikas
l 9, = Zelnintgikax
und erhalten das System von Differentialgleichungen
dZ _s2nni

(92)

ay= e
(98) iimZ:-*ﬁZ'ﬂy
iha ¥ — dX__ZnniZ
dy e )
Eliminiert man X und Y, so folgt
d {1d
(94) 822+ 5z 53) = 0
Setzt man
Z
(95) Y= %
so gilt fir y
51
96 d*y B2A%2w =Lk @ (7)
(96) iy + A2B2y = Y g
oder mit gentigender Annéherung
a? 5
(97) gy TRy =0,

Diese Gleichung ist ganz analog der Gleichung (28), hat
also dieselben Integrale. Der einzige Unterschied ist der, dafl
wihrend die Gleichung (28) fiir U in Strenge gilt, Gleichung (97)
nur mit der von uns geforderten Anniherung richtig ist.

Dureh die soeben durchgefithrte Transformation ist der
¥all des senkrecht zur Einfallsebene polarisierten Lichts auf
den des in der Einfallsebene polarisierten zuriickgefihrt.

Im Raume I ist [vgl. (69)]

Y
A —Efkﬂdy
Yo=—=c"
Vi3
5y fusa
i~ +ifJEk y
4 2 6

Y= Vi ¢

(98)
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und im Raume III

Y
A . 37
A iT fkﬂdy
e e ,

(98) Wy =

woraus nach (95)

—tfkﬂdy

4= alfGe ?
(99) Z2=Al/
n -fkﬂ’dy

f=alfge
folgt.

Im Raume I haben die Feldstirken der einfallenden Welle
die folgenden Werte

Y
,1 +fkﬂdy

. y
H. = Al/%cos Rant+ ke —fkﬂdy-]— )
0

Yy
100 - 2nng A4 Qmnt 4+ her — ,
( )\(Ez . 1/kﬂcos( ant + kex Grkﬂdy_l_a_,”
K
2ane A
€, p _Vkﬂcos( nnt+kaz ;,fﬂ y +9),
wo 7’ die kleine GroBe
’ 1 d (k d {1
(1on "= (g) a5 ()

und ¢ eine beliebige Phasenkonstante bedeutet.
Die reflektierte Welle hat die Feldstiarken

y
H.= —A‘/~ sin 2nnt+kux+fkﬂd.’/+‘»

2anf A
© Vkp
2ane A

€, =+ "2 msm Cant+ kaz +ofkﬂdy+3)-

(102){€, = — sm(2nnt-|-kux+fkﬂdy+6+r)
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Auch hier tritt wieder eine Phasenverzogerung +4# auf,
dhnlich wie # im Falle des parallel der Einfallsebene polari-
sierten Strahls. Das bedeutet: Wenn der magnetische Vektor
linear schwingt, so beschreibt der elektrische eine Ellipse.
Diese Elliptizitit vergroBert sich aber ebenso, wie im anderen
Falle nicht lings des Strahls durch Summation, sondern
héingt nach (101) nur von der Inhomogenitit am betreffenden
Orte selber ab.

Zusammenfassung.

1. In einem inhomogenen Medium pflanzt sich das Licht
ohne Reflexion fort, wohl aber gibt es Totalreflexion.

2. Uberall gelten die Regeln der geometrischen Optik iiber
die Richtung des Strahls, auBer in der N&he der Ebene, in der
die Totalreflexion eintritt. Hier ist der Einfallswinkel kleiner
als es dem Snelliusschen Brechungsgesetz entspricht.

La Plata, Instituto de Fisica, 1. Mirz 1915.

(Eingegangen 8. April 1915.)



