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LE THEOREME DE M. PICARD ET LES FONCTIONS ALGEBROIDES.

Par M. Georges Rémoundos (Athénes).

Adunanza del 22 dicembre 1912,

INTRODUCTION.

1. Dans une Note publiée récemment '), nous avons fait connaitre un théoréme
général qui constitue une extension d’un théoréme bien connu de M. Lanpau (géné-
ralisation du théoréme classique de M. Picarp) au cas d’une fonction non réguliere
en z = o. L’application de cette méthode aux fonctions algébroides et aux fonctions
algébriques m’a conduit 4 d’autres résultats, que je me propose d’exposer dans ce tra-
vail. Ces résultats concernent I’ensemble des branches régulitres ou irrégulitres en 7=o.

Nous appelons algébroide toute fonction ayant un nombre fini de branches dans
tout le plan et ne possédant 4 distance finie aucun point singulier transcendant.

Nous utiliserons la fonction ¢(a,, a,) indiquée par M. Lanpau dans ses travaux ?).

Une limite supérieure de ¢(a,, @) a éé trouvée par M. Hurwrrz %) et par
M. ScHoTTKY *).

La fonction ¢(a,, a,) a été déterminée complétement par M. CaraTHEODORY °).

') G. REMouNDOS, Le théoréme de M. PICARD et les fonctions multiformes [Comptes rendus hebdo-
madaires des séances de I’Académie des Sciences (Paris), t. CLV (2° semestre 1912), pp. 818-820].

2) E. LanDau: a) Uber eine Verallgemeinerung des PicarDschen Satzes [Sitzungsberichte der Kgl.
Preussischen Akademie der Wissenschaften, Jahrgang 1904, S. 1118-1133]; b) Uber den PicArDschen
Saty [Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich, Bd. LI (1906), S. 252-318].

3) A. Hurwrtz, Uber die Anwendung der elliptischen Modulfunktionen auf einen Safy der allgemeinen
Funktionentheorie [Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich, Bd. XLIX (1904),
S. 242-253]. ’

4) F. ScuoTTKY, Uber den PrcarDschen Saty und die BoreLschen Ungleichungen [Sitzungsberichte
der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften, Jahrgang 1904, S. 1244-1263].

5) C. CARATHEODORY, Sur quelques généralisations du théoréme de M. Picarp [Comptes rendus
hebdomadaires des séances de ’Académie des Sciences (Paris), t. CXLI (2° semestre 1905), pp. 1213-1215].
Voir aussi: P. Boutroux, Propriétés d'une fonction holomorphe dans un cercle ot elle ne prend pas les
valeurs zéro et un [Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXXIV (1906), pp. 30-391.

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXXV (10 sem. 1913). — Stampato il 19 febbrajo 1913. 28
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L

Théoréme général sur les fonctions algébroides.

2. Soit une fonction algébroide u = a(g) définie par I'équation:

(1) WA A,@QuT A+ 4,0+ -+ 4, Qe+ 4,k) = o
les coefficients 4, 4,, ..., 4, étant des fonctions entiéres.
Si, 4 Pintérieur du cercle

(2) Il <r

la fonction a(z) ne prend ni la valeur zéro ni la valeur u , la fonction

N 4,Q) |
B3 2ruw=iR)=-— w6 F A4,QQu F - .(_l_ Ad,_,u, +4,_ ()

ne prend pas, dans le méme cercle, les valeurs zéro et un. Soient:

ARQ=ua+bz+cz4 -
(4) 40 =a + b4+ -+ -

--------------------

An(o:an+bn<+cnzz+ e
Si le nombre u_n’est pas une racine de I’équation

() P@=w e haw o o uta, =0,
Pexpression (3) représente une fonction réguliere en 7 = o. Désignons par (E) len-
semble des racines de I'équation (5).
Nous avons
(6) ‘5’(0) = b"u':—ﬂ + (axbn — dnbl)u':—z + - + (an—zbn _ anbn—z)u’ + (an—xbn - a’nbn-x)
B w (W, +au " 4 a0, )

et nous voyons que le nombre ¢’(0) est différent de zéro lorsque le nombre u, n’est

pas une racine de ’équation:
QM) = bw™ +(a,b, — a,b)u™ + -
@ o b —a b Jut (o, b~ ab Y=o
Désignons par (E,) 'ensemble des racines de cette équation.
Nous sommes ainsi conduits 4 la conclusion que, si le nombre » n’appartient pas
aux ensembles (E) et (E)), la fonction

(®) s@W=Y.Fri+nd+ -
est réguliére en 7 = o et nous avons (y, 5% o):
_ a, Q)
©) BETEREY T T AP
Dés lors, nous n’avons qu’a appliquer le théoréme de M. Laxpav 4 cette fonction o (3)
pour obtenir la conclusion suivante: ou bien le rayon r du cercle (2) est inférieur ou
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égal au nombre ¢(y,, v,) de M. Laxpau, ou bien 4 Vintériear de ce cercle il existe
un, au moins, zéro de la fonction

fl((’ u)= u’:—l +Alu:_2+ cee +An-—2u! + Aﬂ—l,

Cest-d-dire, un, au moins, point ol la fonction algébroide a (z) définie par I’équation

fGo=w"+ 4@+ +4,.,Q0+4,.QQ=0

prend la valeur u .

Les formules (9) nous montrent que la fonction ¢(y,, v,) ne dépend que des
nombres n, % , a,, b, a,, b,, ..., a,, b, et nullement des autres coefhicients des
stries (4). Nous avons ainsi obtenu le théoréme suivant:

TutoREME L — Soit u = a(3) une fonction algébroide finie & distance finie et dé-
terminée par Iéquation:

(10) fx w)=v+A4,@Qv" +4,Qv"+ - +4,_ Qv+ 4, =0

4@=a+bz+el+ -
A4@Q=a+bztel+ -

--------------------

4D =a,+b1+cC+ -

et u_un nombre nwappartenant pas & Vensemble (E,). Si nous envisageons aussi la fonc-
tion algébroide w = a_(z) définie par Iéquation

(1) S W=+ A4QUT + 47+ + 4, =0

il existe un cercle

(12) IRl <<R=R(n u,a,b,a,b,...,a,Db,)

dont le rayon dépend seulement des nombres n, u_, a., b, a,, b,y ..., a,, b, [et nul-
lement des autres coefficients des séries (11)] & Vintérieur duquel ou bien Ialgébroide
a (z) prend la valeur u_ou bien la fonction a(3) prend au moins une fois Uune des
valeurs zéro et u . Le rayon R est plus grand °) que 9(y,, Y,), les Y, €t Y, ayant les
valeurs indiquées par les formules (9). Remarquons que Péquation (11"), qui définit I'algé-
broide a, (z) se déduit de Péquation donnée (10), si nous diminuons d’une unit¢ tous
les exposants de # en supprimant le dernier terme. Si, 4 lintérieur du cercle (12),
aucune des fonctions a(z) et a,(z) ne prend la valeur # , nous dirons que cette va-
leur u_ est exceptionnelle. D’aprés cette définition, les valeurs de I'ensemble (E) ne sont
pas exceptionnelles, puisque la fonction a,(x) prend ces valeurs pour z = o; les va-
leurs de Pensemble (E.) peuvent étre exceptionnelles. Si les nombres

a b a, b a . b a . b

1 I 2 2 n—2 n—2 n—1 7n—1

a, b b b a b

n ” n n fi—1 "1 n ”n

(11)

n? H y 0 )

. 8) Si nous excluons le cas ot %, est une racine du poiyndme P(u). Dans ce cas nous prenons
R=o.
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ne sont pas tous nuls, Péquation (7) n’est pas une identité et, par conséquent, le
nombre des valeurs distinctes de U'ensemble (E . est au plus égal 3 n — 1.

Ce Théortme I raméne étude des valeurs de la fonction donnée 4 celle des va-
leurs de la fonction a (3) qui posséde un nombre moindre de branches et peut étre
beaucoup plus simple que la fonction donnée; il peut se faire, par exemple, que la fonc-
tion a (3) soit algébrique, la fonction a(z) étant transcendante. Dans la suite, la fonc-
tion a (3) sera appelée adjointe de Palgébroide donnée a(z). Le Théoréme I peut s%¢-
noncer aussi de la fagon suivante:

Etant donnés n couples de nombres

(a17 bx)’ (az’ bz)’ M (an-l’ bn—l)’ (an7 bn)

tels que les nombres
a b

n—1 fn—1

a b

n n

ne soient pas tous nuls, et un autre nombre u,_différent des racines de I'équation

(13) bn u”—x -+_(a.l b’rl - aﬂ bl) u”—z + v + (an—l bil - aﬁ bn—z) + (an—l bfl - dn bn—l) = O’

g sy

il existe un nombre R(n, u ,a,b,a,b, ..., a,b) dépendant seulement des
ny, w,a,b,a,b,...,a,b tel que, & Uintérieur du cercle
x| <R

toute algébroide w — a(g) définie par une dquation de la forme

PR G O R S OO R Pt S
S R A S T RN N REANP L
jouisse de la propriété suivante: ou bien cette fonction a(z) prend au moins une fois

Pune des valeurs o et u, ou bien son adjointe a (1) prend la valeur u . Les fonctions

a,+bz+4 -y a,4+b,x4 -0, a,F b2+ .-+ sont supposdes entitres et leurs coeffi-

cients non derits peuvent éire tout 4 fait quelconques.
Il s’en suit que, étant donnés les n couples

(@, 0), (2, b) ..., (2, b))

tels que les nombres

nd

ne soient pas tous nuls, et un nombre quelconque #, ne satisfaisant pas & P'équation
(13), il existe un nombre positif fini,
®(n,u,a,b,a,b,...,a,b),
ayant les propriétés suivantes:
1° Etant donné un nombre positif quelconque 8, 4 Pintérieur du cercle

Izl < @43,
toute algébroide, définie par une équation (14), prend au moins une fois I'une des
valeurs o et u, ou bien son adjointe prend la valeur #,.
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2° Si 3 désigne un nombre positif quelconque plus petit que @, il existe une fonc-
tion algébroide, définie par une équation (14), qui ne prend, 4 lintérieur du cercle

|(| <o — 3’
ni la valeur o ni la valeur u ; Palgébroide adjointe ne prend pas aussi, dans le méme
cercle, la valeur u,.
Dans le cas ou le nombre # est une racine de I'équation

(15) Py =4 aw” Fau 4 o fa_ =o,

le nombre ® est égal 4 zéro, puisque l'adjointe de toute algébroide donnée par une
équation (14) prend pour =o0 la valeur » . Si 4 n’est pas une racine de I’¢quation
(15), nous avons

(1‘6) oy, u, a, bn 4, bz’ crey B, bn): (Yo Yx)a
ou

_ 8, __ 0O(w)

=T u Py T T wP@)’

Q(u) = bn un-_l + (al bﬂ - aﬂ bl) un—_z + te + (aﬂ—Z bﬂ- bﬂ-—z a'l) u + (aﬂ—l bﬂ - dﬂ bﬂ—l).
Les nombres y, et v, ainsi déterminés sont finis et y, % o.
3. On démontre égalité (16) en remarquant que, lorsque dans un cercle

(17) x| <r
Palgébroide (14) ne prend pas les valeurs o et #, et son adjointe ne prend pas la va-
leur u , alors, dans le méme cercle, la fonction

(18) —Efé%3=n+nz+-~

est réguliere et ne prend ni la valeur o ni la valeur 1.

Inversement, si la fonction (18) est réguliére et ne prend pas les valeurs o et 1
4 Plintérieur d’un cercle (17), l'algébroide (14) ne prend pas, dans le méme cercle, les
valeurs o et u,_ et son adjointe a (3) ne prend pas la valeur » . On s’en rend mieux
compte par les raisonnements suivants: A l'intérieur du cercle

1 <e+3
la fonction (18) prend P'une des valeurs o et 1 7), quelques soient les coefficients v, ,
Y,y +... Par conséquent, 2 l'intérieur du méme cercle, ou bien Ialgébroide (14) prend
Pune des valeurs o et #, ou bien son adjointe prend la valeur u_quelques que soient
les coeflicients non écrits des séries:

(19) a;+b,(+"', az+b2<+.'.7 an+bn(+“-'
Etant donné un cercle -

QQ , Izl <o —3,
il existe une fonction
="+ 12+

réguliére et ne prenant pas les valeurs o et 1 4 Pintérieur de ce cercle.

7) Si elle est réguliere dans le cercle.
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Nous pouvons maintenant choisir les coefficients non écrits des séries:

4, +bx+ 0y a,F b+, 8 b2

de fagon que Pon ait

uf,(z ) = ", H)=q¢,+ 9.2+ ¢.7+ -+

H(z) étant une fonction entiére dont les coefficients ¢, et ¢, sont déterminés 4 l'aide
des nombres donnés #, 4, a,, b, a4, b,, ..., a,_ , b _ . Nous choisirons enfin les

coefficients non écrits de la série a, 4~ b,z 4 -+ de fagon que l'on ait

— 4, =¢"¢R)

Grice 4 cette détermination des séries (19), la fonction (18) est réguliere et ne
prend pas les valeurs o et 1 4 l'intérieur du cercle (20). Nous en concluons immédia-
tement que Palgébroide définie par ’équation (14), dont les coefficients sont choisis de
la fagon ci-dessus indiquée, ne prend pas, dans le cercle (20), les valeurs o et u,_ et
son adjointe a () ne prend pas la valeur u .

L¢galit¢ (16) se trouve ainsi complétement démontrée par les raisonnements pré-
cédents.

27

II.

Les fonctions algébriques et les inverses des fonctions algébroides.

4. Parmi les nombreux théorémes qui se trouvent exposés dans le travail de
M. Lanpau [loc. cit. *), b] il y en a un, le Théoréme XXVI, qui nous permettra
d’établir facilement une proposition concernant les fonctions algébriques et les inverses
des fonctions algébroides.

Le Théoreme XXVI du travail de M. Lanpau s’¢nonce comme il suit:

« Si une fonction analytique

FQ) = a,+ a3+ -
est pour |7| < r réguliere et diftérente de zéro et ne prend la valeur 1 que en m
points au plus, son module sur la circonférence 27 est plus petit qu'une quantité dé-

pendant seulement de a, et m ».
Considérons d’abord une fonction algébrique # = g(z) définie par I'équation

(1) Qx Wy =uw"+P " + P+ -+ +P_R*+P,Q=0
P@O=a+bz4+ - P@OQ=a+bz4+ -, PRQ=a+bz+ -
et soit m le degré par rapport 4 z de cette équation (21). Si, 4 Pintérieur du cercle

(22) Izl <71,

la fonction g(z) ne prend pas la valeur » , le polynéme Q(z, #,) ne posséde pas des
zéros dans le cercle (22); d’autre part, ce polyndme ne saurait prendre la valeur un
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que en m au plus points & Pintérieur du cercle (22). Si, donc, nous posons

Q(() “x):Yo+Y1<+ ttty
M(%r)<Q(Yo’ m),

M (% r) désignant le module maximum de Q(z, #,) sur la circonférence %r, et Q(y,, m)

nous aurons

une quantité ne dépendant que de y, et m. On en déduit

Q
IY[I<(Y2—;M)’ 7'<

4

Q
3|Y,| (Y, m).

Comme nous avons
'—u+axu1_ +a2u”—1+..'+anl x+an’
Y"——bu”—l—'—bzun—z—l—...-l—bnx l+bn’

le nombre vy, sera différent de zéro, si u, n’est pas une racine de Iéquation

(23) b~ b o b ut b =o.
Pour qu'elle ne soit pas une identité, il suffit de supposer que les coefficients b,,
b,...,b_,, b, ne solent pas tous nuls. En ce qui concerne la détermination de

Q(y,, m), je renvois le lecteur au travail de M. Lawpau [loc. cit. *), b]. Nous obte-
nons ainsi le théoréme suivant:

TutortMe II. — Etant donnde une fonction algébrique u == g(%), définie par Ié-
quation

. w+ P ) +Puw "+ - +P,_Ru+P,(R)=o,
PRy=a,+bz+ -, P,RQ)=0,4+bzx4++, PR)=0a,+bz+ ",

de degré m par rapport & 2, telle que les coefficients b, b,, ..., b _ , b, ne soient pas
tous nuls, soit u_un nombre quelconque différent des racines de I'équation
bouw 4+ bu 4 - +b_utb =o
Il existe un cercle
I(I <R=R(”, m’ ux’ a;’ b(’ az’ bz’ st an’ bn)
dépendant seulement des degrés

nymetdesu,a,b,a,b,...,a,hb,
[et nullement des autres coefficients des polyndmes P (2), P,(z), - .., P,(z)] & Vinté-
rieur duquel la fonction algébrique donnde prend au moins une fois la valeur u,.

On a un théoréme analogue pour les inverses des fonctions algébroides, c’est-3-

dire pour les fonctions # = G(g) définies par une équation de la forme

4,() + 4,2+ 4, + - + 4, + 4,1 = o,
les A, (w), 4,(w), ..., 4,(u) éant des fonctions entieres de #. Le rayon R ne dé-
pend ici que du degré n et des nombres 4 (u,) et A4 (u) [et nullement des nombres
4,(u), ..., 4,(u)]; il faut, bien entendu, exclure ici les zéros de la fonction entitre

A (u).
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5. Nous terminons ce travail par la remarque suivante:

Nous pourrions établir aussi d’autres théorémes analogues au Théoréme I, com-
portant toujours une algébroide adjointe, mais celui-ci présente les avantages suivants:
1° L’adjointe envisagée est d’un nombre moindre de branches que Palgébroide donnée.
2° L’équation de I'adjointe ne contient plus le dernier coefficient 4, (). Il serait ce-
pendant trés intéressant de pouvoir se dispenser de la considération de I'adjointe et jespére
qu’il sera possible d’y arriver par un cercle, dont le rayon dépend aussi d’autres coeffi-
cients des 4,(z), 4,(x), -.-, 4,(z) et moyennant un nombre plus grand de valeurs
exceptionnelles.

Athénes, le 3 décembre 1912.

GEorRGES REMOUNDOS.




