Lineare Scharen orthogonaler Matrizen.

Von J. RADON in Hamburg.

A.HURWITZ hat gelegentlich des Versuches, die Kompositionstheorie
der quadratischen Formen auf beliebig viele Variable auszudehnen?®), die
Frage aufgeworfen, wann der Gleichung

@tz tFom @i+t Fy) =40+t

durch bilineare Funktionen z; der x; und y; geniigt werden kann. Es
ergab sich dabei, daf dies nur fir die Werte » = 1, 2, 4, 8 moglich
ist. Im Anschluf an diese Frage stellt HURWITZ u. a. dasselbe Problem
fiir die allgemeinere Gleichung

@ bal 4ot a) Gyt =2 A+t

und gibt fir den bei gegebenem ~ unter Voraussetzung der Moglichkeit
einer derartigen Losung grofiten zuldssigen Wert von p eine Abschitzung.

Fafit man hier in den gesuchten bilinearen Funktionen die z; als
Parameter auf, so definieren sie eine in z;..x, lineare Schar von ortho-
gonalen Substitutionen.

Demnach kann man mit HURWITZ die gestellte Frage auch so
aussprechen: es sollen quadratische Matrizen A,, 4s,. . . von je n® Elementen
in moglichst grofier Anzahl (p) so bestimmt werden, daf z; A, + ..+ xp Ay
Siir alle Werte der Parameter x,...x, eine orthogonale Matrix darstellt.

Von ganz anderer Seite her sah ich mich veranlafit, mich mit diesem
Problem zu beschiftigen, Fiir den Fall reeller Matrizen ergab sich mir
seine genaue Losung durch ein eigentiimliches Reduktionsverfahren, das
Matrizen heranzieht, deren Elemente komplexe Zahlen sowie Quaternionen
sind. Ich mdchte dieses Verfahren im folgenden angeben, zuvor aber
mein Resultat formulieren:

Bezeichmet man fiir jedes n den gesuchlen grifitmiglichen Wert
von p durch v (n), hat ferner n die Form:

n=2Thy’ 8 =0, 1, 2 3; n ungerade),
S0 1ist:
y(n) = 26 4 8.

) Gottinger Nachrichten, 1898, S. 309.
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Dieses Resultat steht im Einklang mit der HURWITZschen Ab-
schatzung. .

Den Hinweis auf die Abhandlung von HURWITZ verdanke ich Herrn
A. OSTROWSKI. :

I. Vorbereitender Teil.

1. Bezeichnungsweise. Ich bediene mich im folgenden des bekannten
Matrizenkalkiils und will die gebrauchten Bezeichnungen in aller Kiirze
erlautern.

Mit groflen (lateinischen oder griechischen) Lettern bezeichne ich
Matrizen (rechteckige Systeme von m Zeilen und n Spalten) allgemeiner
Natur. Unter E, ist die quadratische »Einheitsmatrix“ von ¢ Zeilen und
Spalten vorhanden, deren in der Hauptdiagonale befindliche Elemente
alle eins sind, wihrend die iibrigen den Wert O besitzen. Mit .¢ bezeichne
ich eine quadratische Matrix, deren Elemente auBerhalb der Haupt-
diagonale Null sind; die Elemente der letzteren sollen in der natiirlichen
Reihenfolge mit 4, 4. . bezeichnet sein. 0 bedeutet eine Matrix, deren
Elemente siamtlich Null sind.

Mit kleinen lateinischen Lettern (z. B. x) bezeichne ich eine einspaltige
Matriz, deren Elemente von oben nach unten gelesen, xy, zs,... sind.

Die durch Vertauschung von Zeilen und Spalten aus einer Matrix A
entstehende #ransponierte Matrix soll mit A’ bezeichnet werden. Aus
einer einspaltigen Matrix z geht dadurch die einzeilige Matrix 2’ hervor.

Durch einen oberhalb des Symbols einer Matrix angebrachten Quer-
strich ist stets die Ersetzung aller ihrer Elemente durch die komjugiert
komplexen Zahlen (bzw. konjugierten Quaternionen) angedeutet.

Fiir die Multiplikation der Matrizen dient die iibliche Bezeichnung;
es bedeutet also A B die Matrix der Elemente

Cix = ﬁh @inbrk,
1

wenn A ebensoviel (p) Spalten wie B Zeilen besitzt. Es ist dann z. B.:
Ax = y

die symbolische Schreibung der linearen Gleichungen:
n
Zh QinXh = Yiy
1

#'Ay ein kurzer Ausdruck fir die Bilinearform > a;.xiys.
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Tritt zu einer Matrix eine Zahl als Faktor, der simtliche Elemente
multipliziert, so soll diese Zahl stets mit einem kleinen griechischen
Buchstaben bezeichnet werden.

Durch Anschreiben der Symbole fiir m- % Matrizen A%% (6 =1,2,. .m,
'k =1,2,..n) mit r; Zeilen und sx Spalten in der Form:

| 4% g0 |

| A0 || = ” .............

soll jene Matrix von r, 4+ 7.+ . .+ v Zeilen und s, 4 s 1. . + s, Spalten
bezeichnet werden, die aus diesem Symbol entsteht, weun man die A%®
durch die ausgeschriebenen rechteckigen Systeme ersetzt.

Jede Matrix mit ebensoviel Zeilen und Spalten kann dann durch
»homologe* Zerlegung in Teilsysteme in analoger Form geschrieben werden.

Die Multiplikation zweier solcher Matrizen mit den ,Elementen®
A%R bzw, B®b 158t sich, sobald die Spaltenanzahl von A% mit der
Zeilenanzahl von B™® fiir alle ¢ und % iibereinstimmt und die Anzahl der
Spaltengruppen von || A%? || mit jener der Zeilengruppen von || B®® ||
identisch ist, formal wie ein gewehnliches Matrizenprodukt aus den
Teilsystemen ausfiihren.

2. Quaternionen. Die vier Grundeinheiten der Quaternionen bezeichne
ich mit (1,¢,¢,¢6) und setze jede Quaternion in die Form

g = Qo+ &g+ &g T € gs,

so daB ihre reellen ,Komponenten* durch Indizes in der angegebenen
Weise gekennzeichnet werden. Die Multiplikationsregel der Matrizen-
rechnung iibertragt sich unverandert auf Matrizen, deren KElemente
Quaternionen sind. Dagegen verliert die Regel (4B) = B’A’ wegen
der nicht kommutativen Multiplikation der Quaternionen ihre Giiltigkeit.
Hingegen gilt stets: L L

(4B) = B'A".

Ein System linearer Quaternionengleichungen der Form:
Az = y

(4 bedeutet eine quadratische Matrix) liefert durch Auflgsung in die
reellen Komponenten gewéhnliche lineare Gleichungen fiir die x-Kom-
ponenten. Daraus geht hervor, daB auch hier die bekannte , Alternative”
gilt: entweder lassen sich die vorgelegten Gleichungen fiir beliebige
Werte der y — und dann eindeutig — losen, oder das zugehorige
homogene System

Ax =0

besitzt eine Auflosung, die nicht die triviale a; = 0 ist.
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Hat A eine ,hintere Reziproke“ B, so daf AB = E, so sind die
vorgelegten linearen Gleichungen durch z = By gelost; also liegt der
erste Fall der Alternative vor. Wird jetzt B A mit U bezeichnet, so gilt:

AU = A oder A(U—E) = 0.
Wenn wir nun U — E in Spaltenmatrizen zerlegen:

U—E = a2 ...,
so mub
i Ax® = 0
sein. Daraus folgt nach der obigen Alternative 2® = 0, d. h.

BA = E,

so daB B auch ,vordere Reziproke* ist.
Es seien v < n Spaltenmatrizen von je n Elementen gegeben:

2D, 2@, 2™,

welche die Relationen erfiillen:
2 g® =1, 29 2® = 0 ( %+ k).

Fiigt man zu den x®noch n—» weitere aus Nullen bestehende Spalten
und bezeichnet die entstehende quadratische Matrix || 2®... 2" 0...0]|
mit U, so ist das Gleichungssystem Uz = O in nichttrivialer Weise 19s-
bar; man kann folglich das System Uz = y nicht fiir beliebige y erfiillen.
Wihlen wir jetzt eine Spaltenmatrix y so, daf Uz = y nicht lgsbar
ist, und setzen:

D= y — 2® (D ) — 2@ @' y). . — 2 @' y),
so ist sicher 2**D 4 0, und es gilt:

2@ D — 0, 2V L0 — () (Z — 1’ 2, ,,)

____Normieren wir 2*+% durch Hinzufiigen eines skalaren Faktors so, daf
¥+ x*+D =1, g0 haben wir zu den 2®...x2* noch eine Spalte x+?
unter Erhaltung der gestellten ,, Orthogonalititsbedingungen® hinzugefigt.
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir eine Matrix

X = [|[a®a® .. .zm|
mit der Eigenschaft: .
XX = E,
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woraus nach dem frither Bewiesenen auch

XX'=E
folgt. ‘

3. Normalformen. Es wird mehrfach das Problem auftreten, eine
Matrix spezieller Natur in bestimmter Weise in eine Normalform iiber-
zufilhren. Ich stelle hier die bendtigten Sitze zusammen unter Hinzu-
fiigung der Beweise, soweit letztere nicht bekannt sind.

a) Eine reclle symmetrische Matrix §(8' = §) laBt sich mit Hilfe
einer reellen orthogonalen Matrix O (00’ = E) in die Gestalt setzen:

8= 040,

wo 4 4;.. (vgl. 1) reelle Zahlen sind.
Ist insbesondere 8% = E,, so kann ./ in der Form:

E, 0
4 =10 —E_,

angenommen werden (Satz und Beweis bekannt).

b) Eine reelle schiefe Matrix T'(T"= —T) von gerader Zeileh-
anzahl » 148t sich mit Hilfe einer reellen orthogonalen Matrix O in die
Gestalt setzen:

04 .
T“OH—AOHO’

W0 4y..4, reelle Zahlen > 0 sind. Ist insbesondere 7'* = — E, so kann
A = E_,L angenommen werden. (Satz und Beweis bekannt.)

2
c) Eine komplexe symmetrische Matrix 148t sich mit Hilfe einer
komplexen Matrix O, fiir die 00’ = E, in die Gestalt setzen:

8= 040

W0 Ay,Ag,... reelle Zahlen >0 sind. Ist insbesondere S8 = E, so ist
A = FE zu setzen.
Zum Beweise suchen wir ein reelles 4 und eine Spaltenmatrix 2@,

fiir welche: .
Sz® = 2z®, VW = 1,

Setzen wir § = A +4¢B, 2™ = u - {v, so haben wir das Gleichungssystem:

Au-+ Bv = iu
Bu—Av = iy,
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dessen Determinante
A—1E, B
B —A—ALE

sein muB. Wegen der Symmetrie von § ist dies eine gewdohnliche
Sakulargleichung mit lauter reellen Wurzeln, die paarweise nur durch
das Vorzeichen unterschieden sind. Wir denken fiir 4 eine Wurzel >0
gewihlt und die zugehorige Losung «® so normiert, dag z® 20 = 1.

Wir erginzen jetzt die Spalte «® durch Hinzufiigen von » —1
weiteren Spalten z®..2® zu einer Matrix 0’ mit 0'O = E. Da dann

080 = || ™82 |,
so folgt, wie man leicht einsieht,

I

s =05

08*

wo §* wieder symmetrisch ist. Es ist klar, wie man durch Fortsetzung
dieses Verfahrens das ausgesprochene Ergebnis erhalt.

d) Eine komplexe schiefe Matrix T mit gerader Zeilenanzahl 148t sich
mittels einer komplexen Matrix O, fiir welche 00’ = E, in die Gestalt
bringen:

_ —d4 0},
e
W0 AyAs..An reell und >0 sind. Ist insbesondere 7T = —E, so ist

2
A = E1 Zu setzen.

Der Beweis verlauft analog wie unter c); wir setzen hier die
Gleichungen an:
Ta® — — da®

Ta® = Az®,

Trennt man wieder Reelles und Imagindres, so erkennt man, daf
fir 2 eine gewohnliche Sakulargleichung herauskommt, deren Wurzeln
paarweise entgegengesetzt gleich sind. Nehmen wir eine solche Wurzel > 0,
und normieren das zugehorige 2™ durch

2 g = 1,
so folgt: L o L
2O TED — — A2®@ 2@ — — 2O Tp® — — 150 5O,
Fiir 4 § 0 folgt daraus auch
g — 1,

fir A = 0 kann 2® unabhingig von «® so normiert werden.
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AuBerdem ist wegen der schiefen Symmetrie:

a2V Ta® = — 220" 20 = 0,
also folgt fiir 2 % 0: 2@ 2® = 0; dies kann aber auch fir 4 = 0
erreicht werden. Denn die Matrix 7' hat geraden Rang, und T'x = 0

besitzt dann sicher zwei linear unabhingige Ldsungen.
_ Ergéinzt man die beiden Spalten xVz® zu einer Matrix 0’ mit
0'0 = E, so wird, dhnlich wie unter ¢):

R 0 ,
T=20|¢ 7|0
wo B = | _; ¢l und T* wieder schief ist. Fortsetzung dieses Pro-

zesses und eine schliefliche Umstellung der Zeilen und Kolonnen fiihrt
zu dem ausgesprochenen Ergebnis. _

e) Eine Quaternionenmatrixz § mit 8’ = § liBt sich mit Hilfe einer
Quaternionenmatrix O, fiir welche 00’ = E, in die Form bringen:

S= 040,
W0 4y 3. .4, skalar sind. Ist insbesondere S®== E, so kann

E 0

— o
4=10 —E,_,

gesetzt werden.
Beweis: Wir setzen mit einem reellen 2 die Gleichungen an:

Sa® = Az

und zerspalten in die vier reellen Komponenten. Fiir 4 ergibt sich wieder
eine gewdhnliche S#kulargleichung.

Nehmen wir eine Wurzel derselben und normieren das zugehérige
Losungssystem z® durch 2z’ #® = 1, bestimmen ferner nach 2. n —1
weitere Spalten a®..z™, so daB die Matrix X = | 2®..2® || der
Bedingung X'X = E geniigt, so wird:

)

TSX — || 7 a0 || — H Lo,

wo wieder S*’ = S*®. Fortsetzung des Verfahrens fithrt zu der zu
beweisenden Aussage. -

f) Eine Quaternionenmatriz T, fiir welche T+ T' = 0, 1aBt sich
mit Hilfe einer Matrix O (00’ = E) in die Gestalt setzen:

T=040,
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WO 4y, A3, ... vektorielle Quaternionen sind, deren Richtungen im iibrigen
beliebig vorgeschrieben werden konnen. Ist insbesondere 7'* = —E,
so kann man A4 = & E annehmen,

Beweis: Es werden die Gleichungen angesetzt (mit reellem 2):

Tx® = 2.4, &,.

Zerspaltung in die vier Komponenten gibt eine Sikulargleichung
fiir 4, also kann man darch ein reelles 2 und eine Quaternionenspalte 2™
diese Gleichungen erfilllen. Setzt man z® = z®a, wo « eine beliebige
Quaternion, so wird:

T = Mlag al,

Man kann also nach einer bekannten Darstellung der Rotationen
statt der vektoriellen Quaternion 4¢, eine andere von demselben Betrage
und beliebig vorgeschriebener Richtung wéhlen.

Ergénzt man die Spalte 2 nach Normierung durch T g = 1
wieder zu einer Matrix X mit X'X = E, so folgt:

ey, O

AL T4 T*= 0.

X'TX =

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhdlt man das zu beweisende
Ergebnis.

II. Losung des Problems.

1. Formulierung. Es sind reelle quadratische linear unabhingige
Matrizen von je n® Elementen in moglichst groBer Anzahk » zu bestimmen,
so daf

AT+ 23 To+ . . +A,T) AT+, Tot . . +4,T) = o(y. .A) E.

Offenbar ist ¢ (4, . .4,) eine quadratische Form der 2 und stets > 0. Durch
Vornahme einer linearen Transformation der 4 kann man also ¢ (4,..4,) =
= A;+..+44, # < annehmen. Da fiir » < » dann sofort Tui,=.. =
= T, =0 folgt, was der vorausgesetzten linearen Unabhiingigkeit der 7'
widerspricht, so konnen wir die Frage (der HURWITZschen Problem-
stellung entsprechend) so formulieren:

Es sollen reelle Matrizen T; von je n* Elementen in moglichst

grofler Anzahl v so bestimmt werden, daf:

T,T)= E, T,T)+T,T/ = 0G + k)

W GE=1,2, ..
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2. Erste Reduktion. Das gesuchte System lift sich in sofort ver-
stindlicher Weise so schreiben:

(le TZ,' M Ty) - Ty (AIAS' . ‘Ay—-lEn);

und fiir die Matrizen 4, (= Ty’ T), E, bleiben die Relationen (1) aufrecht.
Sie lauten nun:

A+A =0, A= —E, 4,4, +4,4,=0

@) G k=12 . .v—1)

Offenbar erhilt man zu jedem System (4, ..4;_,), das den Relationen (2)
geniigt, unter Hinzuziehung einer beliebigen Orthogonalmatrix 7, wieder
ein T-System der gewiinschten Art. Es ist also nunmehr ein System
(4;.-4,_,) mit moglichst vielen Elementen zu finden, welche  die
Relationen (2) erfiillen.

Ist » ungerade, so gibt es keine 4;; denn nach (2) miiBte | 4; |* =1
sein, wahrend A4; schief ist, was einen Widerspruch bedeutet.

Ist also n ungerade, so ist v (n) = 1),

3. Zweite Reduktion. Wenn n gerade ist, so kénnen wir nach I, 3b)

4, ;= 04,0
setzen, wo O eine reelle Orthogonalmatrix und

0 En
2

_".El, O

A = |
ist. Es kann also das A-System geschrieben werden:

(A A,_) = 0. 4" )0

Fiir die A* gelten die Beziehungen (2) unverindert weiter.
Spaltet man die ersten (» — 2)A4* homolog zu A;_, in Teilsysteme:

* Ri S‘i . .
A} = —S! W, (i=1,2, .»—2, R, W, schief),
so ergeben die Beziehungen (2) zunichst aus A 4)_,+ 4)_, A? = 0,
dal W; = — R; und §; schief ist. Also wird:
Af = jﬁ_gt (Ri, S; schief, i =1,2,..y —2).

) Dieser erste Schritt der Reduktion findet sich ebenso bei HURWITZ.
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Fassen wir R; und S; zu einer schiefen komplexen Matrix zusammen:
Ri+iSi= B ¢ =1,2,..v —2),

s0 berechnet man leicht:
R (B; Bx) —J(Bi By

AC A = ” X(B:By R(BiB

und die Relationen (2) gehen iiber in:
B+ B! = 0, BiB; = — En, BiBi+ BiBi = 0
Gk = 1,2,..»—2).

3)
Ist nun —’;l— ungerade, so gibt es wieder keine B, da diese zugleich

schief sein und eine von Null verschiedene Determinante haben miissen.
Also folgt:

Ist g

4. Dritte Reduktion. Ist

ungerade, so ist ¥(n) = 2,

3
2
B,_,=0B",0

gerade, so kann nach I, 3d)

gesetzt werden, wo
0 E,
L3

00' =E, B}, =

Man erhalt so das System (B;..B,_,) in der Form:

(Bi..B,_5) = OB ..B" )0

und die B* geniigen wieder den Relationen (3).
Die B* (i = 1,2,..»—3) zerspalten wir homolog zu B,? , und
erhalten dann aus B* B,* ,+ B, , B* = 0:

PO P = -

Zerlegen wir noch P; Q; in Real- und Imaginarteil, indem wir

P, = —TP—iTP, @ = TP+,

setzen (S; symmetrisch, die T; schief), so ergibt sich:

w45}
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wo!
A= — Si Sk + 171{1) T,?) + Ti(z) T,?’ + ngs) Tl(cs) +

+i(— 8, T®— ngs) S, — T Tlgz) + ngz) T®)
C = —§, T,?) —_ Tf) S, — nga) T,gl) 4+ Tim T,gs) +

+ ST+ TS, + TP T — TP TP).
Fithren wir nun die Quaternionenmatrizen ein:
G = 8i+6TO+e, TP+ T0 (€, = G, i = 1,2,..r—3)
so schreibt sich dies einfach so:

B’B? — | - (a Ck)O—z(Cl Ok)S} —(01 Yk)s + 2.(01 Ck)l
' (CiCi)s + i(Ci Clyy, — (CiCido + (Ci Cis

:
und die Beziehungen (3) gehen in die gleichwertigen iiber:

€, =G, C} = En, GG+ C,C; =0

) Z
@k = 1,2,..v—3).
5. Vierte Reduktion. Nach I, 3¢) 1a6t sich C,_, in die Form bringen:
Cy s = 00,4 5’;
wo

|

' * EP 0
00' =By, 0y = | o —E, I

Setzen wir also das System der C so an:
(€1, Gy, .C,_g) = O(C*Cs* ..Cr O,

so erfilllen die C;* ebenfalls die Relationen (4). Zerlegen wir die ersten
(» — 4) ¢ homolog zu C,*_,, so ergibt sich aus C* = C*' und C* C,* 4+
+Cr O = 0:

0 B,

C** = E liefert dann: B;B] = E,, B/B, = E,_,
Daraus folgt, daf die linearen Gleichungen

Bix = y

fiir beliebige Wahl der y durch » = E;y losbar sind. Nach Zerspaltung
in reelle Komponenten hat man 4¢ lineare Gleichungen fir »—4p¢
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Unbekannte, die fiir beliebige Wahl der rechten Seiten losbar sind. Das
ist nur fir n = 8¢ moglich. Wir -schlieBen daraus:

Ist % ungerade, so ist v (n) = 4.

Ist dagegen -Z— gerade, so kénnen wir ¢ = % annehmen und die

C* zu bilden suchen. Wir schreiben sie jetzt so:

“ 0 D’ =12 ..»—4),

und die (quadratischen) D; erfiillen nunmehr die Beziehungen:
®) D,D; = E%, D,D;+D, D] = 0,
(Die ebenfalls geltenden Relationen
D;D,= E,, DD+ D,D;= 0
8

folgen aus (5), wie man mit Hilfe des unter I, 2 iiber die Reziproke
einer Quaternionenmatrix hergeleiteten Ergebnisses leicht einsieht.)
Die Bestimmung der D; ist, wie man bemerkt, eine Verallgemeinerung
des in 1. fiir die 7 formulierten , Grundproblemes“. Auch sie 148t sich
vollstandig aus dem hier gegebenen Reduktionsverfahren herleiten.
6. Finfte Reduktion. Wir schreiben das System der D; so:

(Dy..D, ) = D, _, (Fy...F,_; E)
und erhalten fiir die F; die Relationen:
(6) F+F’ =0, F] = E%, F,F+F,F,=00Gk=1,2,..r—5).
1. Sechste Reduktion. Nach I, 3 f) kénnen wir setzen:

F,_, — OF* 0,
wo
06’= E, Fy.__5= €1E2’
8

und schreiben dann das F-System so:
(F\Fy. .F,_y) = OF*Fs*..F* )0,

Zwischen den F;* bestehen dann die Relationen (6) fort.
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Aus F* F)_4-F} ;F*= 0 und F* +F*' = 0 folgt nun zunichst:

* __ (1) )
Ff = &, 844,59,

)

wo S, 83 reell symmetrisch sind.
Setzen wir nun:

SO+i8P = G, (1 = 1,2,..v—0),
30 sind die G; symmetrische komplexe Matrizen und es wird:

FrF = _Slgl) Slél) _822) S}gm -+ el(Szgl)S’gz) _Szm S,g”)
= —R(G: ) — & J(G: G).

Fir die ¢; folgen daraus die zu (6) 4quivalenten Beziehungen:

G; = G, Giéi = En, Giék—l_Gkéi =0
8

(7
Gk = 1,2,. .v—86).
8. Siebente Reduktion. Nach I, 3¢) setzen wir:
G,_s = 0G0,
Wo:

00’ = Eﬁ’ Gy*_ﬁ == Eﬁ'
8 8

Schreiben wir entsprechend das G-System so:
(G1 Gy, .Gy_g) = O(G; Gz* G 90,
so bestehen fiir die @;* die Relationen (7) fort. Aus G G*_ ¢+ G,*_G* =0

und G; = G, folgt nun:
i* = iHiy

wo H,..H,_,; reell symmetrisch sind, Die Relationen (7) lassen sich
dann in die gleichwertigen umsetzen:

H = H, H}= En, HH,+HH,= 0
8

8)
Gk = 1,2,..r—1).
9. Achte Reduktion. Nach I, 3a) kann man setzen:
Hy_'; == OHy*_"- 0’
mit

00" = E) Hy*-7 = 0 —F,
np

8

Ep 0 t
|
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Schreiben wir dementsprechend:
(HyH,. .H, ;)= OH"Hy ..H' )0,

so gelten fiir die H* die Relationen (8) unverandert weiter. Zerspalten
wir die ersten (»—8)H™* homolog zu H," , so ergibt H* H ,+
+ H' ;H® = 0 und H"' = H;* zunichst:

0 I

H"Uﬂo

, G=1,2,. .v—8)

Wegen H;** = E, darf die Determinante |H*| nicht verschwinden;
8

dies ist offenbar nur fir ¢ = %—9 moglich. Also erhalten wir zuerst:

Ist % ungerade, so ist v(n) = 8.
Ist aber % gerade, so konnen wir ¢ == -1% annehmen und nach

geeigneten 7; fragen. Fiir diese ergeben sich aber nach (8) die
Bedingungen:
I,T, = E,, T,)T,+ T,T, = 0
9 16
(4,k = 1,2,..v—8),

Diese Bedingungen sind aber mit den Bedingungen (1), von denen
wir ausgingen, vollig identisch.
Daher folgt:

y(n) = ”(T%)Jr 8.

Dies ergibt aber in Verbindung mit den im Verlaufe der Reduktion
erhaltenen Aussagen iiber die Fille, wo % (¢ = 0, 1, 2, 3) ungerade

ist, das am Schlusse der Einleitung formulierte Ergebnis. Offenbar
gestattet unser Verfahren fiir jedes » jede mogliche lineare Schar ortho-
gonaler Matrizen zu gewinnen, doch ist eine Ubersicht iiber die Gesamtheit
der mdglichen Scharen so kaum zu erhalten.

Hamburg, 29. Mai 1921.



