Uber den Zusammenhang des reellen und imagindren
Theiles einer Potenzreihe.

Von Alfred Tauber in Wien.

Wihrend fiir Werte, die auf einer Kreislinie stetig vor-
geschrieben sind, die Construction der betreffenden ,Funda-
mentalfunction® » erst gezeigt werden muss *), entfillt dies aller-
dings, wenn die gegebene Function ¢ () des Azimuthes die Form
einer trigonometrischen Reihe hat. Dafiir lassen sich in diesem
zu betrachtenden Falle die Eigenschaften des imaginiren Theiles
der analytischen Function, deren reeller Theil » ist, auf dem
Rande n#her untersuchen, wobei von ¢ (x) nur die absolute
Integrierbarkeit vorauszusetzen ist.

§ 1. Die Potenzreihe ¥ ¢, " hat auf dem Kreis mit dem

v=1
Radius » den Wert E? e, r” (cos va + dsinve), und bei
r=1
¢, =a, -+ z'by,
@ (2)= 2 (a,co8va —2b, sinvz)

r=1

W)=Y (a,sinvae + b cosv)
r=1

ist E ¢,? = @(x) + ¢y (z). Im folgenden soll der Zusammenhang
y=1

zwischen ¢ (x) und ¥ (x) untersucht werden.

*) Siehe z. B. C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie
der Abel'schen Integrale. 2. Auflage, S.396.

(%
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Vermége der Relationen

21vcosvw=f[sinv(w -{—ﬁ)——sinv(ac——ﬁ)]coté— gdpg

——27vsinvm:f[cosv(a: +5 —cosv(ww/z’)]cot%ﬂdﬂ

fiir jedes ganze »>1 besteht zundichst fiir den Fall, dass
Y, Eb‘y unbedingt convergieren, zwischen ¢ (z) und ¥ (z), da

v=1 v=1
gliedweise zu integrieren ist, der Zusammenhang

2@ = [[0(e+ H—v@—otgid

—2a 9@ = [ lg @+ ) —gla—Peot 5 Bl

wenn aber die Voraussetzung der unbedingten Convergenz von
3a,, =b,, nicht gemacht wird, der Kreis also mindestens der
Convergenzkreis ist, miissen diese Gleichungen auf anderem
Wege nachgewiesen werden. Man kommt dabei zu dem Resultat,
dass, wenn die linke Seite einen endlichen bestimmten Wert fiir
ein = hat, dann auch die rechte Seite diesen Wert besitzt, vor-
ausgesetzt, dass die Functionen ¢ (x), resp. ¢ (x) absolut inte-
grierbar sind. Die Continuitédtseigenschaften von ¢ (x) und ¥ (x)
kiénnen wesentlich verschieden sein; man konnte aber trotzdem
@(x) und (x) ihrer Form wegen complementdr nennen.

Sei die Summe der Reihe

a sinx + aysin2x + ... =f(x) (1)
eine absolut infegrierbare Function, und die Reihe
a1+q)2+..~. (2)

convergiere. Dann convergiert auch die Reihe
7t 7T
qlfsin x cot% xdr + agfsin 2 cot_%— xde ...,

]
T

da f gin kx cot —é wdr = fir alle ganzen k2>1 ist. Nach der

]
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Verallgemeinerung eines Satzes von Dubois-Reymond, welche
spiter bewiesen wird (§ 2), ist fiir jeden Wert von ) grofer
als Null

Tz

ff(x)cot%xdw:alj‘sinweot%wdx—}—ai/.sin2.7:00‘5% zdx+...,
[ [} [

und es Wird auch wenn «=0 ein singuldrer Punkt fiir
f(x cot — @ ist, der Definition des Integrales gemil, dem In-

tegral [ S(x) cot % xdr ein -endlicher, und zwar der Wert

7 (@, + a; +...) zugeschrieben werden miissen, wofern mnoch
bewiesen w1rd dass die rechtsstehende Function von 0 stetig

nicht nur bei 0 =0, sondern auch in ¢ = 0 selbst ist, oder dass
! !
aljsinmcot %xdx+azjsin.2x cot—;—wdw.-i—.., (3)

durch Wahl von J stetig in Null iibergeht. Dies gilt in der
That fiir jede, auch nur bedingt convergente Reihe. Die Gréfien

7
=% 3o
nk v

r=1

sind alle, wie grofi auch n ist, unter einer endlichen Schranke,

- s (v—-l)kw »
wie aus der Form B, =—a +...+qa, +2 »
r=2
=, +a,+...+e,c=c¢=0, 4)
hervorgeht, wenn Sa, convergiert, Aus
k
n
o = B

folgt, wenn anu B, " verschiedene Zeichen habén’ a, " [ >[ L1k |
wiren B, B ., S alle an Betrag grofier als c, so miissten

diese GroBen von einem bestimmten » an alle glelch bezeichnet
sein. Da aber aus der Gleichung

nt it

+ 1) —
2 B,— Bn.{-;k) 2/ e n _3_ 0 & B,.— 2 %ty

n=n’ n=n’
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R k
die Convergenz von EM:—"_B ~ zu schliefen ist, kann

@+t
nicht stets | B ,|>>c sein; also findet man einen speciellen Wert
n=m, so dass | B  |<Tc ist. Dann folgt

_ " am+1(m+1)"’+...+am+e(m+g)k
Bm+e’° =B (m+@] (m + o)*

k
|Bm+ek)<c[;”%] + 2R m,

wo REm die grofte der Summen |a, +...+a, to b

@, ,+...ta, | ... bedeutet; daher kann zu c ein m ge-
funden werden, so dass |b’m ok |<c Es wird bei Annahme einer
Potenzreihe )

p@)=w,x+ w,x? + ... 6)

mit ‘einem Convergenzradius grifer als 1, deren Werte fiir
reelle @ von O bis 1 positiv sind und wachsen, die Reihe

1
Eanﬂ;_””)dw:Ea’,(wlnl+w2%;+...),

y=1 o0 v=1
weil w; + % + ... unbedingt convergiert, in die Form
1
wlBﬂ1 + 5 wan? + ...

gebracht Werden konnen. Wihlt man zuerst % so, dass

= O B, +k+l k+1Bnk+1+
Was immer moglich ist; nimmt man ferner m so an, dass

B, B,,...B,  fir n> m alle kleiner als ¢ sind, so ist anch

at? m2’ ‘

'kleiner als ¢ wird fiir jedes =,

anjﬂ%ﬂdw<c‘(l+}wll+..‘.+'lwk_1|) fiir a>>m, und
y=1 o

convergiert - also mit wachsenden Werten von m nach Null

Solange » kleiner als n ist, wachsen die Integrale f 5’%@* dx

J
mit », weil auch @(x) wichst, wenn -:?>e>6 ist. Dadurch
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n—1
wird der absolute Betrag von 2 j 202 g Kleiner als

v=1

c;fi’i}“?dm<c;(a_a)n2 o, |,

o v=1

unter ¢, den groften Wert aus.|c,[,...|c,| verstanden. Fiir
&

¢ —0 kleiner als d% wird daher auch 2 f 20D 3 mit n=oo

=1 %5
. ' . . 1
verschwinden; man kann aber immer eine ganze Zahl m = -5

so bestimmen, dass ¢— d<(d° ist, wenn s<C1 gegeben ist.
Damit ist bew1esen, dass die Reihe

a fﬂgf_) dotay [ L2 det %)

wofern Za, convergiert, mit ¢ stetig in Null iibergeht. Die
Function ¢ (z) =sin %xn erfiillt die oben fiir ¢ (w) gestellten
Bedingungen, da sie von =40 bis I positiv ist und wichst,
wenn noch bemerkt wird; dass E——’ eot 5 Lo von =0 bis % T

positiv ist. und zunimmt, so 1st auch d1e Stetigkeit der Reihe
(3) in d = O selbst bewiesen. Wofern also die Reilie a; 4 @, < ...
convergiert, ist

% f Fl=) cot%x de=a; + a5 + . .. (6)

Fiir den umgekehrten Schluss vom Integral auf die Reihe

in (6) ist zu bemerken, dass, w'eihrend‘ff (=) cot%wdx aus den

Werten [ f(z) cot5-wdes als Grenzwert fiir 0= 0-definiert ist,
]

x
*) Wofern f de fiir ein endliches  und alle » endlich bleibt;
o :

v
@ (x) ist dabei auch fiir sfmmtliche reelle- # definiert gedacht.
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T

bei der Reihe'y a, j ‘sinva cot % xdx ein Sprung in & = 0 selbst
v=1 *§ .
a priori denkbar ist. Im folgenden wird nur fiir positive ab-

nehmende Grdfen a, die Convergenz von ¥ a, aus der Endlichkeit

y=1

von f(ac) cot%mdw bewiesen. In der Identitdt

o

k—1 k
‘Bk—~1 = E bv av = bk % + 2 (bv——l _bv) °,
=1 =2
soll &, >8,>. .p.f>bk>% 5, >0 sein; ferner sei |e,| der ab-
solut grofte Wert unter |c,|,...|c,| und ¢, positiv, sonst wire

%
— ¢, zu betrachten. Der Betrag von ¥ (5,_, —5 )¢, ist kleiner

V=2

—5)c, =0 ist

y~1

k
als ¢, (b, — 6,), und je nach ¥ (&
v=2
bye,> B, >(26,— b)e,
b, ¢, <B, < b,
Wofern alle Groflen ¢, unter einer endlichen Schranke bleiben,

kann man sie auch, eventuell nach Hinzufiigung derselben po-
sitiven Grofle, alle als positiv voraussetzen; dann ist

bc, << Bk_.1 <b,c, + (bl —b) c,

wenn ¢, der grifite Wert unter ¢, ... ¢, ist. Nun werde gesetzt

27"
b,,= |sinva cot—;—wdw; = —;5
B
by b= — j [cos v+ c0s (3—1) 2] doo = S22E. 4 O D
3

7T

statt &, kann fiir wachsende » auch 2 f smxm dx betrachtet
B8

werden, weil %—~eoté~oc<—i—w fir 0<<z<{7 ist und also
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7T
f sinve (—’;‘)‘; — cot %] dx mit % -vergleichbar wird. Mit wach-
3

7T
sendem » wechseln 4 = und Sin;x dx immer wieder das Zeichen.
B
Aus der Formel
—1 ko o
B,_,, = 2 b,,0,=b, ¢ + E ¢, _n—5,.¢,
v=1 k=2

ergibt sich nach dem obigen, dass, wie groB auch % gegeben
ist, ein m zu finden ist, so dass sich ¢, von an.fln fiir a>m
beliebig wenig -unterscheidet; es ist

dx

<4'sin g
sin—=—x '

8 8
w—b, :J sin @« cot%wdm<‘/ ginz
o 2

4

Wenn man also beweisen kann, dass B, fiir ein fixiertes %

und alle »>m unter einer endlichen Schranke bleibt, so ist
auch Za, convergent. Andernfalls sei k=17n + s, also

—% s ing | sin2p . (m—1)p
By =bme Tt e (sui + sm2 J +..04e, Sln( n—1
sin§ sinf | sin2p sin (2n—1)
._[cn_H 1 +0n+2(1 + )—l—..f.—i—cm PEo) ]

F(—1)F [cm wShy ],
als Coéfficienten von sinAg, sin(A—1)8 treten die Griofen

) One-4, Ci41 Ont-dtt
7 n+ﬂ.+"" i —n—l—T—'—""

auf, denenbeio;=a;4+... +a, ., g=a 3+ ..t ay, ;...
die Form
i 1 « 01 1 E
a(r—mmt o)A mat o)t
S 1 1
+ (g~ gt )

gegeben werden kann., Weil lim e, = O sein muss, wie aus der

“l=too
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Theorie der Fourier’schen Reihen bekannt ist, kann man u
80 wihlen, dass @ a# 4o + - - Kleiner als 0 sind, also

a —k
M +M

k

wo a der grofite Wert aus |a,|, la,, ... ist, mit —]’ci beliebig klein
machen. Seien z. B. die Grofien «, positiv und abnehmend, also
¢;>c¢;>... In diesem Falle ist

k—1n kn "k n n

B, . =b,0+cq (?ln“é‘i'gl"z_ﬂ)-*----+csm("~p—ﬁ~—5rm, (M

wo d, mit —i—, unabhiingig von %, schliefilich nur einen aliquoten
Theil der Groflen rechts ausmacht. Aus dieser Gleichung ist die
Convergenz von Ze, wenigstens fiir positive a, abzuleiten. Zu
einem fixierten » kann % so gewshlt werden, dass B, fiir

alle > %" unter einer endlichen Schranke B bleibt; gleich-

zeitig wihle man ein %, welches 4, positiv macht. Nun nehmen
zwar die Grofien s";ﬂ %&’3 ..ab, jedoch ist, solange (A + 1) 8 << Z

sin (1 + DA f
—T+—l"—> Z, also

e (Sili 8 + sin22 ﬂ) Foto, [sinllﬂ + sin )(} _:—11) ﬂj =7 — [ o+ CH-I]

>onla+A—la+..)>F A—w@+a+...+a)

ist, auch

Da nach Wahl von u die Wahl von 4 freisteht, sei i = 24,
und da 4 + 1 <% sein sollte, sei » = 4 (u + 1). Dann ist dar-
gethan, dass fiir jedes u @, + ... + o, unter einer endlichen

Schranke bleibt, also an als Summe positiver Grofien con-

vergiert. Entweder es existiert ein m, so dass &, ¢, fiir alle

k von einem % =k’ an dasselbe Vorzeichen hat oder nicht; im

ersten Fall kann man zu einem gegebenen ¢ > 1 unendlich viele
Zahlen k =m (m + o) 24%_*?—1 finden, wenn ¢ ungerade ist. Fiir
alle diese Zahlen % haben aber 7) und &, o verschiedene Vor-

zeichen, wodurch man zum Awelten Fall gelangt; somit ist aus
der Gleichung (7) die Endlichkeit von

[smﬂ + §£1_2_ 0 sin{n—1) B

n n—1
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bewiesen, da man 4, c, immer wieder das Vorzeichen dieses Aus-
drucks geben kann.

Um aus der Reihe

@ (u) = Y(a, sin vu + 6, cos vu)

y==1

die Reihe ¢° (v) = 2 (a,co8vu—23, sin vu) abzuleiten, werde
v=1

2f (@) =@ + ) — @ (u — z) gesetzt, oder

o0
fx) = 2 sin vz (a, cos vu — b, sin vu),

v=1

0 ist nach dem Vorigen, zuom mindesten fiir jede Stelle u, an
welcher ¢° (x) convergiert,

so°<u>=2i,,f[¢(u + @) — ¢ (u-— )] cot + wdz =
L (8)
:z(aycosvu—bysinvu},
=1

was den eingangs erwihnten Satz auch fiir den Convergenzkreis

beweist, wofern ¢ (x) absolut integrierbar ist. In dem Beweise

war der Umstand beniitzt, dass £ (x) gleich einer trigonometrischen
7T

Reibe ist. Setzt man jedoch ¢ = 2 A (@) sin vz d x, WO von
J
v 4

f (@) z. B. bloB bekannt ist, dass os eine stetige Function ist,
so folgt durch wirkliches Summieren

n—1 7T p—1

Yo, :%f Esinvmf(w) dx

r=1 o 7=1

7T
:%ff(m) dx [sin2 %nmeot%w——;— sinnac}

) kL3
. s, 1 1
. = lim 2 LI P
7T, Za’, _ﬁi“fﬂx) sin? & n cot 5 zdw

r==1

:ff(w) COt% wdx—lim | f (x) cot %m_,_cos nwde,

n=cx,
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Die Reihe Za, convergiert also dann, wenn
7
jf(m) cot %wcos nzdx
o

fiir » = oo einen endlichen bestimmten Grenzwert hat, wofern
J (x) cot % z integrierbar vorausgesetzt wurde; dies trifft jeden-

S () cot %w

wert Null ist. Umgekehrt ist fiir f(x) = 2 a, sinv  beiCon-

r=1

falls zu, wenn mod integrierbar ist, wo der Grenz-

vergenz -Za, sofort lim ‘] f () cot % zdx cos nz — (. Damit

f f () cot % zdz endlich ist, konnte f(z) in 2 = O hochstens

aerartig unstetig sein, dass es bestdndige Schwankungen um
die Null macht, wie z. B. bei f (x):sin% sin%cot%m endlich ist.

o

Statt der Function f (x) cot% x kann auchf—a(f) betrachtet
werden; dabei ist zu beweisen, dass 2 a, ‘/ E}f d « convergiert.

=1 g
o %0
sin yx . . . -
Setzt man z, = ——dw, 80 ist v (@) = 2 7, sin v x eine stetige

y=1

A
Function von z; es ist ndmlich

7
vy [ 1 1
(— 1) z,,_-j‘s1nw[x+m—x+v+ln + ] du

o

T

:fsinw'dx[(%—- m(xx_*_,,,;)]*[g_{_lln—y+1n(xyi}-v+1nj+"']

]

. 1 1
@) GTDE T 1A

und % x sin :cd:c[

+ ]<% Fiir

+ .. .ist also 7.(x) = %E ¢, sinye + einer

v=1

R | 1
(-1) 07_7—v+1
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gleichm#fig convergenten Reihe. Eine jede Summe o, sin vx
ist zu berechnen, wenn man fiir ¢, = 0,—o0, , die Summe
So, sin vz kennt, nachdem man mit Hilfe dieser Reihe Z¢, cos vz

berechnet hat. Setzt man

(D(m):zo;sinvm; go(ac)zzgy'sin VI
r=1 ry=1

o (oc)—_-zay‘cos v, (p"(ac)zzgycosvw
v=1 y=1

O (x)cose — D°(z)sine = @ (x) — ¢ ()
@ (x)sinz + @°(x) cos x = D*(x) — ¢° (%) + 0,

O@) = 5 ¢ @) + 5 cot 52 (0, — 9° (@)
(DO(m)::% (@ () — 01) + %cot%mq)(w),

(

~ so ist in unserem Fall ¢ — ;%), @ (x)=— —% z,O(x)=-12 cos% x,

oder @ () = —-%w + %cot%xlcos% x stetig von O bis 7,

bis auf 0, 7 wo @ (x) endliche Spriinge macht. Ferner kann
® (x) in einsinnige Functionselemente zerlegt werden, damit

erfiillt aber v (x) = % D(x) + ... Die Bedingungen (§ 2), unter
welchen gesetzt werden darf

ff(m)z(w)dw:i ayfsinvx T (x)dx :iay%.
o r=1 4 r=1

B et demn (10 = [ 30,250 = N[22
(; ()\ v=1 ()‘ =1
und nach der Zerlegung f LLITE f-— f - j st wieder die End-
J b P

lichkeit von f f—g? dx bei Convergenz von Je, zu beweisen.

o
Bei stetigen Functionen f (x), von denen nicht bewiesen ist, dass
sie in eine trigonometrische Reihe entwickelbar sind, ist aus

7t

einem endlichen bestimmten Werte von lim | f(z)sin® nz dix
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T
die Convergenz von / S () dlz nicht so unmittelbar zu beweisen.

In diesem Fall ist der Weg, den H. Kr onec ker zur Auf:

stellung von Bedingungen fiir £ (z) in lim :f(w) sin nx dle =10

vorgeschrieben hat, in Bezug auf lim . f (@) cos nx dlx ein-

N==00
0

zuschlagen.

§ 2. Der Satz, dass fiir eine absolut integrierbare Function
a, 8in x + ay sin 22 4+ ... = f (x) die Bezichung besteht

jf(x)dwzz ay‘/sin v dew,
o r=1 Ly

(Dubois-Reymond, Math. Annalen, Bd. 22) ldsst sich auf
ein Product f(x) v (z) in der Weise ausdehnen

ff (@) ¢ (@) da = i ayfsinmw(w)dw. 9)
X y=1

‘Wenn Xea, unbedingt convergiert, ist dies klar, anderenfalls

gelangt man fir ¥ a, / sinve W () da bel einem mit dem D u-
y=1 g,

bois-Reymonds gleichen Verfahren zur Summe der drei

Integrale

1
-5 (=) T—2u
» 3 }'I«
2, 1@ = [def@u+ @y @
0 in 7 7
LT n 0 ) = [def@ura v
Lty i
—_ —T—2u
in 2
T S @) 1 )= [daf @ut @) (@),
—%(ﬂ-}-wo) r

deren Grenzwerte fiir ungradzahlig wachsende 2 =22 + 1 zu
untersuchen sind. Als Bedingungen fiir das Bestehen von (9)
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sind zu stellen, dass y, (%) eine éndliche integrierbare Function
von u zwischen — %— (w + @) und — = ist, und dass x (»),
% () der Dirichlet’schen Integralbeziehung geniigen, so dass

statthat
sin A u .4
[ = 510

Lim [y, () 522% gy = 71 0);

h=00 sSin ¥
[

(10}

dann ist eben y(0) + 4, (0) == f d o f (e) (). Zunichst sollen

S (), ¥ (x) positive Functionen sein.

Der Beziehung (10) fiir y (»), %, () wird z. B. geniigt, wenn
W (x) zwischen z, und 7 endlich ist und eine endliche Zah!t
Maxima und Minima hat. Nimmt 1 mit seinem Argument nicht
ab, so nimmt y () nicht zu, wie aus

1+ ) —yw=[daf(e)[yle—2u—20)—p(—2u]—
£y+2 utd
7o 2 u--d
—fdef @ @—20
xo+2u

—5 (7T—15)

hervorgeht, also ist lim ‘du Sl—nh—u 2 (u % (0). Oder es nimmt:
g h—cc 2

W ab, C— 1 zu, dann ist

(n—xa) T—~3u

hmfd Sm"“fdaf<2u+a)[0 W(a)] = fdaf(a)[O— W@,

was wieder, da S positiv ist, die Bedingung (10) fiir y (») er-
fiillt; man kann aber ¢ aus semen einsinnigen Bestandtheilen
sin hu

zusammensetzen. Das Integral f du “na b (w) werde zerlegt

s

— ?1 (7o)

—ul

o o

—u’

— (n—l—xl,\

 gewdhlt. Das: erste Integral con-
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vergiert mit 2= oo nach Null, wenn y, (w) endlich und. inte-
grierbar ist. Bei der Betrachtung des zweiten Integrales

o T4+2u
sin A
fd Sm:ff(a)lp(a—%a
~u’ #ot-2u
7t--2u 73—-211,’ 7'.t+2u
werde f f@)yp(e—2u)da wieder zerlegt in / + j , wobei also
z+2u zy+2u 7w—2u’

wy + 2u<mw—2u <7 + 2u wird, und fiir diese Theilintegrale
von x, (x) konnen dieselben Bemerkungen wie frither fiir y ()

gemacht werden, so dass auch y (») die Bedingung (10) erfiillt.
Daher gilt der Satz (9), wenn ‘/"modl f(Qu+a)y(a)|de endlich

und v (x) eine Dirichlet’sche Function ist. Fiir ¢y =0 erhilt
man, da dann 4 (x) in eine Reihe & sinz + &, 8in 2z + ... ent-
wickelt werden kann, welche nur an einer endlichen Zahl von
Stellen sich nicht mit 1 (x) deckt, den Satz von Parceval, dass

fiir £(z) = 200 a, sinve, P (x) = 2 b, sinvae

/}"(m)w(@dw:—;’—gayb,

ist. Derselbe konnte auch zur Ableitung von Eigenschaften der
a, dienen:

Ein weiterer Fall ist der, dass ¢ (x) in =, unendlich wird,
und zwar gegen x, bestindig wachsend, dabei aber integrierbar
bleibt, wihrend f(«) in und bei #, endlich ist; zunéchst seien
wieder f (), ¥ () positiv. Die Integration in Bezug auf » kann
man auf das Intervall O bis 4 ¢ einschrinken, wo f(z, —2¢)
bis f(z, + 2¢) endlich und = —2¢>x, ist. Nun ist fir >0

f [ (e — 20)— 3 ()] de = f pe)da—| [ de< f (o) e,

a:0+2u 7T—2% 2

daher ist, wenn f das Maximum von f (#) zwischen x, und
@, + 2¢ bedeutet auch

:t0+2u
j da f(2) [ (¢ — 2u) — ()] < F j (@) de.

xo+-2u x
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7o4-2u
Die Function % f W (a)da braucht nicht bis » =0 integrierbar

Ly

zu sein, z. B. 2z, =0, ¢(r)= setzt man dies dagegen

___1 .
N

voraus, so ist lim / du ST f daf(a)[Y(e—2u) — Y (@)] =0

und die Bedlngung (10) fLir x (w) erfiillt. Analog ist mit

dem Integral / dy S Pw %, («) zu verfahren, nachdem wieder

sin o
-z+2u T—2¢ 7T-1-2u
2, (W)= / JSl@)y(e—2u)de in / f zerlegt wurde, wobei das
Za+2u zn—{—zu TT—2¢

zweite Integral als einsinnige Function von » von selbst der
Bedingung (10) geniigt. Daher kann man die obige Bedingung
fiir das Bestehen von (9) dahin verallgemeinern, dass man be-
stimmte und integrierbare Unendlichkeitsstellen von' (z) zu-
lisst, in deren Umgebung f(x) und ¢ (x —x,) I(x—2,)* endlich
bleiben.

Nachdem auch fiir ¢ (x) = 2 a sinve 4 a) cosvx der Satz

r=1
‘/ @ (@) W (x)de = 2 v/smwmp x)dr+a fcoswc Y (x) dr unter
denselben Bedmgungen ehenso beweisbar ist, werde Y (@)=, (u—a)

und Y, (x) = 2 b, cos v gesetzt. Fiir xy = — 7 erhdlt man

r=1
+n w
%fq) @), (v —2z)dx = 2 (6,a,sinvu + b a cosyu).
o y=1
. . .1 S .
Die Function y, (z) =—12sin5z= Y cosymf lasst () =

v=1

=, (v—a) in @ —=w unendlich werden, wobei ¥ (x) der oben
angegebenen Bedingung entspricht, daher wird fiir eine absolut
integrierbare und ap der Stelle # =« endliche Function ¢ (x)

A+ . 0o
()l 2sin % (v —a)de = z —71— (a,sinvu + a cosyu), (11)
—TT v=1
wobel wegen ¥, (¢ —x) =y, (x —u) negative Argumente des

Monatsh. f. Mathematik u. Physik., II. Jahrg. 7
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log. durch dieselben positiven zu ersetzen sind. Ist die Function

@0 (u) = 2 (a,cosvu—a, sinvu) absolut integrierbar, so ergibt
r=1

das Integral / .(po (u) duw — 2 } (a,sinvu + a cosvu) — E 6—:}” das

v=1 . rv=1
zweite Glied von (11) wenigerE 07" Man konnte also zur Ab-
‘ y=1
leitung der Kigenschaften von ¢°(x) auch von der Gleichung
(11) ausgehen.

§ 3. Es ist leicht Functionen zu construieren, welche stetig
sind und die Form haben 4, sinwu 4+ A4, sin 2w + ..., wihrend
die Reihe 4;cosw + 4,cos2u + ... fiir gewisse Punkte z B.

alle rationalen Werte von j:'{ divergiert. Diese Aufgabe ist all-
gemeiner als die, eine Function zu finden, deren Differential-
quotient fiir dieselben Werte von w unendlich ist; denn

F(u) = 2 4 sinvw hat sicher an der Stelle « keinen Differential-

y=1

quotienten, wo

W

4 cosvu divergiert, wihrend andererseits

1l

1

o0

»

z. B. die Functionen E b,sina u, welche gar keinen Differential-

v=1
o0

quotienten haben, nicht gentigen, da auch ¥ 4, cosa,u econver-

y=1
iert, wenn I |4 | convergiert.
4 ‘ v

Seien fi (%), f»(x), ... durchwegs endliche Functionen, und
zwar Summen von Sinusreihen, dann bildet
Fry=a,fi(@)+ ay fo (@) +. .., (12)

o0
wenn 2 | @, | convergiert, eine stetige Function, fiir welche -
v=1

Lim [ F(x)sinnede = lim % 4,=0
ist, woraus folgt, dass S (x)= 2 4 sinvz der Bedingung
y=1
w8, (%) = F(w-i—ﬂ)-;F(x—ﬁ)

sinnfBdf +¢,; lime =0

©
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gentigt, bei a>>0. Es ist lim § (x) = F(x), wenn

B ()= j F(z+ )+ Fle—p)—2F ()] ™ ”/” dp

oo A r— ) —2F, (:

=V fv'(f+ﬂ)+fy(;7 M=, sinngdg
v=1 ',,

:’) a B

%
)_1

mit ;1[ Null wird. Vorausgesetzt, dass die VRM alle unter einer

endlichen Schranke bleiben, kann man statt dessenz a, B

=1
()

nehmen. Fiir £ c\31—") ist sofort lim ‘ a, B, =0. Andernfalls

- oo

sind an die a, gewisse Bedingungen zu stel].en. Es werde speciell

f @) = fi(vax); fi(e) = fsine = i @, sinkx (13)

k=1

gewidhlt, wobei f (x) eine stetige, von @ =0 bis 1 positive und
wachsende Function und f(—a)=— f(x) ist. Wegen der ein-

deutigen Entwicklung f (#) = E a, sinykax ist es gestattet, fiir
k=1
B R, zu nehmen, t=£ (f—) + 1, wenn = >v ist.
Sei ¢ () eine Dirichlet'sche Function zwischen 0 und 7,

ferner @@+ ) —=-—¢(x) und ¢ (27 —2)=¢(=). In dem In-
tegrale

s :fcp »8) sinnﬂ‘;{’ (14)

werde welter i:— =k+3, 0|+ | <1, gesetzt, dann wird
S: S/ + S/I,

S':ffp(ﬁ)sin kB cos«‘}ﬂ%g'; 8 :V/'q; (8) cos kB sin I3 i’g.

#) Zur Beyelchnung vgl. Dubois-Reymond Crelles Journal Bd. 100,
hier- soll jedoch @ (z) ooy (x) nur bedeuten, dass 97}—(;) endlich - von Null
Y
verschieden ist, wenn & dem gerade zu betrachtenden Wert x, sich nihert.

7#*
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1
—n

 Bei der Zerlegung & —jtp(/)’) smkﬂcos&ﬂ - + 3 ist zu Dbe-

weisen, dass X <,, 1st. Zunichst ist

3
T

—]90 ®)sin kpds [0 4 (— i 22D

Z

)(L ) cov&(ﬁ—f-,?v)
M s ]

. . s ¥ o7} . a ) 1
jedes Glied %}l ist durch cos 9 (2 + on) [9«3-: — (ﬁ'&é ;14)]
zu ersetzen, bei jedem Integrale

3

27 Y

/‘P(ﬁ) sin ket ﬂcos(ﬂ _/j_t: O)ﬂ) dg

1
T
2

ist von dem Satze Gebrauch zu machen, dass ein Integral
j .(D(p’) sink(z’dp’gz ist, wenn @(F) das Prodnet einer end-

lichen Anzahl Dirichlet’scher Functionen mit dem ahsolut
groBbten Werte ® ist. Man hat nur die Factoren von @ in ein-
sinnige Elemente zu zerlegen, die in einem Theilintervall ... 4
von a...b gleichartigen zusammenziehen @ (8)=¢ (8 (3), und
wenn ¢ dort zu- und 1 abnimmt, folgt

12 ka'dn

a

3

57

. : . cos P (f + om)
Deshglb ist / ¢ (B)sink ﬁ o) [’a’,{ und die Summe fiir
¢==1,... noch immer mit-- zu vergleichen. In

3
—2 bia
,‘7 * - ) ’t)‘ i1 — 19' 1 T 0 l
v :] ¢ (®sin g [0 4 (— 1) wICEED Jas+ =

—7T
2



Zusammenhang d. reellen u. imaginidren Theiles einer Potenzreihe, 97

cos 98
B

A:cos&ni—£00s23n + —1—0083&75...

kann man noch das Glied ¢ (@) sinkp fortlassen, und indem

B—- sin 9 ¢ +é— sin 297 + ﬁsm%l}n

gesetzt wird, schreiben
3
—7T
2

7:2’—_—if‘ﬁ(ﬂ)sinkﬂdﬂ(ACOSW_BSin‘(}ﬂ)+2%

w N[

3
2’ 2

Zerlegt man f f + | und setzt im zweiten Integral 8=2=—§’,
?’T 7

so ist wegen ¢ (27w —pB) = ¢(8)

5 - . cos 89 (A—Acos2 nd + Bsin27z9)
Sl ] @B (B) sin I [——Sin 39 (B+ B cos 29+ Asin 2709) |
on
Die Grofien B sind endliche Constante, ebenso 4 sin 7z ¢

wie man aus 2.4 sin nﬂ_z + [Sm(rtrl)”ﬂ Sm(r—;l)”ﬁ]
sin rz sin r 2 . . .

kennt, da 2 2 r T endlich ist. Darauns folgt schlief-

lich, dass X' mit 715 dquivalent ist. Analog ist mit S zu ver-

1
47

r-

fahren, nur dass hier auch das Integral ‘/ @B coskp Ei'lﬂiaigd g

fiir £2>1 mit ? dquivalent und fiir £ =0 endlich ist. Lisst man

1
—n

noch im Integrale f ¢ (@) sinkp B, g8 den Factor cos &8

weg, da der Unterschled < ? ist, so erhilt man

—f (5)8"'”3 f+ <o (15)
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dabei kann 4 = 13— — k positiv oder negativ gewihlt werden;
fiir » <Z» bleibt S unter einer endlichen Schranke.

Es ist erlaubt ¢ (8) = fi(v@ + 8) + fL (v  — B) zu setzen,
weill g (B4+7) = — ¢ (6’) p27r—pB) = q)(/)’) erfiillt ist. Ferner

ist j ?‘,13/%’3 dp gleich .// 5117;0/) dp+ < k’ daher ist

R,. j ity )+ fy (vie—r) — 2, (va)) 2 ag

1

_/[f1(1/dc+/)’)+f1( v —B) —2f (v )Jsmlc/;’dﬂ_l_

Die Substitution vz —¢, 7 + 2, 0<a,< 7 ldsst in

1
7

By w = if[fl @+ 8) + fi@—B—2f @) g

die Argumente von f; zwischen 7z und — g— sich bewegen. Um

n

eine hinreichende Bedingung fiir lim 2 a, R,, =0 zu erhalten,

H=00

braucht man nur eine Function y (%) so zu wihlen, dass
4 ,

fw( B g <a ),

Y (x, ) = fi (x + B) + fi (@ — ) —2f; (x). Der Ausdruck
Wy (x, B) = 8% == * verschwindet fiir #=0; je nachdem also

1 an s 9% 4 ( s 0’ otr
5Tl ~ TED — fr @t )+ f @)

positiv ist oder nicht, nimmt  (z, ) 7134 zu oder ab.
Nunmehr werde angenommen, dass fi (x) von 2 =0 bis

% negativ sei und algebraisch zunehme. Wegen f; (x) = fsin

ist noch (5 + ) =fi (5 —) £i(5 +2)=—A(F —2)..
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fir e >0 2+ <7 ist demnach

5 ﬁ'“’ 4 <0 und ¥ (z’ P nimmt

ab, wihrend fiir < sowohl bei z+ 8 <C 5. ZF @+ B8)—fr(B—),
als auch bel =z + 8> %f{ (w — (@+ ) —fi' (8 —=) wegen
7w > 28 positiv ist. Daher nimmt ?%'—’3) von 8 =0 bis ==
ab und sodann zu bis g = n—mg—g Fiir >0 ist i’ii}ﬁ
gleich Null fiir #= 0 und gleich — % fi(@) fiir 8= 7. Daraus
folgt, dass _«,u(ﬂ P fur x < - z, g < nicht positiv und absolut
am grofiten fiir # —x bel einem bestlmmten Wert von x ist.

Ebenso wiichst ¥ fiir ein bestimmtes 8 zuniichst von z =8

bis x = % — f; ferner wichst 1 noch bis = = J%ig, denn fiir

w4 f=G +Eist f@ + 8 —f @ =F (5 —§) —fi@) po-

sitiv bei §<C g, daraus folgt, dass f; (z+ ) — fi(x) bis x = ”T_ﬁ

wichst, also g—z positiv ist. Fiir §> ~§— nimmt wegen f; (z+8) —
—fi (@) <<O fn(5c + 8 —fi(x) ab, ebenso fi(z— ) — fi(x),
solange « <5 " bleibt ; also nimmt auch 2 w =[fi@+8) —fi(x)]+

[fl(w—ﬁ) — fi(=)] von x = zﬂbls x=—~ ab, ist aber

2
iy a9y . =z . .
positiv, weil 5, TUr @ = 5 verschwindet o (z, 8) wichst dem-
nach von z =g bis z = % Im Intervall 0 <@ < ist

(e, §) = i@ + §) — 21 (@) — fi (8 — ).

Der Ausdruck £, () + fi (3 — @) nimmt fiir p — 2z <« ab
und fiir # — x>« zu, hat also den Maximalwert 21, [ ) demnach

Ve, )| <A@ + £ — <2 (5)
(W@ 8| 296 B 2] 2/ @) —A@8)]

1
— 7T

Wenn nun das Integral f Wz, ) — smkﬁ dp= f + ] zer-
@B .

legt wird, so wichst Lﬁ__ im ersten und nimmt im zweiten

l\'a!r—‘
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Integral ab, absolut genommen; daher ist nach dem zweiten
Mittelwertsatz

i

‘flp( 3) Smkﬁd%g Y (, ac)zlg

Fiir x << %ist

/w s dﬁ|<jw 7Y ap wa

kot
fqp [gc, %} ap \, demnach
kx

27
&

Pz

/fp( g) — sin kﬂdﬂ' kleiner als

ml—‘

Uw( ) Smkﬂdﬁ‘l<2nMax Y|

Wofern noch die Voraussetzung gemacht wird, dass
f1(28) — f1 (8) fiir eine endliche Strecke um g = O kleiner als

- J1 () ist, so wird nach dem Vorigen das Maximum von
W (z, ) mit f; (B) vergleichbar, oder

f w @) a2 £ (2. (16)
- Der Ausdruck % Y (x, x) } =/ (zﬁ)fiﬁ(—x) i nimmt ab von
# = 0 bis wenigstens = —. Also ist fiir - <z <

vl ¥ (35» He, ()

24

Damit ist gezeigt, dass es geniigt, 2 a, f (QZV) mit %
v=1 ’
nach Null convergent zu wihlen, um lim 2 a, B, =0 zu er-
n‘:—'ooy_l

halten,
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§ 4. Die fiir f, (r) angegebenen Bedingungen werden von

f@=Fsine; f(+ o)=L f(—a) = c<1 (D

erfiillt; denn es ist

F1@2)—FAB) =A@ F(28)12cos

und £y (@ )—m)g (1 + 12000; x] von O bis 5 = negativ und
zunehmend. f sin [ ] ist kleiner als f [ ) = l—k:ﬁmi,

Ene —t

deshalb gentigt es fiir lim 2 a, B =0zubewirken, dass hmz

a,
7L=OC >
v=1 ( 14

gleich Null. In dieser Summe braucht man die Summation nur

soweit fortzufiihren, als l(7} > 2 ist, weil Z,, unter einer
endlichen Schranke bleibt; dann ist (v — 1) (2 + 1) > (I»)%
€& — 1) In> (1), llv:; > ZL"’ woraus folgt, dass es geniigt

v
o0

E a, v convergent anzunehmen. Von der Function (4 «)=F l—cl—w
v=1

ist also bewiesen, dass
F(r)=a, fsine + a, fsin 22 + ...

eine stetige Function ist, welche in eine sie iiberall deckende
Reihe 4, sin # + 4, sin 22 4 ... zu entwickeln ist, wofern

E lay‘ lv convergiert.
v=1

Damit 4, cos z + 4, cos 2z + ... convergiere, muss

fLﬂ)_ﬂE@ ﬂ)dﬂendhch oderz ff‘(m_‘—vﬂﬂf‘(m_v‘g)d?

fiir jedes d > O unter einer anzugebenden Schranke sein. Wegen

A@Em) = —fi(2) ist
fi(vw+w3) —fipr—2p) _ f1(vw+ﬂ) filpx—p)
f ; ap f p g —

wid well (s 02+ ) — fi (a0 [ﬂ+ﬂ—---]<7’ und

auch f . fat s Ef‘ @2—P 38 endlich ist, kann man die Be-
1/(5—}—
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trachtung zunéchst auf
1/}(5+ 711— T

five B —fi(ve—p)
J P a8

Se
=1

r= 0

i@+ ) —fi(z—p) hat das Vor-
B

zeichen von sin (® 4+ B)-—sin(x —p) =2 cos  sin 3. FiirOéxé%

und 0< < g ist f (@ + f) — fi (x — f) negativ fiirz < # und

1

beschrinken. Der Ausdruck ¢ —

positiv fiir #>@ zundchst fir x4 < %, aber auch fiir
z -+ > igt ist f (w —a« — @) — fi (@ — B) positiv. Daher nimmt
¢ bis # = z zu und dann ab mit dem Maximum J%@) . Nun kann

man die Summation auf » = »" beschréinken, solange »d <C % 7T,

da der Rest kleiner als ilﬁcz— E a,ist; setzt man noch vx = ¢ = 4-w,,
v=y

0<la < —%, so verbleibt

, v+ iun

’ & (fy @, + B —filw, —B)
Ya, (— 1 f 7 —d
v=1 »d

Jetzt sel -; ein rationaler Wert, z. B. z = lcg Ist vnicht
durch ¢ theilbar, so ist das zugehorige Integral kleiner als
—i—n fi [—2;;) o; die Glieder mit Indices » = uo ergeben

,u'm?—i—%n

e

/u(]é

%

“ “
2 E alug (‘—'1)
m=t

Nimmt man noch die Gréflen @, positiv abnehmend an, so

kann man zu jeder Zahl g ein J finden, so dass dieser Ausdruck
absolut groBer als ¢ ist. Fiir ein gerades % ist derselbe positiv
ad +—1—7t
4

und grofer als a, / :f(ﬁ) %ﬁ, also mit% beliebig groff. Fir
d
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1
uod+ e
ein ungerades & ist zu bemerken, dass die Griflen f 7 (©) %ﬁ
uod
mit wachsendem u abnehmen, so lange pod <g ist; daraus
pmod4 l T
folgt, dass 2 auo (— 1) f f (ﬂ) ----- - negatlv und absolut groBer
pod
2 63—{— — 7T
als (ag — a34) f I (ﬁ) 1st. Dahe;' wird A4, cosx+ A4, cos 2z +-...
200
fiir —z— = % mit dem Zeichen (—1)° unendlich, wofern der

T

Ausdruck mit | [f(z 4+ 8) —f(x —B)] cot % B dp iibereinstimmt,
keinesfalls ha’g er einen endlichen bestimmten Wert.

Es lassen sich auch irrationale Werte von % finden, fiir
welche 4, cos @ 4+ A4, cos 22 + ... convergiert. Wie spéter (§ 5)
bewiesen wird, ist fiir f;(») =

1.
! —sinz
2

f1(‘1"y+ﬂ)_f1(xl'—ﬂ) d‘8<ll’-2’"< ll ~§‘,
I3 oo sinz, o0 7w,

und umsomehr, wenn statt der unteren Grenze Null »d ge-

schrieben wird. Ist » nicht der Nenner eines Niherungsbruches
P,
g, von i, so folgt wegen %> 1 ll - < I» und die betreffen-

den (Glieder haben eine unbedmgt convergente Summe, wenn

00

2 a, l, convergiert. Wenn v dagegen ein Nenner @, ist, so

=1

hat %r den Wert BCL-, 1 < ¢, << 1, und man kann die unvoll-
13 n +l 2

stindigen Quotienten p_ von % m Ony =p 6,4+ Gy so0
wihlen, dass

112 <10, oder 10,4, < O,
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ist, so dass Eavllg convergiert, wenn » die Zahlen @, durch-
v

lduft. Umsomebr hat dann die Reihe EA,, cosv z eine endliche
=1
Summe.

Sollen die Tntegrale @, (z) = f Sy @+F) ‘ﬂfé’i“ P ag

zwar endlich fiir jedes endliche » bleiben, dagegen ihre Maxima
mit » an Betrag zunehmen, so ist zu unterscheiden, ob dabei
auch die Zahl der Maxima zunehmen soll, analog wie der
Differentialquotient @, (z) von f (z) =sinvx » Maxima des
Betrages » hat. Ohne diese zweite Bedingung geniigt z. B.
f,(@) =sin2vz, fir 2 >0 und f (—a)= —f (2); es ist

0,0 = 2 f sin’ v d 8 mit {v vergleichbar. Setzt man ferner

p@)=(—1) fir e=kn+a, 0<a, <=

und @(— x) = — ¢(x), so ist ¢ (x) eindeuntig fixiert und erfiillt
¢(x + ) = — @(x). Die Function @, (x) zu
f, (@) = @(vz)sin? vz (18)

besitzt dann die Eigenschaft, dass ihre Maxima an Zahl und
Grofe mit » wachsen. Ks ist

0, @0)=(— 1 [9(@,+p)sint (21v )~ g (&, =) sin? (P —8)] &

bis auf eine Grifle, die kleiner als 2 ist. Man kamn z, < %

nehmen, da das Integral nur das Zeichen #ndert, wenn =, durch
& — x, ersetzt wird und weiter in

Jlsine 00 40 ) — sinirz — ) f +

o

+f[sm2 (2z+v6) + sin? (2w _Vﬂ)]

1'

m|‘%

+ j‘[sin2 (v-Zx—— y3) — sin?(»2x + v ) %3’

n——xy
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erlegen. Von diesen Integralen ist das erste und dritte kleiner
als 27, also ist fiir va=¢ 7+ 2, 0<2,< %

H—x,‘/

d
(— 1" @, (z) oo 2f[sin2 2 x cos® v} 4 c0s? v* a sin® v ] 7[;

und fiir 2, =0 ist @, (x) mit » zu vergleichen.

§5.D%Im%my/fw+@;fw*”:ﬁwomtmﬂMh

an der Stelle », wenn [ f(v + @) — f (v — )] % endliche Unbe-

stimmtheitsgrenzen kleiner als M hat, und f(z) eine stetige
Function ist. Fiir ein Intervall w», bis w;, in welchem
Sedn—F=") giese Eigenschaft hat, ist F(«) auch eine

x
stetige Function, u, kann gleich 0 genommen werden, da man
nur 5y (u) = F(u—uw,), 1, () = f(w—u,) zu betrachten brauchte.

Der Voraussetzung nach ist ¢(z) = JL;(_JQ durchwegs end-

lich. W#hlt man demmnach eine Function f) (z) gleich f(+ «)
fiir das Argument 42, so ist in f(z) = fi(x) + W(x) die
Function v (z) Null fiir positive Argumente und gleich — x ¢ (x)
fiir das Argument — 2. Nun ist

oy — [PetD v g [E—ire—w
x x

T—u

= lp(o)_ffp(w) dw*%/ﬂ;—_@ da
7T—2U%

w (w4 x) — w (u— x)
w+w ﬂ@~@

eine stetige Function von » in » =o. Da

liche Unbestlmmtheltsgrenzen hat, muss auch -
endlich sein, und deshalb werde direct ' (— x) = f () angenommen

also F(u):/.f(u+x);f(“_x)dw +j'f(»1"+u)—;f(x——u) d;

\ e ; O—f(x—u) | .
Tet D0 <3 wnd [FEFDTE=0) o st

‘wegen ‘
Wﬂ@%(Mh+thm}i[&ﬁﬂ%i@:@@

mit » beliebig klein, da u, eine bestimmte positive Grofle ist.
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Erleidet die Function f(x) an der Stelle u, eine derartige
Unstetigkeit, dass f (u, + 0) und f (u, —U) bestimmt aber ver-
schieden sind, so wird #(»,) bestimmt unendlich, denn der
Unterschied von f(«+ ) und f(x—2) ist fiir gewisse « grofer
als eine zu findende Grofie d. Solange man die Integrationen-

folge in
fd“ j St D —fu=) g,

vertauschen darf, insbesondere immer bei xz, >0 wird

. "t o “ itz T i gtz
z r z |-
:10 _;/ﬂ a, =% x, Uy—2

die rechte Seite ist auch fiir 2, — 0 endlich, wenn f(u) endlich
und integrierbar ist, und ebenso, wenn f(u) an der Stelle %,

unendlich, aber absolut integrierbar und kleiner als TP
(u—n)’ (u—u,)

ist. Wird z B. F(«;) dadurch unendlich, dass Jim 20?9 —/(—2)

x
an der Stelle w, eine vereinzelte Unendlichkeitsstelle hat, so ist
F(u) bis v =w, integrierbar; denn dann ist die Vertauschung
der Integrationenfolge erlaubt fiir w, + J statt »,, und die In-
tegrale rechts bleiben unter einer zu findenden Schranke, wie
klein auch J ist. Insbesondere ist hervorzuheben, dass ver-
einzelte Unstetigkeiten der Differentialquotienten die Function
F(u) integrierbar unendlich werden lassen. Berechnet man

/ du / —Ji@j—@—;f(—uff)— dr gleich F(u,x,) zuerst filr z, >,
und lisst erst dann x, = 0 werden, so ist damit noch nicht die
Integrierbarkeit von #(u) bewiesen.

Hat #(z) an der Stelle x =0 entweder ein endliches
Maximum (Minimum) oder ist #(#) von — a bis + @ einsinnig,
so konnen die Werte von #'(») in der Umgebung von »—=—0.
wenn F'(0) unendlich ist, in folgender Weise determinirt werden.
Zuniichst darf man voraussetzen, dass £(0) =0 und entweder
F(x) zn beiden Seiten von #—=0 positiv und wachsend, oder fiir
positive « positiv und negative = negativ, dem absoluten Betrag
nach von # — 0 anwachsend ist; darauf kann man die anderen
Fille zurtickfithren. In

Fu)y= Slut) ;ﬂ[—,x) de +ff(u +) ;‘f(u ~?) du , a>0,

o

x=0
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s j 1) LD o 0 bt former it fi

Flen =@ [ sy, (4o [r=fie)

=(1—1%) f fi@) de, wo O Ekleiner als der Maximalwert von

——11?( )u)“ ist. Daher ist F'{u), >0, in der Umgebung

von u =0 jedenfalls mit dem griSten der drei Integrale

j“_f@ﬂz_,—w_—@ . fz@ e fﬂ—i e (19
z 7. x 3 T \

zu vergleichen. Ist insbesondere f(—ax) = —f(z), so folgt

at-u
- 0<Ch
Fl) ff(u+w) S g 4+ (1 + 0)(1 +9)/f(x)d oieg
2
Speciell fiir die oben betrachtete Function 7 (x) = Z—il :
Esmx

F(—a)= —F(»), wird, da 7 (u+x);f =% das Maximum fiir
2 — u hat,

If(u)N I 2u)+f dx
2—» sinae ¥

statt dieses Integrales kann man ;- cotwdr=ll = wihlen.

sy sinz

In der geschlossenen Form von Integralen lassen die Fune-

tionen f0(x)= ancosvw—bysinwc hiufig die Bildung von
r=1

Differentialquotienten zu, was in der Reihenform nicht méglich

ist, und zwar mit Hilfe der Differentialquotienten von

f @ =" (a,sinve + b, cosya). Aus

=1

27vf0(u):f[f(u+m)—f(u—x)]cot—%mdx-l—j'...; a>0
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folgt, dass, wenn Flutn) =] =2 gine stetige Function beider

Variabeln in einer Umgebung von , wihrend « von O bis zu
einer positiven Grofle a variiert, ist, weiter

N ORI Ly A

Ist auch noch im Intervall z = a bis 7 f' (v + @) — f" (u — )
eine stetige Function beider Variabeln, so ist sofort

2nflg£“)=f[f’(u+m) —F (w— )] eot 5 wda

Wird dagegen der Fall angenommen, dass f (x) an der
Stelle @ = ¢ einen endlichen Sprung mache, sonst aber stetig
sei, so ist fiir eine Stelle u, die von ¢ verschieden ist, z. B. u <l¢

27 f0 (w) :ﬁf(“ + @) —flu—a) ety ada +]:fn

zu zerlegen. Fiir V (u) :ff(u +a)p @ da, wol) <la<lc—u
und ¢ stetig ist von @ = a bis ¢—u folgt

c-—u—a c—u

V(utd)— V) f [f(u+a+8)—Fu+td]g @ da ff(u+w)¢(w)dw
C—M—(j\
c—u4-0

V (u=0) — Vi) = f [ f(u+x ) F (0] o () dao + f Fura—0) () dx

jj(u—i—w)(p (@) dw = 0f (c—08) g (c—u—03)
0—“—5
c—ut-d
ff(u tao—0)g@dz=0f(c—b8) ¢gl—u +J1—0)

€—u
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Der Voraussetzung nach sei in

f(u+x)~§<u+x-5> =f_u+ta)+6d>0

# mit 0 beliebig klein, unabhéingig von w» in einer Umgebung
der betrachteten Stelle, wihrend & von « bis einschliefilich

c—-u-——(j
¢ —u variiert. Ferner ist f Jut+ao+0)—Ffu+x)]e@de=

a

:j‘[f(u +x)—Ff(u+ax—0)]grx—0)d, also ist ( )vor
a~|—3
wirts und riickwirts genommen gleich, und zwar

o ff (u+ ) 9 @) do— flo—0) g (¢ — )

Behandelt man die einzelnen Theile von 2 #°(x) in der-
selben Weise, so ergibt sich fiir eine Function f(z) mit der
endlichen Zabl endlicher Sprungstellenc,¢’, . . ., deren Ableitungen
zn beiden Seiten jeder Sprungstelle stetig sind bis auf diese

selbst, und fiir eine Stelle %, in deren Umgebung M;i(u;fc )

eine stetige Function beider Variabeln ist, die Gleichung
(20) 2 7L / [F (wta)~f w)eot & wda+ S[A+0) fe-0)] oty

Dabei sind unter £ (¢ + 0), f(c — 0) die wirklichen Grenz-
werte von lim f (¢ 4- d) zu verstehen, und nicht die Werte,
welche f (x) an der Stelle ¢ selbst haben kann. Z. B. ist fiir

Sz = E a,sin vz, wenn f (x) fir « = 0 und « = 7z anderen

v=1

Werten als Null zustrebt, sonst aber stetig ist

o P00 f F" (wr)f (w2 ot wda—2 [£(0) cot J utflu)tang Ju

Monatsh. f. Mathematik u. Physik. II, Jahrg. 8
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wo f(0), f (/) die bei Anniherung innerhalb 0, 7z erhaltenen
Werte darstellen.

Kennt man fiir f () = 2 (@, sin vz + b, cos ¥ x) einen ana-

=1
Lytischen Ausdruck f; (x), welcher sich mit f(») mit Ausnahme
einzelner Stellen deckt, so darf man in dem Ausdruck fiir £°(u)
die Function f; () statt # (#) zum mindesten dann einfiihren,
wenn f () — f; () endlich ist. Insbesondere tritt dieser Fall
ein, wenn umgekehrt eine gegebene Function f; (x) zwischen

=0 und 7z in eine Reiheza,, sin v oder 2 b, cos vx ent-
=1 Y=

wickelbar ist, welche mit f, (x) hdchstens in einer endlichen

Zahl von Stellen sich nicht decken. Um dann die Ausdriicke

fr@) = Na, cos ve und f§ (2) = — ¥ b sin vz zu be-

ry=1 v==1

rechnen, muss im Integralausdruck fir 04 ()

7T

ST+ ) —f w— ) cot o wda

2]

bei f2 (x) der Ausdruck f2 (z) als Abkiirzung fiir — f, ()
und bei 0 + (x) ebenso f; (— x) = f; (x) gelten, ferner ist auch
fi @+ ) = f, (@ — ) In beiden Fillen zu verstehen.  Ohne
Anwendung dieser Abbreviaturen, muss geschrieben werden

27 £ (u) :f[fl (u+2) —fi (0 —2)] cot &z d e +

T—u et
—l—j\[f1 (@ +u) — f1(x— w)] cot —lz—yxdw —ffl(x~u) cot—é—mdw,

2acfo ()= [Tf (et @) —fi (u— )] ot fard e +

TT—u 7ttu

, f"f[f1(x+u)+fl (w—u)] cot%xdm-l-‘ ’fl(a:fu)cot%xdm

T—u
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27 f0 (“):f[f:L(u—i-m)——fl(u——w)]cot%xdoc——
T+u

—‘/'fl(u—ac) cot*wdx ——/fl (x — u) cot»—:cdx

27 f () :f[f; (u + @) —f, (w— 2] cot sade —

[

V4
[y

T-tu

_ffl (w—x) eotgxdoc —|—ff1 (x —u) cot*mdm

Erfiillt der Ausdruck f; («) analytisch bereits eine der Eigen-
schaften f; (—e)= =+ f;(«), so brauchen in dem betreffenden
Ausdruck fiir /° 4+ (x) nur die Argumente > 7z entfernt zu werden

TT—u 7T
27z £ (1) / [y wb)— f (u—it)] cot - dor— ffl(u_x Jeot - @ da.

Durch Subtraction der correspondierenden Gleichungen erhilt
man den Zusammenhang von £ (») und f% () als

i

P —fL @ = [ Aoty ade,  (@1)

wo die Argumente von f; bereits zwischen O und 7 sind. Dem
Ausdruck fiir f° (-z —u) kann die Form

2 7w —u) :j.[f(—u—w) ~— f (2 — u)] tang %wdx
ertheilt werden, und fiir # () = f; (x),. je nach f (— ) = & fi(x)ist
+ 27 f0 (7w —w) :f[f1 (u+ @) —f, (u—c)] tang + 2 da, (22)

wobei links die gleichen Zeichen correspondieren, Dadurch lassen
sich (7w —u), f*(«) mit Hilfe von Integralen, welche kleinere
Grenzen haben, auf einander zuriickfiihren. So ist z. B.

8%
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1
—7

£ +f 20— = [T+ o —fi =) oty 2 da

(@)= [l -l futpeds

Nach Gleichung (20) ist fiir ein Integral
j[fl(u—{—m) — fi(u— Cot——dx

in welchem f; (— ) durch — f, (%) zu ersetzen ist der Differential-
quotient gleich

[t ) —filw—~ Dot gwde — 2, ()

— é—f?(@) = 71 (0) cot% u+ f(7r) tang L

wenn f; (— @)= f; (x) zu verstehen ist ; und analog fiir f)(—a)=f (+)
der Differentialquotient gleich dem’ vorigen Ausdruck ohne das

Glied — 2, (u}, wenn fiir £, (— x)— f; (%) eingesetzt wird. Da-
nach ist z. B. von fo_ (w) der ot Differentialquotient durch

4 d””lfx (ON 3 () (w) __

d ur»l duv—%

(23)

gegeben, und FP (—2) durch (— 1) £ (@) zu ersetzen. Die

. . . 1
Ausdriicke 2 7 f‘ (M) ;- sind rationale Functionen von tang = u.

§ 6. Man kann die gegebenen Entwicklungen beniitzen, um
aus einer bekannten Reihe

f(u)::%ao+alcosu+.‘., (24)
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wenn v, A zwei ganze Zahlen sind, fiir welche »>A>0 ist,
die Reihe
%al—j—aHycosu_{_aneos?u—{—... (25)

zu berechnen. Die Entwicklung der Funetionen

S (w) = f(w) sin du = i 4, sinnu

n=T
7T 7T

ergibt wegen a, | ,= %—fcos ntcoslif(2)dt — %].sin ntsinAef(t) dt

)

JC(u):—;—a/1 +az+1cosu +... =f(u)coslu—— i Aincosnu
n=1
v[%al—i—a“ﬂeosu +.. ] :x[%) +x[“_‘f;ff]+__.+x(@-_y;12z)

Die Berechnung der Reihe (25) ist demnach auf die Theilung
von y(u), oder da f(u)cosAu als bekannt anzusehen ist, auf
diejenige von f;(u) =¥, 4;,cosnu zuriickgefithrt. Es ist

n=1

272 f; (u) fol(u—l—m) — f; (u—2x) cot —é—mdw

=sindu | [f@+x) —f(u—2z)] eoslmcot—lgxdw

7]

+cosdu | [flutx) + f(u—x)] sinlcccot—;—md x,
dabei ist f,(—w) durch —f,(»), also f(—w) durch f(u) zu er-
setzen, wemn f(x) nur zwischen O und 7 analytisch gegeben ist.
Die Integrale

w77
f(w)cos’“%msin"%w dz

mogen fiir ganze Zahlen y, ¢ als bekannt angesehen werden;
dann kann man schreiben
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f; (v)=sink uf" (u) (26)
fow)= [f (u+x) —f(u—a)] OOt

4]

o0
= — 2 a,sinyu,
=1

7—1 r—1
Der Ausdruck Zfl (rb)y= Esm Arb fo(rd), b= 771, ergibt sich, da
r=1 r=1
r—1 7-1
2 2 sinArbsinpurd = 2 cos (u—A)rb — 2 cos(u+A)rb
=1 r=1

fiir ©= * 1 (mod ») gleich 4 », sonst aber, aufier fiir 2 4=0 (mod »),
verschwindet, congruent

—glota 4+ —(0 e+ )

Andererseits ist

y—1 v—1

——— Efa(rb); 275(76):”[%‘“1 +a, t+. ..),
r=0 r=0
was a; +a;  +...+a,_,t+a, ;+...=0 beweist.

Die Zahl der Grofen f9(rd) ldsst sich wegen f9(rb) =

=f9(v—rb) auf . oder v—}l reducieren, ferner kann man

die Félle, wo » mcht prim zu v ist, als Transcendente niedrigerer
Art ansehen, insofern sie eine Thellung mit kleinerem Divisor
erfordern. Manchmal lassen sich die Grofen f9(r6) auf Trans-

cendente niedrigerer Art, als f°(x) im allgemeinen ist, zu-
riickfithren. So ist z. B. fiir 4f(x) =2 + 272 o, = —i—,, und

v d -

o+ a,, + .= Latl 52@ fiir « —erd glelchfz —l-llz =

= f 2 a, wo « eine »t¢ Einheitswurzel bedeutet. Setzt

v
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1

24
1—7

man ‘also () = e+ f i_“_‘_% so ist ¥ f}(r?) auf die Function
/] r=0

Y () fiir algebraische Argumente zuriickzufiihren, wo 1 (a) einer

algebraischen Differentialgleichung 2. O. geniigt, wéhrend zu

f° eine solche 3. O. erforderlich ist. HEs hat dies den Grund,

dass hier f(x) = %(wz + 2 7 @) einer linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung mit constanten Coefficienten geniigte. Ist all-
gemein
;Zm—'l
- {_(:l/l 'Jr' o0y

du
so geniigt, wenn R eine rationale Function bedeutet, f° der
Relation

0— @70

du™

+ ¢

N gl
R tang Y= o + ¢ =

welehe durch eine algebraische Differentialgleichung (m + 1).0

+ ...,

zu ersetzen ist, wihrend fiir tang%u = v eine solche m .0

dm—l 0
£

. d vm—l

B@=g0) 25 + 9.0

resultiert, wo » fiir rationale % algebraisch ist.

§ 7. Das Integral ] Sx)cotxsin? ne dax, welches bei der

7T
Summierung von a; + @, + ...+ a, + ... fiir anzéfsinn xf(x)dx

auftritt, ldsst sich in der Form schreiben

a

2n
—%‘fdy fxf(x) cot xsinzy da.

]

Ist nimlich @(y) = f % sin?xy dx, so verschwinden in
R Y 3G S .
o (y+e)—O(y)= ?fT sin 2y sin 2weda +

+j)(7w) cos 2z y sin®wedx
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die Integrale

] l(ac)cos2wg/sm LA undfl(ac)sm?acy [1— Sm'?“) d x

RQae

mit ¢ fiir jedes endliche y und fir eine zwischen # =0 und
absolut 1ntegr1erbare Function A(x); das erste z. B. ist kleiner

als sin sa fdf/c )| Daher ist

D (y) :f},(ac) sin 2ey da da.

Man wird so auf Integrale der Form

A Zjdyfl(w) Y(xy)dw

gefiihrt, welche nicht von ¢ unabhiingig sind. In unserem Fall
deshalb, weil das Integral die Summe von zweien ist, déren
eines ein Fourier’sches ist, wihrend das andere von o abhingt.
Diese Integrale 4 kionnen auch durch eine Transformation be-
rechnet werden, vorausgesetzt, dass man fir A(x)=ax das
specielle Integral kennt.

B, =fdyfz<§>w<§y> as

gestattet die Substitution « = j A% d—;, wenn (E) positiv und

integrierbar zwischen § = 0 bis & ist. § = ¢ () ist eine positive
b

wachsende Function von « =0 bis a = f k(&) %—E, dann ist

B, =fdyf¢(w)w[y¢(w)]dw

So oft nuh in diesem Integral die Substitution v = y-—
9@
29

? (T)

erlaubt ist, und &p = f xdx f Y(xv)dv gesetzt wird, folgt
o P

B, :fdyfa;w(xy)dx-i-ef.
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Wenn das Integral 4 sowohl fiir 4(x), als auch fiir 1 =«
einen bestimmten Wert 4" hat, so ist

fdy]?l@w@y) st = [y [evenia @

wofern noch lim e, = 0 ist. Wegen

p= 0

/ww(my)dw Zfdw w(zy) du
folgt beifw(x)dx =ww) 4 :/dyf-@@;—w—(@dw_. Hat

(@) = f o) = @ (ry) @8

Y

z. B. den Wert w(0) l, so ist 4" in a w(0) auszuwerten. Voraus-
gesetzt iiberhaupt, dass y(«) einen bestimmten Wert fiir x = «,
hat, also in

7T

7z /4
_ [ —o@y) fg@ . fy_w
o () f y 4y v 1Y +pl£2 y 4

7 %,
o Py

f ©W) 4 y einen bestimmten Grenzwert hat, so kann derselbe

von x, abhingig sein, wie das Beispiel w(y) =1 zeigt. Soll aber
dieser Grenzwert verschwinden, so ist / ©® dy endlich anzu-
nehmen, und daher wird

1(@) = —'ﬁw(y);w@dy—f—a%wdy

1@ — 1) =23

fiir alle Werte von w, fiir welche y (x) bestimmt ist. Besitzt
x (x) an der einen Stelle « — 1 einen Differentialquotienten C,
so ist fir x>0

rE+h)—z @ _ 1f(1+‘>
h x

‘ .’E
rs
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insbesondere, wenn ¥ (x) eine stetige Function ist, folgt sofort
’ _® (O
1 (@) = —~
Vi3
§ 8. Sowie das Integral [ sinve coté— xdx = const. fiir

alle ganzen Werte von » >1 durch die Function cot—é—m und

im allgemeinen nur durch diese geliefert werden kann, fiihrt
die Anwend ung #&hnlicher F'unctionen zu analogen Summierungen,
7T

wenn f sin » z ¢ (x) d eine endliche Zahl von Werten hat. Z. B.
sind wegen
f[sin ve—sin(v—2)x)p (x)de =2 [cos (v — 1) wsinz ¢ (x) dx

fir ¢ (z) = L oder = cot @ nur zwei Werte moglich ; ebenso fiir
q) iy sin ¥

T

q)(x):wfqminvwdw:n, u<v, u+r=1 (mod 2)

sin x
O?
@ (x) = cos ux cotx @ (x)sinvade = % m=v
=, u<v, u=v (mod 2).
u. s. f. Schlieflich kann man die Potenzreihen statt auf Kreisen
allgemein auf Curven mit der Gleichung » = ¢ (x) betrachten,

und erhidlt analog die Aufgabe,

P (x) = 2 o (z)" (a, cos vz — b, sin vx)

s (29)
W(x) = 2 o (@) (ay sinva + b, cos vx)

=1

zu vergleichen,



