
Uber den Zusammenhang des reellen und imagin~ren 
Theiles einer Potenzreihe. 

u A l f r e d  T a u b e r  in Wien. 

Wghrend fiir Werte,  die auf  einer Kreislinie stetig vor- 
gesehrieben sind, die Construction der betreffenden ,,Funda- 
mentalfunetion" u erst gezeigt werden muss ~), entfdllt dies aller- 
dings, wenn die gegebene Function cp (x) des Azimuthes die Form 
einer trigonometrischen Reihe hat. Dafiir lassen sich in diesem 
zu betraehtenden Falle die Eigensehaften des imagin~ren Theiles 
der analytisehen Function,  deren reeller Theft u ist ,  auf  dem 
Rande n~iher untersuchen, wobei yon ~(x) nur die absolute 
Integrierb~rkeit vorauszusetzen ist. 

o o  

w 1. Die Potenzreihe ~ % z ~ hat aus dem Kreis mit dem 

Radius r den Wer~ ~ c r v (cos ~x + isin~x), und bei 
V-~-I 

e v a v 27 

0r 

@) = ~ ( ~  cos ~ x - -  b sin ,~ ~) 
r = l  

(x) = ~ ( ~  sin v x + b cos, x) 

oo 

ist ~ % z ~ = ~ (x) + i~V (x). Im folgenden soll der Zusammenhang 

zwisehen 9o(x) uncl ~ (~) untersueht werden. 

*) Siehe z. B. C. N e u m a n n ,  Vorlesungen fiber R i e m a n n ' s  Theorie 
der A b e l'schen lntegrale. 2. Auflage, S. 396. 

6* 
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Verm~ige der Relationen 
~T 

= f  �9 1 
2 ~vcosvx [sinv(x+fl)--s lnv(x-- f i )]cot-~ fldfl 

o 

7g 

fiir jedes ganze ~>1 besteht zun~ehst fiir den Fall, dass 
o o  0 r  

%,, ~ b~ unbedingt convergieren, zwischen ~ (x) und W (x), da 

gliedweise zu integrieren ist, der Zusammenhang 
7 /  

v 

O 

wcnn abet die Voraussetzung der unbedingten Convergenz yon 
2%, : & ,  nicht gemacht wird, der Kreis also mindestens der 
Convergenzkreis ist, miissen diese Gleichungen auf anderem 
Wege nachgewiesen werden. Man kommt dabei zu dem Resultat 
d.ass, wenn die linke Seite einen endlichen bestimmten Weft fiir 
em x hat, dann auch die rechte Seite diesen Wart besltzt, vor- 
ausgcsctzt, dass die Functionen ~ (x), resp. ff (x) absolut inte- 
grierbar Bind. Die Continuit~tseigenschaften yon 9~(x) und %~ (x) 
kbnnen wesentlich ~erschieden sein; man k~innte aber trotzdem 
rp(x) und %~(x) ihrer Form wegen com]?lementi~r nennen. 

Sei die Summe der l~cihe 

a~sinx + a, s in2x + ,. = f ( x )  (1) 

eine absolut integrierbare Function, uml die Reihe 

al + a~ + .  ,. (2) 

convergiere. Dann convergiert auch, die Rcihe 
7g  

f / a~ sin x c o t l x d x + a 2  sin 2x cot:~ x d x +  ..... 
0 0 

0 



Zusammenhang d. reellen u. ima~in~ren Theiles einer Potenzreihe. ~ l  

Verallgemeinerung eines Satzes yon D u b o i s-R e y m o n d, welehe 
sparer bewiesen wird (w 2), ist fiir jeden Wert  yon 3 grSfier 
als Null  

7g 9~g 7g 

(x) cot ~ x dx~a  sinx eot~xdx+a2 sm2xeo t~  xdx+ .., 
~3 

und es wird,  auch wenn x ~ 0  ein singul~irer Punkt  fiir 
1 f (x )  cot ~ x  ist ,  der Definition des  Integra!es gem~13, dem In- 

7g 

f f  1 x dx e i n  und der Wer t  tegral �9 (x) cot ~ endlicher, zwar 
o 

z(a~ +4- a~ + , . . )  zugeschrieben werden miissen, wofern noch 
bewiesen wlrd, dass die rechtsstehende Function v0n 3 Stetig 
nicht nur  bei ~ = 0, sondern anch in 6 --  0 selbst ist, ode;c dass 

3 3 

a /sin x cot l xdx+ a~jsm2xeot~xdx+..,'" 1 (3) 
o u 

dureh Wahl  yon 6 stetig in Nuil fibergeht. Dies gilt  in der 
That  fiir jede, auch nnr bedingt eonvergente Reihe. Die GrSfien 

1 

~'-~--1 

sind alle, wie grot3 aueh n ist, unter einer endlichen Sehranke, 
n - ~ l  

w i e  a u s  d e r  F o r m  B k-- a x + . . . -~- a + 2 ( r - -1 )~ - -  ~ 

Cv_]_ l : a  1 + a 2 + , ,  �9 + a v, C 0 - - c  1 - - - 0 ,  (4) 

hervorgeht, wenn ~ a  v convergiert, Aus 

n ~ 
(n+l)~ B~ - - /~+ lk  - -  a.+l 

folgt, wenn B~, B+I~ verschledene Zeichen haben I d-+l I>[ B.+,k I ; 
w~ren B k, B + l k ,  . . .  alle an Betrag grSl~er als c ,  so miissten 
diese GrSl3en yon einem :bestimmten n an aile gleich bezeichnet 
sein. Da aber aus der Gleichung 

(n+ l )  ~ - n  k B ~  2 a~+, 
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(" § 1)~--nk B ~  zu sehliegan ist kann die Convergenz yon ~ (n+ 1) k 
?t 

nieht stets I/?~l ~ c sein ; also finder man einen speciellen Wer t  
n : m, so dass 1 Bnkl ~ c ist. Dann folgt  

m k am+ 1 (m + 1) ~ + . . ,  + %+r  (re+e) k 

m k 

wo Rm die grN3te tier Summen 1%+1 + " "  + % + r  I, 
l a+~+. . .+%+el , . . ,  bedeutet; daher kann zu c ein m ge- 
funden werden, so dass B+.,~ 1 ~ c. Es wird bel Annahme einer 
Potenzreihe 

rf (x) = ~ x + ~ x~ + . . .  (5) 

mit einem Convergenzradius grSl]er als 1, deren Werte fiir 
reelle x voa 0 his 1 positiv sin4 und wachsen, die Reihe 

1 

+ ~o2 + .), a -~ (~ ~) dx = % (% 
r~--I o r ~ . l  

0)  2 weil co~ + ~ + , . .  unbedingt convergiert, in die Form 

c~ 1 + l~o~B~ + . . .  

gebracht werden kSnnen. W~ihlt man zuerst k so, class 
1 1 B . . .  ~- c~ B k  + g ~  %+1 ~+i + kleiner a l s c  wird fiir jedes n, 

was immer mgglieh ist; nimmt m~n ferner m so an, dass 
/~ ,a '  B ~ ,  . . .  B k_l f i i r  n ~ m a l l e  k l e i n e r  als c sind,  so i s t  aueh  

1 

"~a~ [~(~'x) d x < e ( l + l ~ ~  ~1%'11) fiir n>ra,  und 
~*~1 o 

eonvergiert also mit waehsenden Werten yon m nach Null. 

Integrale f~ ~ (v x) dx S01ange ~ Meiner als n ist,  waehsen die x 

mit v, well auell ~(x)  w~ehst, wenn l > e > d  ist. Dadurch 
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n--1 e 

~ a  ] ~(~x) dx kleiner als wird der absolute Betrag yon ~.~ ~J  x 
r = l  r 

c' f ~'X)dx<c:(e ~)n~ r%], 

unter c' den grii~ten Wert aus ~ I c~ I , " * I c~ I verstandeh. Fiir 

e - - ~  kleiner als ~2 wird daher a u c h  ~ a f ~  x)-dx m i t  n - - c o  

~ 1  

A verschwinden; man kann aber immer eine ganze Zahl m -  

so bestlmmen, dass e -- ~ ~ ~! isr wean ~.~. ! gegeben ist. 
Damit ist bewiesen, dass die Reihe 

J ~ ~ ]  ~ d x + . . . ,  
o o 

wofern Z a  eonvergiert,' mi~ e Stetig i n  N u l l  i~bergeht. Die 
�9 1 Function ~ (x) : sm ~ x  ~ erfiillt -die oben ftir ~ (x) gestellten 

Bedingungen, da sie yon x - - 0 :  his 1 ':tmsitiv ist und w~chst, 
d 2 . , 1  1 wenn noch bemerkt wird~ ass..~ x - - =  . . . . .  c o ~ .  x yon x : 0 his ~- z 

positiv ist_ und zunlmm~, so ist auch die Stetigkeit _der Reihe 
(3) in ~ :  0 Selbst iJewiesem 'W0fern aiso aid Reihe a~ + a~ ~ .  :. 
eonverglert, ist~ 

~) + a:~+ (6) 
o 

Fiir den umgekehrten Schluss vom Integral auf die Reihe 
s 

in (6) ist zu bemerken, dass,  wghren (x) e o t - ~ x d x  aus den 
o 

7~ 

Werten f . (x )  cot ~ x . d x  als Grenzwe~ far d~,= O~lefiniert ~sti 

*) Wofern ~q~ (u x ) d  x fiir ein endliches x und alle ~ endlich bleibt; 
j x 
o 

(x) ist dabei auch fiir s~mmtliche reella ~ definiert gedacht. 
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der Relhe a sin v x cot ~ x d x  ein S13rung in (~ -- 0 selbst 

a 13riori denkbar ist. Im folgenden wird nur ftir ioositive ab- 
o r  

nehmende Griii3en % die Convergenz yon ~ % aus tier Endlichkei~ 
r = l  

n)y 1 v o  (x) c o t ~  x dx bewiesen. In der Identit~t 
o 

k--I . . . . . .  k 

B~_~=~b~ :b~c~ + y.(b~_l-~ )~ ~ 

soll b~> b 2 > . . : ,  > b~ > ~ b~ > o  sein; ferner sei [ c k ] der ab- 
solar grSi3te Wert  unter I c~ ],.  ] ok I und c k 13ositiv, sonst w~ire 

k 

- -% zu betrachten. Der Betrag yon ~ (b_  1 - - b ) c  ist kleiner 
V=2 

als c k (b i = bk), und je naeh ~ (b~.~ - -  b) c < 0 ist 
V=2 

~ ~ > ~_1 > (2 b~ - -  bl ) *k 

~ ~ < B~_,<  b i ~. 

Wofern alle GrSgen c k unter einer endlichen Schranke bleiben, 
kann man sie auch, eventue11 nach ttinzufiigung derselben 130- 
sitiven GrSlte, alle als 13ositiv voraussetzen; dann ist 

b k c~< B~_~ <b~ c~ + (b~-- b~) % 

wenn c der grSgte Wert  unter % : . . .  c k ist. Nun werde gesetzt 
7 ~  fs b = in~x dx; f l = - 2  

fl 

_ f  sin r fl sin (v - -  1) fl- by,_ln---5~== [cosvx+cos(v - -1)x]dx- -  v + v--i ' 

7t 

start b kann fiir wachsende v auch 2 f s i n :  x dx betrachtet 

werden, well --2 __ cot t 1 x -2- x < ~- x fiir 0 < x < ~ ist und also 
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/sin~xC~--cot2)dxmit--~l :vergleiehbar wird. Mit wach. 

7~ 

sendem v wechseln b undf Sinx~,X dx immer wieder dasZeichen. 

Aus der Fermel 

k--1 k 

.BZ~__ln = 2 brnar=bkne k -k- 2"(br_,,---L" b,n) cr 
r = l  k :2  

ergibt sich nach dem obigen, class, wie grol~ auch k gegeben 
ist, ein m zu finden ist, so dass sich c k yon z B ~ l ~  fiir n > m  
beliebig wenig unterscheidet; es ist 

P 
�9 . d x  . 4 s i n ~ .  

o o Sln ~-X 

Wenn man also beweisen kann~ dass/~,_ln fiir ein fixiertes k 
und alle n>m unter einer endlichen Schranke bleibt, so ist 
aueh Z a  convergent. Andernfalls sei k ~ ~n + s, also 

Bk_l~ bk, C~ + c 2 - -  + %2fl) + . .  , +  c si n 

[ sinfl (sinfl ~ )  sin (2n--1)f i]  
- -  L~-+l 1 + ~-+~L~- + + " "  + c'~- ~ - = i f  j 

.~ r sin/? 
4 - ( 1 )  Lc,~_+l i + ' " ] ;  

als Co~fficienten yon  sin Zfl, sin(i t--1)fl  treten die GrS~en 

c z c~§ cz+ I cn=~2+t 
, 7~]  + . . . .  ~ - - ~ - ~  + ' ' ' ,  

P , .  �9 - -  C I I  - -  - -  , attf, denen beic z - -  a~ + , • a + ~ _ 1 ,  Z - -  a . + z  -t- . . . .  d -  a 2 n + Z . 1 , - .  �9 

die F e r n  

(1  1 c ' ( -A  1 

3nd-~ " " ") 

gegeben werden kann; Well l i m a  k - - 0  sein muss, wie aus der 
k--or 
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Theorie der F o u r i e r ' s c h e n  Reihen bekannt ist, kann man 
so wiihlen, dass a$1 ,  a+~, . .  kleiner als ~ sind, also 

< - V +  ~ d, 

wo a aer  grS~te W e n  aus lall, la~l, . . .  ist, mit ~-beliebig klein. 

machen. Seien z. B. die Gr~gen % positiv und abnehmend, also 
c~ > c ~ > . . .  In diesem Falle ist 

( 1  ~__B) sin(~-i)~ ~ ,  (7) /~k--l~--bk~c~+% ~-+ + ' ' ' + %  ~--1  

1 WO 6k= mit ~-, unabhEngig v0n k, schlie$lich nur einen aliquoten 

Theil der GrSgen rechts ausmacht. Aus dieser Glclchung ist die 
Convergenz yon ~ a  r wenigstens fiir positive % abzuleiten, Zu 
einem fixierten n kann k' so gewEMt werden, dass Bk_l~ fiir 
alle k > k' unter einer endlichen Schranke B bleibt; gleich- 
zeitig w~ihle man ein k, welches bk= positiv macht. Nun nehmen 

zwar die t~ro~en . . . . . .  sini ~' sin~2~. , . . . ab ,  jedoehist  solange (Z + 1 ) f l <  ~ ~ 

ist, auch ~i~ ~ _4-__1) fl..~ ~ ,  also 
24-1 

(sin fl sin 2 fl "~ .(si~2 fl sin (2 jr i) fl z 

> ~ (Z al 4- 0 t - -  1) a2 -4- . . . )  > ~ (i t--  li) (a~ 4- a2 -4- . . .  + a/~). 

Da naeh Wahl yon/~ die Wahl  yon Z freisteht, sei it = 2 g, 

uncl da it 4- 1 < E sein sollte, sei n ----- 4 (tt + 1). ])ann ist dar- 
gethan,  class f i i r  jedes g a~ + . . .  Jr a unter einer endllchen 

oo 

Schranke bleibt, also ~ a  als Summe positiver GrSl3en con- 
~ ' = 1  

vergiert. Entweder es existiert ein m, so dass bk~ G fiir alle 
k yon einem k = k !  an dasselbe Vorzeiehen hut 0cler nicht ; im 
ersten Fal l  kann man zu eincm gegebenen r ~ 1 unendlieh viele 
Zahlen k --  m (m Jr r 2-C+--1 finclen, wenn q ungerade ist. Fiir 

alle diese Zah len  k haben abet bk~ und b.~+~, verschiedene Yor- 
zeichen, wodurch man zum zweiten Fall  geigngt; somit ist aus 
der Gleichung (7)die '  Endlichkeit yon 

c~ Jr 4- .  . A- c _ 
i 
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bewiesen, da man bk~ c k immer wieder das Vorzeichen dieses Aus- 
drueks geben kann. 

Um ~us der Reihe 

die Reihe ~fo (u) - -  ~ (% cos ~u- -b~  sin vu) abzulelten, werde 

2 f (x) = q) (u + x) - -  ~ (u - -  x) gesetzt, otter 

so ist nach dem Vorige~, zum mindesten fiir jede Stelle u, a,n 
welcher ~po (u) convergiert, 

:rg ~ l j  1 ~0(~) = [m (" + ~) - -  ~ (u - -  ~)] cot ~ ~ d ~  = 

o 

o ~  

= ~ (% cos ~ u -- b sin ~ u), 

(8) 

was den eingangs erw~hnten Satz auch s den Convergenzkreis 
beweist, wofern 9o (x) absolut integrierbar ist. In dem Beweise 
war der Umstand beniitzt, dass f  (x) gleich einer trigonometrischen 

7 g  

I~eihe ist. Setzt man jedoeh a =-2zj 7 (x) sin ~x d x,  wo yon 
o 

f ( x )  z. ~B. blog bekannt ist,  dass es eine stetige Function ist, 
so folgt d~reh wirkliehes Summieren 

n - - t  _ _ n - - 1  

7 ~  

--  2 f f ( x ) d x  (sin ~ 1 1 1 - 2 n x c o t ~ x - - - ~  sin n x )  
o 

o Q  :7~ 

t%2fs( oo<  
r ~ l  " o 

7~ 7~ 

o o 
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Die Reihe 2 %  convergiert also dann, wenn 

7g 

(x) cot  ~ x cos n ~ d x 

o 

far n = eo einen endlichen bestimmten Grenzwert hat, wofern 
f (x) cot 1 m integrierbar vorausgesetzt wurde; dies trifft jeden- 

falls zu,  wenn mod f ( x )  cot 1 x J integrierbar ist, wo der Grenz- 
oc 

wert Null  ist. Umgekehrt ist fiir f (x) -~ ~ a r sin v x beiCon- 
r - - I  

:rg 

vergenz 2 a  sofort li (x) cot ~- x d x  eos nx = 0. Damit 
o 

'7l: ff(x) cot 1 ~ e ~  e n a i c ~  i s t ,  k~nnto  Z ( ~ )  in ~ = 0 ~a~bste=~ 
o 

derartig unstetig sein, dass es bestiindige Sehwankungen um 

�9 . x f S .  1 1 die Null  maeht, wie z.B. b e l f  ( x )=sm m ~ c o t ~ - x  endlich ist. 
o 

1 f(x) betrach~et Start der Function f ( x ) c o t ~ - x  kann auch x 
c ~  e ~  

werden ; dabei is~ zu beweiscn, dass ~ a /}inv~ dX convergie~. 

oc 

Setzt man G =/s-~inx~-Zx d x, so i s t .  @ ) -  ~ % sin vx eine stetige 
7g r ~ - I  

Function yon x; es ist nimlich 
7I  

~_1), = j . = ~ = x ( A _ =  i 
x + v + l a :  

o 

=f 1(.]. = sin x'd x ,= (x-+ , W ) ) ( ' ~ i -  
o 

:7~ 

u n a  s i n  x d x  - (~ ~_~=1 

o 

1 ( -  1 ) ' ~ ,  = ,>- 

+ . .) d x  

v + l ~ ( x + ~ + l  + " "  

~, § 1, ~x + ,  § 1,, ~ ...] < 1.  F~r 

+ 1 + . ist also v(x) ~ - ~  G smvx + einer 
r = l  
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gleichmKNg convergenten Reihe. Eine jede Summe ~ %  sin v x 

ist zu berechnen, wenn man s # ~ -  % a+~ die Summe 
~#~ sin v x  kennt, nachdem man mit  t t i l fe  dieser Reihe ~Q~ cos vx 
berechnet hat. Setzt man 

r----I r = l  

tx~ o o  

�9 (x) cos x - -  ~o  (x) sln ~ = o (x) - ~ (x) 

�9 (~) sin x + ~0  @) cos x = �9 0 ( x ) .  ~ o  (x) + ~, 
1 1 1 

�9 (x) = 2- ~ (x) + -~ cot ~- x (,~, - -  9 0 @)) 

1 1 1 (Do @) = ~ (~o @) __ ~1) + ~ cot ~ x 9 (x), 

(" 1) v 1 @ (x) i 
' - / 2 c o s ~  x, so ist in unserem Fal l  0r-- 7 ~' fP (x) = -  ~ x, = 

1 1 1 1 
o d e r @ ( x ) _  4 x + v c o t ~ x l c o s ~ x s t e t i g  yon 0 bis ~, 

his auf  0, ~ wo @ (x) endllche Spriinge macht. Ferner kann 
@ (x) in einsinnige Funetionselemente zerlegt werden, damit  

erfiillt aber v (x) ---- 2 @ (x) + . . .  Die Bedingungen (w 2), unter  

welchen gesetzt werden darf  

% %.  

o V----~I o V=I 

7/ 7~oo oo 7g 

Es ist dann [ f  (X) d x - ~ ' ~  a sin v x d x ~ [ ' sm  v x . 
. j  ~ j ~  ~ x 

.~. oo ~ 

und nach der Zerl~gungj~'n:5 d ~-- j~j - - j ' i s t  wi.aer ai~ ~: .a-  

~ o 7T o 

7~ 

lichkeit v o n [ 9  d x  bei Convergenz yon ~ a  Zll beweisen. 

o 

Bei stetigen Functlonen f (x), yon denen nicht bewiesen ist, dass 
sie in eine trigonometrische Reihe entwickelbar s ind,  ist aus 

7t  

einem endlichen bestimmten Werte  yon lira ; f  (x) sin ~ n x d 1 x 
o 
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7~ 

die Convergenz yon / f ( x ) d  l x  nieht so unmittelbar zu beweisem 
o 

In diesem Fall  ist der Weg ,  den H. K r o n e e k e r zur Auf- 
d 

stellung yon Bedingungen fiir f (x) in f (x) sin n x d lx  = 0 
o 

vorgeschrieben hat,  in Bezug auf l i m / f  (x) cos n x d l x ein- 
o 

zuschlagen. 

w 2. Der Satz, dass f i r  eine abso]ut integrierbare Function 
al sin x + a= sin 2 x + . . .  --  f (x) die Beziehung besteht 

Xo ~'~-1 xo 

(D u b o i s- R e y m o n d, math. Annalen, Bd. 22) l~sst sich auf 
ein Product f (x ) •J  (x) in der Weise ausdehnen 

xo r = l  x0 

Wenn ~ a  v unbedingt eonvergiert, ist dies klar, anderenfalls 
n 7t  

gelangt man fiir ~ % / s i n  v x ~ ( x ) d x  bei einem mit dem D u- 

~ l  Xo 

b o i s -  R ey  m o n d s g]eichen Verfahren zur Summe der drel 
Integrale 

1 

T (~--xo) z -  2 u 

1 f f ,  sin h u f z(u), z(u)=j d /(2u + 
o x o 

o Tg 

1 ff~ s i n h u  f d  

- -  7 g  - - ; g - - 2 u  

-- -- (r 2 

deren Grenzwerte f i r  ungradzahlig waehsende h = 2n + 1 zu 
matersuchen sin& Als Bedingungen f i r  das Bestehen yon (9) 
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sind zu stellen, dass Z~ (u) eine endliehe integrlerbare ~'unct:iort 

1 (Tr+Xo) u n d - - ~ r  ist, und dass Z (u), yon u zwischen - -  ~- 

Z~ (u) der D i r i e h 1 e t'schen Integralbeziehung geniigen~ so dass 
statthat 

. u .  sin u - -  
o 

.u ~ f . ~ -  du - -  ~ z l  (0); 
0 

7~ 

dann ist eben Z (0) + Zl (0) ---- =faaf(a), (a). Zun~chst sollen 
xo 

f (x), ~ (x) positive Functionen sein. 

Der Beziehung (10) ffir Z (u), Z~ (u) wird z. B. geniigt, wenn 
~p (x) zwischen xo und ~ endlich ist und eine endliche Zahl 
Maxima und ]~inima hat. Nimmt !P mit selnem Argument nlcht  
ab, so nimmt Z (u) nieht zu, wle aus 

7Z 

z 
e J  

Xo+2 ~,+d 

1 

z(u)= hervorgeht, also ist lim sin h u z h=~d sin u ~- 7~ (0). Oder es nimmt 
o 

~p ab, (3 - -  ~p zu, dann ist 

l (n--Xo) 7r--~u 
75 

lira [du si: hu [d af (2u +a) [C-- ~v (a)] = 
J sm ~d 
o x o x o 

was wieder, da f positiv ist, die Bedingung (10) ftir Z (u )e r -  
~dllt; man: kann aber ~p ans seinen einsinnigen Bestandtheiler~ 

O 

zusammensetzen. Das Integral / du sin hu s i ~  Zl (u) werde zerlegt, 

1 (~+~o) 

- - U  t 0 

in + und u % ~  gewi~hlt. Das: erste Integral con- 

~-(~+~o)-~' 
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vergiert mit h = co nach Null,  wenn Z1 (u) endlich und  inte- 
grierbar ist: Bei der Betrachtung des zweiten Integrales 

o 7~+~u 

- -u  t x0+2~ 
~ + ~ u  7~--2u t 7~+2u 

xo+2u Xo+2U ~ - f l u  t 

x o + 2u < z - -  2u" < z + 2u wird, und fiir diese Theilintegrale 
yon Zl (u) kSnnen dieselben Bemerkungen wie friiher fiir g (u) 
gemaeht werden, so dass auch Zl (u) die Bedingung (10)erfiillt. 

Daher gilt der Satz (9), w e n n / ' m o d ] f ( 2 u + a ) 9 ( a ) l d a  endlich 

X2 

an4 ~(x)  eine D i r i c h l e t ' s c h e  Function ist. Fiir Xo = 0  erh~ilt 
man, da dann ~O (x) in eine Reihe b 1 sin x + 5~ sin2x + . . .  ent- 
wiekelt werden kann, welche nur an einer endlichen Zahl yon 
Stellen sich nicht mit ~ (x) deckt, den Satz yon P a r c e v a 1, dass 

o o  c ~  

far f ( x ) =  a 
v ~ l  v = l  

7g  o o  

y o  , 
0 Y ~ I  

ist. Derselbe kSnnte aueh zur Ableitung yon EigenscMften der 
% dienem 

Ein weiterer Fall  ist der, dass ~V(x) in x~ unendlich wird, 
and zwar gegen Xo bestiindig waehsend, dabei abet integrierbar 
bleibt, wghrend f ( x ) i n  und bei Xo endlich ist; zungehst seien 
wieder f (@,  ~p @) lOOSitiv. Die Integration in Bezug auf u kann 
man auf  clas Intervalt 0 bis + e einschrgnken, wo f ( X o -  2 e) 
his f(Xo + 2e) endlich und ~ - - 2 e ~ X o  ist. Nun ist fiir U ~ 0  

Xo+iU % 7r--2u ~o 

daher ist, w e n n f  alas ]Kaximum yon f ( x )  zwischen Xo and 
Xo + 2e bedeutet auch 

Xo+2U x. 
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~'o+2U 

Die Function 1 / 4  (a)da braucht nieht bis u = 0  integrlerbar 

1 zu sein, z .B.  xo = 0, ~ (x) = xqx)~ ; setzt man dies dagegen 

m j "  sin h u  P - 
voraus, so ist li du s inuJdaf(a)[g,(ct - -2u)-- l f l (a)]=O 

o x o + 2 u  

und die Bedingung (10) f i r  Z (u) erfiillt. Analog ist mit 
o 

j 'd sin hu dem Integral u . Xl(u) zu verfahren, naehdem wieder 
s i n  ~tt 

- - 8  

7r4. 2u  ~ - - 2 e  7 t d -2 u  

21 (u)--~(a)~(cl--2a)da i nf+/zerlegt  wurde, wobei das 
xo+2u x o + 2 , t  ~ - - 2 ~  

zweite Integral als einsinnige Function von u yon selbst der 
Bedingung (10) geniigt. Daher kann man die obige Bedingung 
:fiir das Bestehen yon (9) damn verallgemeinern, dass man be- 
stimmte und integrierbare Unendlichkeitsstellen yon  q~(x) zu- 
l isst ,  in deren Umgebung f (x )  und ~p(x--Xo) l(x--Xo) 3 endlich 
bleiben. 

Naehdem auch fiir ~ (x) := ~ % sin vx + a'~ cos ~x der Satz 

7 g  c o  7g 

j'q~(x)g,(x)dx----- "~ %)'sinvx~(;v)dx+a'~cosvxqJ(x)dx unter 

xo r = l Zo xo 

denselben Bedingungen ebenso beweisbar ist, werde ~ (x) = t~l (u--x) 

nnd ~ ( x ) =  ~ b cos v x gesetzt. Fa r  x0 = -  ~ erhil t  man 
r-=l 

l f q) (x) e~ (u-- x) dx = "~ (b %sin vu + b a' cos v u). 

�9 i co=~x l i s s tg , (x )=  Die Function ~Pl (x) = - -  12 sin ~- x --  

-----q~l ( " - - x )  in x = u  unendlich werden, wobei yJ(x) der oben 
angegebenen Bedingung entsprieht, daher wird fiir eine absolut 
integrierbare und ala der Stelle x = u endliehe Function ~(x) 

+ ~  

~_)' l ( u . x )  dx__ ~ 1 a'eosvu), (11) q~ (x) l 2 sin 2- ~- (% sin vu + 

wobei wegen ~ ( a - -  x) = ~1 (x - -  u) negative Argumente des 
Nonatsh. f, Mathematik u. Physik. II. Jahrff, 7 
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log. durch dieselben positiven zu ersetzen sind. Ist  die Function 
o ~  

~0 (u) = ~,  ( a  cos ~ u - -  a~ sin ~ u) absolut integrierbar, so ergibt 
r = I  

u c o  ~ P 

o ~  

zweite Glied yon (11) weniger ~ %. 3Jan l~5nnte also zur Ab~ 

leitung der Eigenschaften von (p0 (u) auch yon der Gleichun~ 
(11) ausgehen. 

w 3. Es ist leieht Funetionen zu ~ eonstruieren, welehe stetig 
sind uncl die Form haben A~ sin u + A 2 sin 2~ + . , . ,  wi~hren4 
die Reihe A~eosu + A~cos2~ + . . .  fiir gewisse Punkte z. B~ 

~lle rationalen Werte yon K divergiert. Diese Aufgabe ist all- 
: rg  

gemeiner als die, eine Function zu finden, deren Differential- 
quotient far dieselben Werte -con u unendlieh ist; denn 

F (u) = ~ A sin ~ u ha~c sicher an der Stelle u keinen Differential- 

c ~  

quotienten, wo ~ A cos v u divergiert,  wiihrend andererseits 

z. B. die Funetionen ~ b sin %u, welehe gar keinen Differential- 
r - ~ l  

quotienten haben, nicht geniigen, da auch ~ b cos %u conver- 

giert,  wenn 21 b ! con~'ergiert. 

Seien f~ (x), f2 (x ) , . . .  durchwegs endliche Funetionen, und 
zwar Summen ~.on Sinusreihen, dann bildet 

F(x) : a~f~ (x) § a~f2 (x) + . . . ,  (12) 
o o  

wenn ~ ] %  i convergiert, eine stetige Function, fiir welche �9 

lim f / i '  (x) sin nx dx = lira ~ A = 0  
o 

ist, woraus folgt, dass S (x) = ~ A sin ~ x der Bedlngung 

~ S~(x) = j F ( x + f l )  +F(~--fi)sinnfidfi~ + e ;  l ime = 0  
o 
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geniigt, bei ~ > 0 .  Es ist lira S ( ,~ )=~' (x) ,  we,in 
a 

~(x)  =f[F(x-f -  [~) -t- F(.~--t~)-- 2/W(a:)] sin nfi �9 Z d/~ 
o 

r ~  a 

Y : I  o 

= ' W  a R / s t  

mit 1 Null wird. Vorausgesetzt, dass die R alle unter einer 
n 

endlichen Sehranke bleiben, kam~ man statt dessen ~ % R 

qz 

nehmen. Ffir R ~ ' )  ist sofort lira ~ a R ~ 0. a~laer~f~11~ 

sind an die % gewisse Bedingungen zu ste]]en. Es werde speeiell 
cx~ 

k - ~ - I  

gewiihlt, wobei f ( x )  eine stetige, yon x = 0 bis 1 positive und 
waehsende Function und f ( - -  x) = - - f  (a,) ist. Wegen der ein- 

deutigen Entwiekhng .f~ (x) = ~ %. sin v k x ist es gestattet, Nr  

. R , R r k  ~ zu nehmen, lc E ~ v  ) + 1, wenn n > v  ist. 

Sei ~ (x) eine D i r i e h ] e t'sehe Function zwisehen 0 und J~, 
ferner ~v (x :t: ~) = - -  ~ (x) und q~ (2 ~ - -  x) = q~ (x). In dem In- 
tegrale 

= j ' ~  (vfi) sm ~ fl fl (14) 
o 

werde welter ~ = k + ~ ,  0 < [ . : t l < l  gesetzt, dann wird 

S = S '  + S", 
"r163 "y %r 

" s" =j'~(r ~'. S' = ) ' ( p  (fi) sin kfl cos Off -p ; 
o o 

*) Zur Bezeiehnung vgl. D u b o i s - R e y m o n d  Crelles Journal Bd. 100, 
(x) 

bier soll jedoeh cZ(x ) co W(x) nur bedeuten, dass ~ endlieh yon Null 

verschieden ist, wenn x dem gerade zu be~rachtenden Wert x o sich ni~hert. 

7* 
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~ T g  
2 j "  �9 Bei der Zerlegung S' ~ ~({~)smkf~cos,~fl p ~ + Y ist zu be- 

o 

weisen, dass >7'< 1 ist. Zun~chst ist - c,o k7 
a 

z' ~ ({~) ~in k ~ dt~ + ( -  1 } - '  ~ + ~ + 
1 wa~ 

cos # (/~ + 2~) I 
+ ( - -  1)" t~- ~ # + 2~ + " " ". ; 

cos o(fi + ~o~) Z g 
jedes Gliecl # + e= ist dureh cos # (f/q- q~) [ ~ 4 -  bT~(~ +-b~4)] 
zu ersetzen, bei jedem Integrale 

3 

.. e~ (# + e~) 

2 

ist yon dem Sat ze Gebrauch zu machen, dass ein Integral  
b 

j '~  (#') sin k/~' d,r c ~  < K ist,  wenn ~ (fl) das Product  einer end- 
,z 

lichen Anzahl D i r  i ch 1 eCseher Functionen mit  dem absolut 
gr56ten Wer te  �9 ist. Maa hat  nu t  die Factoren yon W in ein- 
sinnige Elemente zu zerlege~z, die in einem Theilintervall  d . . .  a' 
yon a . . .  b gleiehartigen zusammenziehen @ (/~) = ~ (fi) W (fl), und 
wenn ~ dort zu- und ~ abnimmt, folgt 

b" ka'~n 

. / ~  (fi)~0 (fi)Sin/c,8 d~' < P~b'--}f10 (~1 sin/ ,  aZfl < ~o (~')~ (.') = 
a I ka* 

2 

Deshalb istj '~p ($)sin/e~ cos,.9' (/V +#~) ~ o,~ (# + ~,) fi d(~ and die Summe fiir 

2 
1 

e - :  1 , . . .  noeh immer mit ~: zu vergleichen. In  

37~" 
2 

- -  ([~) s in k)' cos k' + ( _  1)~- ,  cos o~ (# + =) + dp' + c,a l 

2 
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kann man noch das Glied q~(fl)sinkflc~ fortlassen, und indem 

1 �9 1 
A - = c ~  c~  § 3 c ~  

1 1 
B = sin ~ 4-- 2- s i n 2 ~ z  + 3 - s i n 3 ~ z , . .  

gesetzt wird, schreiben 
A 

+_f Y~' = ep (fl) sin/~fl d/~ (A cos .~fl - -  B sin .~fl) + < T .  
1 

Zerlegt  man / = + nd setzt im zweiten In tegra l  ~q= 2r~--y, 

so ist wegen 9~ (2 ~ - -  ~?') = q> (p") 
7~ 

z Z' = : t : j '  de? (f (#) sin l~fi [cos 3 b~ (A--A cos 2 ~/t  + B sin 2 ~.9')] 
[ - - s i n  figt (B + B cos 2er/t + A sin 2e~)J"  

Die GrSgen B sind endliehe Constante, ebenso A sin ~r4* 
wie man aus 2 A  sin ~.& = 2 -+- [s in(r+ 1 ) ~  sin(, '--1)~0] - -  e r  o 

r r 

kennt, da ~ sin r x sin r x r- ~ V ~ i  endlich ist. Daraus folgt sehlieg- 

1 zu ver- lich, dass Y mit  % iiquivalent ist. Analog ist mi~ S" 
1 

fahren, nu t  dass bier auch das I n t e g r M j ' 9  (#)cos k fl s i _ #  d # 

o 

1 fiir k ~ l  mit T iiquivalent nnd ffir k - -  0 endlich ist. L~sst man 

2 

noch im Integrale  f ~  (//)sin k fl co@_~ a # den :Factor cos ,~ fl 

o 

1 
weg, da der Unterschied ~ T ist, so erhglt man 

1 

V = 

s= f + < 1 �9 k-; 0 5 ) ,  

o 



98 Alfred T a u b e r :  

dabei kann ~ - -  . . . .  ]r positiv oder negativ gewghlt  werden;  
P 

fiir n ~ v bleibt S unter einer endliehen Schranke. 

Es  ist erlaubt (~ (fi) = f~ (v x + fl) + f~ (v x - -  fl) zu setzen, 
weil ~ ((~ -t- ~) = - -  9~ (fl). r (2 z - -  fi) = ~ (fi) erfiillt ist. Ferner  

ist f s i n  n fl d fl  gleich ] '  su ~fi e,z I - ~- . )  - - ~ -  df i  + < t/' daher ist 
o o 

R V  

o 

1 

j'[j+~ " y  c~zl  
= ( , , . ~ + f l ) + y i ( , , ~ - - f l ) - - 2 A ( , , x ) ]  ~In d f l +  < ~.  

o 

Die Substi tut ion ~ x ~ o ~ :1: x,, , 0 ~ % ~ ~ l~sst in 

1 
2 

l~r n "~-'f  [,fl (xr -~- )') ~- A (x . . . .  /~) - -  2 24~ t~xy)j'7 sin~flk fl d [J 
0 

die Argumente  yon j'~ zwisehen ~r und - -  -~- sleh bewegen. Um 

eine hinreiehende Bedingung fiir lim ~ a~R~,~ = 0  zu erhalten, 

braueht  man nut" eine Function Z (/c) so zu w~ihlen, dass 

2 

f ~.k#  aft <z(k), e ( x ,  :r - 
o 

#~(x, f l ) - ---f~(x + fl) + A ( x - - f l ) - - 2  A (x). Der Ausdruck 

o w verschwindet ffir fl----0; je  nachdem also 

# o# -- o #'~ 
i 

p o s i t i v i s t  oder nicht ,  nimmt ~ (x, fl)fl- zu oder ab. 

Nunmehr werde angenommen, dass .11 ~ j von x -  0 bis 

2 - n e g a t i v  sei und algebraiseh zunehme. Wegen  f l  ( x ) = f s i n x  
�9 t 5T t 
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flit  x ~ f i  x + f l ~ z  ist demnach ~ ~  und w(x,fifl) nimmt 
$g  t # 

ab, wghrend fiir x~ f i  sowohl bei x + f l  ~ 2 - f ~  (x+fl)--~ (~ --x), 

als aueh bei x +/~ > ~ y~;' (~ - -  (x + fl)) - -  f',' (fl - -  x) wegen 

~r > 2 fl positiv ist. Daher nimmt w (x, fl) yon fl - -  0 bis fl - -  x 
fl 

~rg 

ab and sodann zu bis f l = e r - - x > ~ .  Fiir  x > 0  ist w(x, fi) 
= fl 

0T 

g l e i &  Null flit fl = 0 and g M e h  - -  4 f i  (x) fa r  fl 7"  Daraus  

fo lgt ,  dass Y-(' fi~) fiir x ~ ~ ,  fl <= ~ nicht positiv and absolut 

am grSl~ten fiir fl = x bei einem bestimmten W e r t  yon x ist. 

Ebenso w~chst ~p fiir ein bestimmtes fl zun~chst yon x - - f l  

~ -- fl denn fiir his x = ~ - - f l ;  ferner wgchst ~p noch bis x =  2 ' 

x+fl=~s + ~ ist f~ ' (x +fl)--f~ (x) = f ~  ~ - - f ~  ( x )  p o -  

~ ~--~ 
si t iv bei ~ < , daraus folgt, class f~ (x + fl) - - ~  (x) bis x - -  2 

0 V~ fl �9 ,, wiiehst, also gx pos i t i v i s t .  Fi ir  ~ >  ~ n l m m t w e g e n f ~  (x+fl)- 
--3~; ' (x) % 0 f ;  (x + r --3~; (x) ab,  ebenso A (x - -  fl) - - A ( x ) ,  

~r O~v , 
solange x <  2 bleibt ; also nimmt aueh ~x = [f~ (x+fl) - - f ~ ( x ) ] +  

' ~ ab,  ist aber ~---fl bis x =  + [A (x - -  ~) - A  (x)] ~on x = ~ -  

o w ~ verschwindet ~p (x, fi) wiichst dem- laositiv, well Ox fiir x = ~- 
7g  

nach yon x = fl bis x = ~ .  Im Interval l  0 ~ x ~ fl ist 

~(x,  ~) = A  (x + ~) - -  2 f ,  ( ~ ) - - A ( ~  - *). 

Der Ausdruck f l  (x) + f l  (fl - -  x) nimmt flir fl - -  x ~ x ab 

und flir f l--x > x  zu, hat  also den)/Iaximalwert 2fl (P2-)' demnach 

I v,(x, I <S,(x) +.,+, < U 
IV'(-, D>)I > I */'(~, ~)I > 12f, ( t s ) - f ,  (~) I .  

1 1 

~ x V ~ 

W n. = f + f  
o o x 

legt  wird, so wgehst ~ (x, fl) im ersten und nimmt im zweiten 
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Integral ab, absoht  genommen; daher ist nach dem zweite .  
Mittelwertsatz 

o 

X �9 ,* k " j  <),,, Fiir x < ~ - l s t  "~p (x, fl) d fl (x , d and 
o o 

2 k x - [ -~  

f fl)s kleiner als f ~ ( x , ~ ) d f l ,  demnach 
X k x  

1 2 ~  

o 

Wofern noch die Voraussetzung gemacht wird,  dass 
f~ (2fl)--f~ (fi) fiir eine endliche Strecke um fl : 0 kldner  als 
1 ~ f ~  (fi) ist ,  so wird nach dem Vorigen das Maximum voa 

(x, fl) mit f~ (fl) verglelchbar, oder 

2 

o 

(16) 

I)er Ausdruck ]lx ~ (x, x) = f~ (2 X) x2f~  (x) [ nimmt ab von 

x z 0 his wenigstens x --  -~-. Also ist fiir T ~ x ~ ~ 

Damit ist gezeigt, dass es geniigt, av fl k - ~ J  mit  

naeh Null convergent zu wiihlen, um lira ~ % R = 0 zu er- 

halten. 
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w 4. Die fiir f l  (x) angegebenen Bedingungen werden yon 

- - I  1 
f ~ ( x ) - - - - f s i n x ; f ( + x ) : l c x ,  f ( - -x) - - - -  l c ~ , C ~ l  (17) 

erfiillt; denn es ist 

A (2fl) - A  (fl) = f l  (fl)A (2fi) 12 cos fl 

,, --1 (1 + 2cos'x~ ~ . 
und f l  (x) --  sin'~x(lcsinx) ~ , ~csinx3 yon 0 bis ~ negatlv und 

1 c 1 zunehmend, f sin ( ~ 1  ist kleiner a l s f ( ~ )  --  lk--12cz lk' 
- - 1  

n E r i e  

deshalb geniigt es ftir lira ~ avR=O zu bewirken, dass l i m ~  a~ 
"=%=~ ~= l l (~ )  

gleich Null. In dieser Summe braucht man die Summation nur 

soweit s a l s / ( ~ )  > 2  ist, well /~,,~ unter einer 
endlichen Schranke bleibt ; dann ist (lv - -  1) (2 + lv) ~ (lv) ~, 
(l~ - -  1) l n ~ ( l ~ )  2, ~ ~ l ~ '  woraus folgt, dass es geniigt 

c ~  

a, lvconvergentanzunehmen. Von der Functlon f ( •  x)-- ~=/~x 
r ~ - I  

ist also bewiesen, dass 

F ( x ) = a ~ f s i n x + a 2  f s i n 2 x + . . .  

eine stetige Function ist, welche in eine sie iiberall deckende 
Reihe A~ s i n x + A ~  sin 2 x +  . . .  zu entwickeln ist, wofern 

2 larl lv convergiert. 
~ * ~ 1  

Damit A~ cos x + A~ cos 2x  + . . .  convergiere, muss 
7g  ~ 7L 

f F(x+fl)-~ F ( x -  fl) d fl endlich, oder 2 a ~  fl (vx + rfl -~ f, (vx--vfl) d[' 
r = l  $ o 

s jedes $ ~ 0 unter einer anzugebenden Schranke sein. Wegen 
f ,  (x _ ~) = - - 5  (x) ist 

n r a + ~  
f f ,(vx..4-vfi)--f ,  (vX--Vfl) d~ = f. f ' (vx' j- f l)-f t  (vx--fl) d~ - -  .. 

fl fl ", 
rO 

1 --2 
una woi~ ~/~ (~ x + ~) - f, (~ x - ~)] .,_[. +, -. �9 .] <w, una 

r 8 + ~  
_1 

auch f_f_, (~x+/~)--f, (vx--/~) d~  endlich ist, kann man die Be- 
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t rachtung zun~ehst au f  

r,5+ 3_ 
4 

f,  (x +/~) --f ,  (x -- ~) hat  das Vor- beschr~inken. Der Ausdruek ~ : /~ 

zeichen von sin (x 9- ~ ) - -  sin(x --f l )  - -  2 cos x stuff. ]~ n r 0 < x ~ -  

und 0 < f l <  -~-" " - 2 ~st j'~ (x + fl) - - f ~  (x - -  fl) negativ fiir x < fi und 
j-g 

positiv fiir x ~ / ~  zun~ehst flit  x + f l ~  ~ ,  aber aueh flit  

x + fl > ~ ist .1'1 (z  - -  x - -  fl) - -  f~' (x - -  ~) positiv. Daher nimmt 

<p his fl --  x zu und dann ab mit  dem ~[aximum f, (2 x). Nun kann 
x 

1 man die Summation auf  ~ = ~' beschr~nken, solange ~ ~ ~ ~- z ,  

da der Rest kleiner als t-c ~ a~ist; setzt man noch ~x --  q,z+x,,, 

0 ~ x~ < -~, so verbleibt 

r3-[- 1 
4 

r = l  r ' / ~  fl 

Je tz t  sei x ein rationaler W e r t ,  z. B. x : - - .  I s t~n ich t  $'g O 

dureh a thei lbar ,  so ist das zugehSrige In tegra l  kleiner als 
(,§ ~ f l  a;  die Glieder mit Indices ~ : p a ergeben 

4 b t '  tz~ /~  

2 2 a.s(--1) 
,u=t /zoc~ 

Nimmt man noch die Gr51~en % positiv abnehmend an, so 
kann man zu jeder Zahl g ein 3 finden, so dass dieser Ausdruck 
absolut gr51~er als g i s t .  Fi i r  ein gerades /c ist  derselbe positiv 

4 is 7 und grSl~er als a s (fl) , also m l t ~  beliebig grolL Fi i r  
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t, o3+ �88  

ein ungerades k ist zu bemerken, dass die Gr513en ;f(fl)_d_~ 

mit wachsendem t~ abnehmen, so lange ,u e d %-4~ ist;  daraus 

4 

folgt ,  dass ~ a m ( - 1) z f f  (fl) d ;  negativ und absolut  grSBer 
pt = l t~o 3 

,2 , J a + Z  = 
4 

2 0 3  

fa r  ~ - -  ~ mit dem Zelehen ( - - 1 )  ~ unendlieh, wofern der 

tf 1 fl d fl iibereinstimmt, Ausdruck mi [ f  (x + fi) - - f ( x  - -  fl)] cot 
o 

keinesfalls hat  er elnen endlichen bestimmten Wer t .  

X 
Es lassen sich auch irrationale W e r t e  yon - -  finden, fiir 

welche A~ cos x + A2 cos 2 x + . . .  convergiert. Wie  spg~:er (w 5) 
i 

bewiesen wird ,  ist fiir f l ( x ) -  l ! s i n x  
2 

f , ( x~+f l ) - - f , ( x - - f l )  d f l ~ l l  2 ~ ll 6 
SIR X r ~ X .  v 

und umsomehr,  wenn start  der unteren Grenze Null  v c~ ge- 
schrieben wlrd. I s t  v nicht der Nenner eines Niiherungsbruches 
P~ x x~ 1 
..... yon 7 ,  so s wegen - - >  1 1 6 ~ 1 v und die betreffen- 
O n ~ ~ x r  

den Glieder haben eine unbedingt convergente Summe, wenn 
o o  

a~ l~ convergiert.  Wenn  v dagegen ein Nenner (9~ ist ,  so 

ha t  x~ den W e r t  % 1 0~+~' 2 < c~ < 1, und man kann die unvoll- 

X 
st~indigen Quotlenten p .  yon 7 in 0.+~ = 2~ O~ + 0~-1 so 

wghlen,  dass 

l l  6 < l O .  oder 1 0 . + 1 < 0 ~  
X r  
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is~, so dass .-~a v 11 6 eonvergiert, wenn u die Zahlen O~ durch- 
X v 

o~ 

l~uf~. Umsomehr hat dann die Reihe ~i~A~ cos vx eine endliche 

Sulnme, 

Sollen die Integrale Or (x) ----- f f~ (x + fl) ~ f~ (x -- fi) d fl 
o 

zwar endlich fiir jedes endliche v bleiben, dagegen ihre Maxima 
mit v an Betrag zunehmen, so ist zu unterscheiden, ob dabei 
auch die Zahl der Maxima zunehmen soll, analog wie der 
Differentialquotient @~ (x) yon f~,(x) = sin vx ~ ~Iaxima des 
Be~rages v hat. Ohne diese zweite Bedingung geniigt z. B. 

:rg 

@,(0) = 2]sin-'~dfl mit lv vergleichbar. Setzt man ferner 
o 

9 0 ( x ) = ( - - i )  k far  x = k , ~ + x v ,  O < x ~ < ~  

und 9 0 ( - - x ) = -  r so ist q~(x) eindeutig fixiert und erfiill~ 
90 (x • n) --  --  q~ (x). Die Function Or (x) zu 

s  = 90(~) ~i.~ ~ x (~ 8) 

besitzt dann die Eigenschaff, dass ihre Maxima an Zahl und 
GrSl]e mit v wachsen. Es ist 

@~ ( x ) = ( - -  1)~f [cf (x~+fl) sin2 @-~ x+v fl)-~p (x~-fl)sin 2 (v~x - vf i ) ]~ 
o 

g~ 

bls auf eine GrSl~e, die kleiner als 2 ist. Man kann x~ ~ 

nehmen, da das Integral nur das Zeichen iindert, wenn x~ durch 
- - x ~  ersetzt wird und weiter in 

X v 

o 

~ - - X ~  

~ r  

7~ 

+ f[sin'(  x--vfl) - -  sin~(v~x + vfl)] dflfl 
~ - - x  r 
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erlegen. Von diesen Integralen ist das erste und drit te kleiner 

als 2 ~ ,  also ist  fa r  v x = r  ~ •  0 ~ x  < 

$ ' g - -  X v 

(--  1) e~ @~ (x) _~ 2 [sin 2 v 2 x cos ~ v/~' + cos ~ ~,~ x sin 2 vfl] ~ 

X y  

~ancl fiir .~'v = 0 ist @~ (x) mit 1 v zu verglcichen. 
T~ 

w 5. Das Integral  ) ' f(u+x)--f(**--x)x = F(u) ist endlich 
o 

u n d e r  Stelle u. wenn [f(u + x ) - - j - ' ( u -  x)] 1 endliche Unbe- 
' X 

stimmtheitsgrenzen kleiner als M ha t ,  und f (x )  eine stetige 
Funct ion ist. Fi i r  ein Interval l  uo bis u~, in welchem 

f (u -{- x) -- f (u-- x) diese Eigenschaft  ha t ,  ist F(u)  auch eine 

stetige Function, u o kann gleich 0 genommen werden, da man 
nur  Fo (u) = F(u - -  Uo), ~o (u) = f ( u  - -  uo) zu betrachten brauchte. 

Der  Voraussetzung nach ist ~ (x) = / ( x )  - - f ( -  ~) durchwegs end- 
X 

lich. Wghl t  man demnach eine Funct ion f l (x )  g l e i c h f ( +  x) 
fiir das Argument  -4-x, so ist in f ( x ) = f ~ ( x ) §  ~p(x) die 
Funct ion ~ (x) Null  fiir positive Argumente und gleieh ~ x (f (x) 
fi ir  das Argument  - - x .  Nun ist 

7Z 7T 

7 g  7 f - - u  

~ r - - 2 u  u 

eine stetige Function yon u in u = o .  Da ~p(u+x)-~p("--x) end- 
X 

liche Unbestimmtheitsgrenzen ha t .  nmss auch f~ (~ + z) --f~ (,~-- x) 
�9 X 

~ndlich sein, und deshalb werde direct f ( - -  x) = f ( x )  angenommen, 
U 7?; 

also F(u) "f(u + x) f(u - x) dx + x 

o 

w e g e n  f(u +X)xf(n--x)li < M  und f(x-[-u)--f(x--u) i "~ M ist 

7~ 

) 'f(x'-~-U) f ( x - - u )  

u i  

rnit u beliebig klein, da u~ eine bestimmte positive GrSl~e ist. 
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Erleidet die Funct ion f(u) an der Stelle Uo eine derartige 
Unstetigkeit ,  dass f (uo  + 0) und f(uo--UI bestimmt aber ver- 
schieden sind, so wird F(Uo) bestimmt unendlich, denn der 
Unterschied yon f ( a  + x) und f(~t~x) ist fiir gewisse x gr5i3er 
als eine zu findende GrSi~e g. Solange man die Integrationen- 
folge in 

~o  Xo 

vertauschen darf, insbesondere immer bei xo ~ 0 wird 

dx (u 

die rechte Seite ist auch fiir x o ~ 0 endlich, wenn f(u)endlich 
und integrierbar ist,  und ebenso, wenn f ( u )  an der Stellc u o 

unendlich, aber absolut i~tegrierbar und kleiner als 1 l(u--,<p (u--u] 

ist. Wird  z. B. F(uo) dadurch unendlieh, dass lira f(u+x)-/O~--x) 
X 

x ~ o  

an der Stelle u o eine vereinzelte Unendlichkeitsstelle h~t, so ist 
F(u) bis u = Uo integrierbar;  denn dann ist die Vertausehung 
der Integrationenfolge erlaubt s uo + 6 start  Uo, und die In- 
tegrale rechts bleiben unter  einer zu findenden Sehranke, wie 
klein auch dist. Insbesondere ist hervorzuheben, dass ver- 
einzelte Unstetigkeiten der Differentialquotienten die Function 
F(~t) integrierbar unendlich werden lassen. Berechnet man 

u 1 x [  

~h) x n  

und lgsst erst d a n n  xo = 0 werden, so ist damit noch nicht die 
Integrierbarkeit  yon F(a) bewiesen. 

Ha t  f(x) an der Stelle x = 0  entweder ein endliches 
Maximum (Minimum) oder ist f(x) yon - - a  bis + a einsinnig, 
so kSnnen die Werte  yon ~'(u) in der Umgebung yon u ~ 0. 
wenn F (0) unendlich ist, in s Weise determinirt  werden. 
Zun~chst darf  man voraussetzcn, dass f (0) = 0 und entweder 
f ( x )  zu beiden Seiten yon x = O  positiv und wachsend, oder fiir 
positive x positiv and negative x negativ, dem absoluten Betrag 
nach yon x = 0  anwachsend ist ;  darauf  kann man die anderen 
Fglle zuriickfiihren. In 

u a 

o 
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~ a 

ist f f ( ~ + * ) d x = ( l + O ) f f ( u + X ) d x ,  0 < 0 < 1 ;  ferner ist fiir 
u u 

a a ~z 

12 

=(1--0 ' ) f !*  (*) &, wo 0' kleiner als der Maximalwert yon 
u 

11i f l(x--u) l i s t .  Daher ist Flu),~ u ~ O ,  in der Umgebung 

yon u = 0 jedenfalls mit dem grSBten der drei Integrale 
u 

f f (19) 
o 2 l ~  "it 

zu vergleichen. Ist  insbesondere f ( - - x )  = - - f (x ) ,  so folgt 

u a @ u  

=f l  o')/'J(x)e., ~176 F(u)  (uq-X)xf(U--X)dx + (1 + 0)(1 + d ~  0 < 0 ' < 1 '  
o 2 a  

- - 1  Sloecicll fiir die oben betrachtete Function f l ( x ) = - 7 i - :  
1-~ sm x 

f ( --  x) = - -  f (x), wird, da f (u -~-x ) - f (u - -x )das  Maximum fiir 
X 

x = u hat, 

, ~ f (2 u) f 1 dx 
~ [ u ) < u  u .+ . /Z~s inx~- -  ; 

2u  2 

man ' ~ - c o t  d x = l l  ~2,~, c start dieses Integrales kann f z  ~ x w~hlen. 
Z U  S i n  x 

In der geschlossenen Form yon Integralen lassen die Func- 
cx~ 

tionen f0 (x) = ~ % cos v x - -  b sin v x hgufig die Bildung yon 

Differentlalquotienten zu, was in der Reihenform nicht m6glich 
ist, und zwar mit Rilfe tier Differentialquotienten yon 

f(x) = ~ (%sin~. + b cos~.). Aus 

--yi 1 f 2 ~j-'o (u) f ( u  + x) - - f  (u - -  x)] cot~- x dx + .. ; a > 0 
o ( t  
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folgt,  dass, wenn f' (u + x) - - f '  (u--  x) eine stetige Function beider 
X 

Yariabeln in einer Umgebung yon u,  wghrend x yon 0 bis zu 
einer posit iven GrS~e a variiert, ist, weiter 

a T~ 

, 1 ~uff [ f ( a + x ) - f ( u - x ) ]  dx 2 ~ f ( ~ + ~ ) - f  (~ x)] cot ~ . 
o a 

Ist  aueh noch im Intervall  x = a bis z f '  (u + x) - - f '  (u - -  x) 
eine stet ige Funct ion beider Variabeln, so ist sofort 

d ~  (u) = ['[t:' (u x)  - -  f '  1 2 ~ au j ~ ,  + ( ~ - -  ~)] cot ~ , d , .  
o 

Wird dagcgen der Fal l  angenommen, dass f (x) an der 
Stelle x = c einen endlichen Sprung mache, sonst aber stetig 
sei, so ist fiir eine Stelle u~ die yon c verschieden ist, z. B. u ~ c 

ct c - - u  T t  

f * f f  2 ~ f o ( ~ ) =  [ f ( ~  + ~ ) - - y ( u - ~ ) ] c o t ~ - ~ d ~  + + 
o a c - - u  

e - - u  

zu zerlegen. Fiir V (u) - -  f l f  (u + x) ~ (x) d x, wo 0 < a < c - -  u 

a 

und q~ stetig ist yon x = a bis c ~ u folgt  

e - u - ~  c - - u  

c - - u - - 8  

v (u-o)- ( .+x)-y(u+x-< ,p (.)dx 
a v - - ~ t  

- 3  

c--~+8 

f f (u + x - -  d) q~ (x) d x = O f  ( c -  O'd) q~ (c - -  u + O 1 - -  0'). 
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Der Voraussetzung nach sei in 

+ 0 ) 

~. mit 6 beliebig klein, unabhiingig yon u in einer Umgebung 
tier betrachteten Stelle,  w~hren/[ x yon a his einseh]iet~lich 

c - -  u variiert .  Ferner  i s t y f  (u + x + 6) - - f  (u + x)] ~ (x) d x = 

c - - i t  

[ f  (u + x) - -  f (u + x - -  6)] q~(x - -  6) dx ,  also ist -d~-u vor- 

wiirts un/[ rt ickwgrts genommen gleieh, und zwar 

c - - ~ t  

a duv(~) = y f _  (u + x) q~ (x) dx  - - f ( c  - -  O) ~f (c - -  u). 
a 

Behandelt  man die einzelnen Theile yon 2 z f  ~ lu) in der- 
selben Weise ,  so ergibt sich fiir eine Function f ( x )  mit /[er 
endlichen Zahl endlicher Sprungstellen c, c ' , . . . ,  deren Ablei tungen 
zu bei/[en Seiten jeder Sprungstelle stetig sind bis auf  /[iese 

selbst, un/[ fiir eine Stelle u, in deren Umgebung i '  (u + x ) - - f ' ( u -  x) x 
eine stetige Funct ion beider Yariabeln ist, die Gleiehung 

gT 

o 

Dabei sin/[ unter  f (c + 0), f (c - -  0) die wirkliohen Grenz- 
wer te  yon lira f (c • 6) zu verstehen, und nicht die Werte ,  
welche f (x) an /[er Stelle c selbst haben kann. Z. B. ist fiir 

o o  

f (x) - -  ~ a r sin ~ x,  wenn f (x) fiir x ----- 0 un/[ x - -  z an/[eren 
r = l  

W e r t e n  als /~Ull zustrebt, sonst aber stetig ist 

Monatsh, f. ~Iathematik u. Physik.  II, Jahrg.  0 
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W0 f (0), f (z) die bei AnniLherung innerhalb 0, ~v erhaltenen 
Werte darstellen. 

o o  

Kennt man fiir f (x) = ~ ( %  sin v x  + boos vx) einen ana- 

lytischen Ausdruek f~ (x), welcher sich mit f (x) mit Ausnahme 
einzelner Stellen deckt, so darf man in dem Ausdruck fiir f0 (u) 
die Function f l  (x) start f (x) zum mindesten dann einfiihren, 
wenn f ( x ) - - f l  (x) endlieh ist. Insbesondere tritt dieser Fall 
ein, wean umgekehrt eine gegebene Function f~ (x)zwisehen 

o ~  o o  

x = O  u n d z  in eine Re ihe~a~s invxoder  ~ b~ cos vx  ent- 
! / ~ 1  r = 0  

wiekelbar isti welehe mit f~ (x)hSehsteas in  einer endlichea 
Zahl yon Stellen sieh nieht deeken. Um dann die Ausdrioke 

a ~  o o  

/o_(~) = ] ~  cos ,~  usa 5~ ( ~ ) = -  ~ ~, siu , ~  zu be- 
J / s t  V = I  

rechnen, muss im Integralausdruck fiir f0 :i: (u) 

YT 

f 1 
o 

b e i f o  (x) der AuSdruck f0__ (x) als Abkiirzung s - - f l  (x) 
and bei f0 + (x) ebenso f l  (-- x) ----fl (x) gelten, fcrner ist auch 
fl (~ + z) : f l  ( x -  z) in beidea F~llen zu verstehen. 0hne 
Anwendung dieser Abbreviaturen~ muss geschrieben werden 

u 

~ s~ (u )= fw,  (= + x ) - s ~  (~ ~)] cot �89 ~d~ + 
o 

- y f ~ ( x -  t x u) co t~xd~ 

s ~ / o @ )  = If1 (~ + ~ ) - - A  (~ ~)]cot ~-~dx + 

1 1 + ~(x+u)+ ~ x - u  c o t - - x d x +  ~ x ' u ) c o t - - x d ~  
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7g 

7~--U ? 1 2~f~_ (u)= A(~ + x ) - -A@-x) ]co tgxe~-  
0 

~t Tg~-t~ 

{~-- x) cot ff  x d x (x - -  u) cot ~- x d x 
T g - - ~  ?b 

2 . ~ / ;  0,) = A (~ + ~) - A  (', - x)] cot ~- x d .  - 
o 

U Tg-[-U 

( u - -  x) cot ~ x d x + (x - -  u) cot ~- x d x. 
, J  

Erfiillt der Ausdruck f~ (x) analytisch bereits eine tier Eigen- 
schaften f~ ( - -x )  = • f~ (x), so brauchen in dem betreffenden 
Ausdruek fiir fo  -4- (x) nur die Argumente > 7c entfernt zu werden 

Tr 7g~-u 

1 1 2zf~ @if ,  (u + x ) - f ,  @-x)]  cot 2- x 
o :Yg--U 

Durch Subtraction der corresloondierenden Gleichungen erhMt 
man den Zusammenhang yon fo__ (u) und f ~  (u) als 

7rq-u 

= ~ j A  @ - - ~ ) c o t ~  ~d~ ,  (21) d o _ ( , D . ,  fO+ (u) 1 " 1 

wo die Argumente yon f l  bereits zwischen 0 und zv sin& Dem 
Ausdruck fiir fo  ( z -  u) kann die Form 

7g 

0 

ertheilt werden, und f i irf(x)  - - A  (w), j e  nachfl  ( - -x )  = -f-f~ @)ist 

7I ) 1 + 2 ~ f o  (~ _ ~) = '[A (~ + x ) - A  ( ~ -  x)] ta~g-~ x &,  (22) 
o 

wobei links die gleichen Zeichen correspondieren. Dadurch lassen 
sich f~(z--u), f~ mit Hilfe yon Integralen, welche kleinere 
Grenzen haben, auf einander zurickfiihren. So ist z. B. 

8* 
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Q 

| 
- - T g  
2 

= 1 codex so (i- )1 ,:,.. 
u 

Naeh Gleiehung (20) ist fiir ein Integral 

7~ 

o 

in welehem f~ (--  x) dureh --2'~ (x) zu ersetzen ist der Di~erential- 
quotient gleieh 

Tl 

o 

1 1 )~ @) = A  (0) cot �88 u +f,(~,) tang ~ u, 2 

wenn A (-- x ) :  f~ (x) zu verstehen ist ; una analog fiir A (--x) =f~ (,r} 
der Differentlalquotient gleich dem vorigen AuSdruek ohne das 
Glied - -  2 A  (u), wenn f i r  f ;  (-- x ) - - f l  (x) elngesetzt wird. Da-  
nach iSt z. B. yon f 0  (u) der v TM Differentialquotient dureh 

2 z  g~fo (~) ~xdx du ~ J L d l  (u + x) - - f ~ ) ( u - -  x)] cot 1 
o 

+ a~-!ZO;)+ a~-3A'(~) . . .  (23) 
dUr--1 d~t r - 3  

gegeben, nnd f~vt ( - -x)  durch (--1)~-1J~ ~) (z) zu ersetzen. Die 

Ausdriieke d~-l--f~ !~t) .. sind rationale Funetionen yon tang ~ u. 
dur - -1  ~ �9 

w 6. ]gan kann die gegebenen Entwieklungen benitzen, um 
aus einer bekannten Reihe 

I f ( u )  ~ ~-a 0 + a 1 cosu + . . . ,  (24) 
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wenn v, A zwei ganze Zahlen sind, s welche v > Z ~ 0 ist, 
die Reihe 

1 
~- a z + %+~ cos u + %+~ cos 2u + . . .  (25) 

zu berechnen. Die Entwicklung der Functionen 

o o  

f~ (u) =/(u) sin ~u = ~ Ax,~sinnu 

ergibt wegen %+~= -~fcosntcosltf(t)dt-}j'sinnt sinittf(t)dt 
o 

~z (~) = 5 % + %+1 cos ~ + . . .  =f(~) cos ;t u - -  ~ A ~  cos n u 

u u+2~ , __ (u+v--12~'~ 

Die Berechnung der Reihe (25) ist demnach auf die Theilung 
yon Z(u), oder da f (u)  eosi~u als bekannt anzusehen ist ,  auf  

die jenige  yon  f~(u)  = ~ A~,eosnu zur t iekgef i ih r t .  E s  is t  
n~---1 

yg  

--f~(u-~) cot ~- x dx 
o 

�9 u f l y  , : s m ~  ( u + x ) - - f ( u - - x ) ] c o s ) ~ x c o t ~ x d x  
o 

7g 

1 + cos)~uy[f (u+x)  + f (u - -x ) ]  sin ~x e0t ~- xd  x, 
o 

dabei ist f x ( - - u )  durch --f~(u),  also f ( - - u )  dureh f (u)  zu er- 
setzen, wenn f (u)  nur  zwisehen 0 und z analytisch gegeben ist. 
Die [ntegrale 

u - t - 2 ~  

ff(x)cos ~ 1 �9 r 1 -~xsm -~x dx 
t t  

mSgen fiir ganze Zahlen g, Q als bekannt angesehen werden; 
dann kann man schreiben 
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Dfl (u) ~ sin Z u f  ~ (u) 
7g  

1 f0 = 5 f  if  +.) _ f  (u - -  x)] cot V x dx 
o 

c o  

- -  2 ar s i n  v u .  

r = l  

(26) 

r - - 1  r ~ l  
o ~:~ Der Ausdruek ~ f l  (r b) ~ ~ sin ZrDf~ b =  9-' ergibt sich, cla 

r - - 1  r - 1 r - 1 

2 ~ s i n Z r b s i n , r b  = ~ cos (u - -Z) rb - -  ~ eos(u+Z) rb 

fiir tt ~ • Z (rood ,) gleich + ~, sonst aber, auiter fiir 2 ~ 0 (rood v), 
verschwindet, congruent 

( % + % + z  + �9 ."  - -  ( % - z  + % , - t  + �9 �9 ' ) } 

Andererseits ist 

r - - i  r - - i  

r ~ O  r = O  

WaS a t + a z +  r q- . . .  q-  a t _  z q- a2~,_ z q- . . . ~ 0 b e w e i s t .  

Die Zahl der GrSi~en f~(r5) l~sst sich wegcn f~ (r b) = 

==fo (~__ r D) auf ~- oder ~ rcducieren, ferner kann man 

die F~lle, wo r nlcht prim zu ~ ist, als Transcendente nledrigerer 
Art  ansehen, insofern sic eine Theihng  mit kieinerem Divisor 
erfordern. )[anchmal lassen sich die Griil~en f~ b) auf Trans- 
cendente niedrigerer Ar t ,  als f ~  im allgemeinen ist, zu- 

1 und riickfiihren. So ist z. B. fiir 4f(x)  - -  x 2 + 2 ~ x  % = v-~, 
1 

�9 z t - 1  l z 1 d ~ ~ ~(x) fiir x --  wird glelch fl  _ _  
a t +  az+v + " ' ~  dx ~ J z  ~ - 1  -- 

o 

1 

" a ~ - r  a z 

-" ~ , z - - a '  wo a eine vte Einheltswurzel bedeutet. Setzt 
o 



Zusammenhang d. reellen u. imaginiiren Theiles einer Potenzreihe. I I ~  

so geniigt, 
Relation 

1 

" )~--r ~ l a d a  1 - - r  
man also ~V (a) = a - - - -  i s t  ~ f~ (r b) auf die Function J - a - -  1 SO 

o ~ ' ~ 0  

(a) s algebraische Argumente zuriickzufiihren, wo ~p (a) einer 
algebraischen Differentialgleichung 2. O. geniigt, w~hrend zu 
f 0  eine solche 3, O, erforderlich ist. Es hat dies den Grand, 

1 
dass hier f ( x )  - -  ~ ( x o  + 2 z x) einer linearen homogenen Diffe- 

rentialgleichung mit constanten Coes geniigte. Ist all- 
gemein 

0 -  d~ f (u) + c~ ~'~-~ / (u) + . . . .  
d u m d u  "~-1 

wenn R eine rationale Function bedeixtet, f o  der 

1 a~ fo g . ~ . t  fo 
R tang ~ u = - - +  c 1 - - +  

d u "* d u m -  1 ' " " ' 

welehe din:oh eine ~ algebraische Differentialgleiehung ( m +  1) 0 

zu ersetzen ist, wiihrend fiir tang i u = v eine solche m, 0 

dm-- l fo  

resuitiert, wo v fiir rationale ~ algebraisch ist. 
a 

w 7. Das I n t c g r a l j f ( x )  co txs in  ~ n x d x ,  welches bei der 
o 

Summierung yon a~ + a2 -t-... + a,~ +.. .  fiir a~ = ~ s m n  x f ( x )  d x 
o 

auftritt, liisst sich in der Form schreiben 
2 n  a 

I) o 
a 

Ist  n~mlich q)(y) = f ;~x (~x) sin ~ x y d x, so verschwinden in 
o 

a 

r  f(x x) sin 2 x y  sin 2 x e d x  + 
u 

a 

'i. (x) cos 2 x y  sin 2 x e d x  + x 
o 
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die Integrale 

~ a 
J f i sin2xsl d~ ;~(x) c~ und ),(x)sin2xy 1-- 2x~ 
o o 

mit s fiir jedes endliche y und fiir elne zwisehen x = 0 und a 
absoiut integrierbare Function ~(x); das erste z. B. ist kleiner 

a 

als sin e a f d x  IZ(x)]. Daher ist 
o 

O' (y) - - f ; ~  (x) sin 2 x y d x d x. 
o 

~an  wird so auf Integrale der Form 
o o  

o u 

gefiihrt, welehe nieht yon a unabhiingig sin& In unserem Fall 
deshalb, weii das Integral die Summe yon zweien ist, deren 
eines ein F 0 u r i e r'sehes ist, wiihrend das andere yon a abh~ingt. 
Diese Integrale A kSnnen aueh dureh eine Transformation be- 
reehnet werden, vorausgesetzt, dass man fiir Z (x) = x das 
speeielle Integral kennt. 

p b 

o o 

gestattet aie Substitution x = f  ~ (~) ? ,  wenn ~-'~(~)~~176 and 
o 

integrierbar zwisehen ~ - -  0 bis b ist. ~ = 9~ (x) ist eine positive 
b 

waehsende Function yon x = 0 b i s a  = f ; t  (~) ~, dann ist 
o 

p a 

, . - - f  , ,  f , 
o o 

(x) 
So oft nun in diesem Integral die Substitution v = y x 

x a 

o 1)  

0 0 
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Wenn das Integral A sowohl fiir ~ (x), a t s  aueh fiir ~ = x 

einen bestimmten Wer t  A' hat, so ist 
o o  b o c  (t 

f d,f (e ,)ee =fd,f  (,7) 
o o 

wofern noeh lira ep = 0  ist. 
p ~  o o  

.]'~ ~ (x ~) ~ x 
o 

folgt bei f ~ 0  (x) d x 

o o 

Wege,  

o x 

= toi.x) A' = d y  Y 
o o 

o o  

z(X) = f ~ o )  -~o (~ y) 
o 

Hat  

(2s). 

z. B. den Wert  to(0) I x ,  so ist A ' i n  aeo(0) auszuwerten. Voraus, 
gesetzt iiberhaupt, dass Z(x) einen bestimmten Wer t  fiir x ~ x 0 
hat, also in 

7~ ~ p 

Y p = . o o  
o 7 t x  o 20 % 

70 

f o  y einen besiimmten Grenzwert hat, so kann derselbe (Y) d 
y 

P Xo 

yon x0 abh~ngig sein, wie das Beisl0iel to (y) --  1 zeigt. Soll aber 
o o  

versehwinden, s o  ist j % ?  d y  endlich anzu- dieser Grenzwert 

nehmen, uncl daher wircl 

z (x)  (~) - ~ ( x y ) .  f ~  O) 
= _ a v - i - ~ d  v Y d 

o 7 ~  

s alle Werte yon x, s we]che 7~ (x) bestimmt ist. Besitzt 
Z (x) an der einen Stelle x = 1 einen Differentialquotienten C, 
so ist fiir x ~ 0  

h - -  x t, c~~ H ,  
x 
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insbesondere, wenn ~ (x) eine stetige Function is t ,  fo]gt sofort  
, _ _  ~o ( 0 )  

z ( x ) _ - - .  
X 

l j s  1 x d x = const, fiir w 8. Sowie das Integra  in vx cot V 
o 

1 alle ganzen W e r t e  yon ~ ~ 1 dutch die Funct ion c o t ~  x und 

im allgemeinen nu t  dutch diese geliefert werden kann,  ftihr~ 
die Anwendnng  ~,ihnlichcr Functionen zu analogen Summierungen, 

w e n n f s i n  ~ x 9~ (x) d x eine endliche Zahl yon Wer ten  hat. Z . B .  
o 

sind wegen 

O o 

filr ~o (x) = ~ - 1  oder = cot x nur zwei Wer te  mSglich ; ebenso fiir 
S l l l  X 

7g  

c o s ~ x  ( '  . 

o 

7g  

(x) = cos px  cot a) sin ~ x d x = ~- tt = v 
o 

-----~r, ~ ,  ~ (rood2). 

u. s. f. Schlieglich kann man die Potenzrelhen start  auf  Kreisen 
al lgemein au f  Curven mit der Gleichung r = e (x) betrachten, 
nnd erh~lt analog die Aufgabe, 

o o  

(~) = ~ e (~ ;  (~  cos ~ ~ - b~ ~in ~ ~) 

.=I (29) 

~(~) = ~ ~ (~)~ (~  s i n ~  + ~; cos ~ )  
r = l  

zu vergleichen. 


