Uber die Umwandlung von Potenzreihen
in Kettenbriiche.
Von
Alfred Tauber in Wien.

Einer vorgegebenen Potenzreihe ¢, -+ ¢, # -+ ¢,2% -} . . . korrespondierend
heifit der Kettenbruch

(1) % 2 | | ]

IR 1

dann, wenn die Gréflen o, mit Hilfe der Determinanten

G € ven Gy LA Gy oo Cpgpy

¢, ¢, ver Opgq Cy 2N ves Cyppn
(2) '?2'# =|1 & ’ ?21'-]-1 =2 3 vt B

Cr Cyit ++» 63?. Crpt Cpyz o0 Caygy |

(deren keine verschwinden darf) sich fiir » > 0 in der Form darstellen
lassen?):

(3) o L

= Pt Py ’

![f_1= Y’_2= T..axl.

Bildet man niun aus den beiden Determinanten (2) andere zwei
dadurch, daB man die Indizes der Elemente der letzten Kolonne um 1
erhoht, wihrend die iibrigen Kolonnen ungeiindert bleiben, so bestehi
zwischen den so erhaltenen Determinanten
|

60 61 . e Gy..1 Cy-{..)_ 01 63 ] cv c..+g

¢, ¢ ...C ¢ € €3 ev. Cyri Coi:
(4) @27 - \ '1 ? Y e 3 q§2v+l == .2 3 71 rds

€y Cyis o ov Cry—y Copyy Crs1 Cvgg oov C2p C2y40

) Vgl. 0. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Berlin-Leipzig 1913,
S. 304,



A. Tanber. Uber die Umwandlung von Potenzreihen in Kettenbriiche,  §7
(mit @, =¢,, D, =0,) und den Determinanten (2), wie in § 1 gezeigt
wird, die Beziehung
(5) ¢x Spn—l“‘“‘ topx éx—d: y’;«+1 waE (” g 0);

wobel @_;=0 zu setzen ist. Dadurch erhdlt man fiir die gesuchten
GroBen e« die Form?)

(52) B (x2 1)

oder, wenn statt der « deren Summen eingefithrt werden,

@x »
(5b) Gy oy et = (22 0).

Ein verhiltnismiBig einfaches Bildungsgesetz der ¥ kann man an-
geben, wenn man sich ¢, ¢,, ¢,, ... unter Einfihrung einer Verénderlichen y
vorliufig ersetzt denkt durch @(y), ¢'(¥), ¢"(¥), .... Dann gehen die
Determinanten ¥ in Funktionen von y iber, fiir welche die Beziehung

| d ":Fx d ¥ e
(6) Vprr oma =W, “dy 7. "‘*a;—
bewiesen werden kann, und diese nimmt, wenn y, = ¥, .,/ ¥, definiert

wird, die Gestalt an

- dx,e X
"i:“ dy ’ Zi):@(y}: Zoy=1.

(6a) Lppr =

Nachtriiglich hat man wieder ¢y, ¢,, ¢,, ... fiir @ (y), ¢'(y), ¢"{9), ...
zu resiiluteren.

Jedoch ist die Gleichung (6) nur ein Spezialfall des Resultats einer
allgemeineren Untersuchung.

Es gelangen nimlich iiberhaupt die Determinanten @ und ¥ in einen
besonderen Zusammenhang, wenn die Koeffizienten ¢, der Potenzreihe von
einer Veréinderlichen y derart abhingen, daB ¢.=¢,(y) der Bedingung
geniigt

(7) e{y) = 6(y) Curr (9) + w(g) €. (9),
mit Funktionen o,(y), 7.(y), deren Differenzen
(7a) oert(y)—ou(y)=0(y);  Tni(y) —nly)=r(y)

von » unabhiingig sind, wie z. B. bei der Taylorschen Reihe fiir f(z + )
mit

{x}
(8) G,,'»-—-:i«;%gl, gx(g)x;{—-!—‘l, tz(y)::f)
%) Aus (5a) folgt sofort die bekaunte Relation
Doy @y

Yot G = T gy,
{vgl. Perron s. s 0., S. 324, 331},
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oder bei der Lagrangeschen Reihe fiir die Wurzel 5 einer Gleichung

f{#)==0 nach Potenzen von f(y), wo y die Rolle eines Parameter spielt,
gemilB den Formein

(0} 1=y =y =y 'f/’!ffz‘)"”f(n’)}:f(w
=1

wenn an der so zu gewinnenden Potenzreihencntwicklung

2 e(y)z”

=0

in
“, fw) s (=D e () ()
11 == hand 2 ¥ 2 ==

(1) o= 7 (y )%) L2 Q.f)x ¢ (¥) {x+1)!

dic Umwandlung in einen Kettenbruch vorgenommen wird (vgl. 39b) usf.
Unter der Voraussetzung (7) beweist man aber (s, § 2) die Gleichung
é*I:«

(12)

eine Glexchung, mittels welcher sich auch eine, nur die Funktionen o.(¥y),
7.(y) benutzende, Beziehung zwischen den Determinanten ¥ ergibt, denn
aus (5) und (12) folgt

¢ Pyt dF,. Y, dW,q (Q;,, Dot -1
yr ll'} — = _} — T !P
(Id) Iz+1 Hwmd T PR dy P dgj Py 6x-~}_> .pz P |

== 6, P, + 0, V., 92v:("+ 1}":’7 QQJ'+1m<7’+1;‘"T+I>

und aus der Formel (5b) wird dann
(14) L A T R T

Zur Gleichung (6) gelangt man aus (13) in dem besonderen Falle
(15) G, == 1 ) T, =

Uber einen Zusammenhang mit dem Newtonschen Niherungsver-

fahren vgl. &3

1
j o

oy

Obschon der Hilfssatz (5) in einem der zahlreichen allgemeinen
Matrizensitze enthalten sein diirfte, erscheint doch in Anbetracht des
ziemlich clementaren Charakters der hier besprochenen Aufgaben ein
Beweis, der nur die Anfangsgriinde der Determinantentheorie heranzieht,
wohl nicht iberfliissig. Bezsichnet man mit ¥, resp. @, die zum 4 £ 1-ten
Elemente, von rechts gerechnet, der untersten Zeile von ¥, resp. @, gehérioe
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Unterdeterminante und entwickelt die Determinanten ¥, und @, nach der
untersten Zeile

'

(16) ¥om Y e Bty Bum o Bot Y 6oi By #'=B(2),
A=)

i=0 &
so ergibt die Substitution dieser Werte in (5) bei x" = F (”—}—1)

_,:? 2}'
(17} g’»—i [au—e-l (px(} _;L' 2 ; Coemi z»‘:} - (kbzwl 2 ; Cu—i Wz}.
R o i=0
AL w1
{ .
=¥, Zg N N z»—?%cwﬂ. ¥oit0 ‘%"2 O -{{}2%!,&4»1}*
A=0 ) i=0

Hierin sind die Koeffizienten von ¢,.; und ebenso von ¢, auf beiden
Seiten gleich, wegen der sofort als richtig zu erkennenden Gleichungen

(18) gfno: (pz()'"“’: gfzaz, %el == Wy

aber auch fiir jedes der iibrigen ¢, , kann die Ubereinstimmung der
Koeffizienten auf beiden Seiten nachgewiesen werden, d. h. das Bestehen von
(19) Ver Py~ P V= s Vi1

fiir A=1 bis »”—1; links in (17) nimmt zwar die Snmmations-
variable i im Falle eines geraden » noch den Wert%an, welcher rechts
nicht vorkommt, dafiir verschwindet dann links der Koeffizient von ¢, ,

namlich die Differenz ¥, _, D, - P. ¥, 2, mit Rieksicht auf

#

(20) Vr=(—1¥_, Dui=(—1) D0y,
Nunmehr seien die beiden Fille » = 2» und 2» -+ 1 unterschieden.
I. Bei » = 2» lautet die zu beweisende Gleichung (19)

(21) Yoot Doy — Dosy Pors=Por s Pari1501. 154Ky — 1.

Die in ihr suftretenden Determinanten haben simtlich den Grad », und in
jeder der Determinanten Py, ;, ¥, ;. Wayr1, 241 fehlt die Kolonne mit dem
Kopfelement ¢,.;. Die Entwicklung der linksstehenden Determinanten
nack thren letzten Kolonnen ergibt einerseits

y—1 -1
\ T 4
(22) Yoyt :":2 CotnGr» Dy, -y :‘2, Crint1 G,
n=0 a=0
wenn G, ¢, ..., G,_, die Unterdeterminanten der letzten Kolonne von

¥,,. 1 darstellen,
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61 C.;, cee Cy—1 ©Cy 02 63 cee Cp
Cy C, vee C [ —~1
(28) Moo= |2 % & O g (1)
Icv Cre1l +o» C2y—z Cay—y Cy Cyi1 «.- Coy—2

anderseits, mit Hilfe der Unterdeterminanten H,, H,, ..., H,_; der letzten
Kolonne von

Co Cy e Cy—io1 Cy—jt1l vvo Gyt Cy
‘ i+1 [ oo - - e
(282) (—1)*' W, = |0 G2 Omh O G Gt
Cv—1 Cp vvv Copajp—2 C2y—~j +o. Cgp~2 C2y_1

die Formeln
v—1

v—1
(=1 W=D coinHa, (=1 By i =D crins 1Ha.
n=0 n=0

Dadurch transformiert sich die linke Seite von (21) in

y—-1 vl

(24) (= 1) D) 3 erinCormis(GuHu — GuHy).

n=0 m=0

Nun figurieren die ¢ und H, hochstens vom Vorzeichen abgesehen, auch
als Unterdeterminanten der rechts in (21) stehenden Determinante ¥;,_»

Co Cy +v Cyer—1 Cyp—1 Cr—p41 --- Cp_i
5[};!’,_‘2 — ?1 C._! see Oy} 0,._;,+1 Oy_;,+2 ves Gy ,
€yl Cp -o+ C3p—j—-2 C2y—i-1 C2y-) ces C2y-2

und zwar ist, unter 2_, die zum Schnittelement der (n 1- 1)-ten Zeile und
(B -+ 1)-ten Kolonne®) gehérige Unterdeterminante von ¥;,_, verstanden,

(25) Gu=(—1)" 20,  Ho=(—1)""" 02,

Man gelangt daher fiir den Ausdruck (24), d. h. die linke Seite der zu
beweisenden Gleichung (21) zu dem Werte

p—1 »—1
(__1)1’+12 26n+vc:'+m+1(9n0 Qv — PmoLPn,v—1).
=0 m=0
Nach dem Minorentheorem*), angewandt auf %;,_., ist aber hierin
Qno . v—i, — 2mo 2n,y—1 gleich dem Produkte von Ws,_, mal jener
Determinante (» — 2)-ten Grades, die aus ¥,,_» entsteht, wenn man sowohl

%) Nunmehr aber die Kolonnen, gleichwie im folgenden, von links gezdhit.
. % Vgl z. B. Gordan-Kerschensteiner, Vorlesuneen iiber Invariantentheorie
1 (Leipzig 1885), S. 53, 93.
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die (n - 1)- te und (m + 1)-te Zeile, als auch die erste und (v — 1 - 1)-te
Kolonne unterdriickt, mit dem Vorzeichen (-— 1}”“"”"2‘ bei n < m, mit
dem entgegengesetzten bei » > m versehen.

Man braucht jetzt nur rechts in (21) die Determinante

Cy von Cypjt Cpjgt oo Cr-1 Gy Cyt1
ey v €y Cp—; eee Oy [ &
%y+1’3+1:(_1) '3 y—4 r—i+2 gl v41 y+2
Cr vov Cop—j2 Copj v C2y—2 Cay—1 G2y

nach den Elementenpaaren ihrer vorletzten und letzten Kolonne zu ent-
wickeln, wobei als Faktor des Paares ¢,.,¢.+14+m genau dieselbe sceben
angefiihrte Determinante (» — 2)-ten Grades mal (—1)**™*™** fiir n <m
und {—1)**"*™ fiir » > m auftritt, um die Gleichheit der beiden Seiten
von (21) einzusehen.

II. Im zweiten Falle, » == 2» 4+ 1, hat man fiir (19) zu schreiben:

(27) %"'@27-{'1,)-—¢2V%1'+1,;.=%V—1W21’+2,}.+1'

Von den hier in Relation gebrachten Determinanten besitzen ¥,,, ®@s,,
Y, 1e,1+1 den Grad »+ 1, die iibrigen den Grad ».

Zum Beweise von (27) entwickelt man ¥, und ®;, nach ihrer
(# — 2+ 1)-ten Kolonne mit dem Kopfelement ¢,_;:

(28} Y. :2 Croitnln, Dz =2 Cy—ipn My.
B0 #=0
Alsdann wird die linke Seite in (27):
(28a) Zﬁa-~).+n(Lu¢2v+1,i.—Mﬁgfzr+1,z>7
7n=0

jedoch verschwindet fiir n = 0- das Summationselement, weil ¥;, ;;, 1 mit
(— 1)“’1 Ly, 3,41, mit (— 1)”1 M, zusammenfillt, die Summierung
bleibt also nur von n =1 bis » zu erstrecken.
Nun figurieren die Unterdeterminanten L, M von ¥,, &, auch
als solehe von
Cos ooy Crogmis Comils -era Cvy Cyrrts

i Cis -ors Oy—iy Crl48, «+ey Crpls Crgo,
(_1) !Il21'+2.11+1=

(28b) Crs «ovy Cayei-is Cap—dy1y «-+y C2», Syl

Denn bezeichnet man rechts die zum Schnittelement der . (n - 1)-ten
Zeile und (k- 1)-ten Kolonne gehérige Unterdeterminante mit U,
so Isb

(29) Ly=(—1)"Us, My=(—1""Tn 1,
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daher findet man fiir den Ausdruck (28a), d.h. die linke Seite der zu
beweisenden Gleichung (27), die Form

(30) (— 1)"26,,.,;'.;_“ (Un» Uy, y-1— Uy, Un,v-1)-
n=1

Entwickelt man jetzt rechts In (27) die Determinante ¥,_; nach der
Kolonne mit dem Kopfelement ¢,_;,1:

r—1 ¥
(31> gf‘zv—i :20¥—3+1+n Kn =20r—i.+n n—1>
n=0 n=1

so sieht man, daB zum Beweise von (27) die Verifikation der Gleichung
(32) (=D (Un» Uo,s-1— Vo, Up,s-1) = Epy Pors2, 241

geniigt. Nach dem vorerwdhnten Minorensatz, angewendet auf die Deter-
minante (28b) ist aber U,, Uy, .1 — Uy, Uy, ,—1 gleich dem Produkte
dieser Determinante (— 1)}' ¥;,+2, 141 mal derjenigen Determinante (» — 1)~
ten Grades, welche aus ihr durch Unterdriickung sowohl der ersten und
(n-1)-ten Zeile als der »-ten und (» + 1)-ten Kolonne hervorgeht, mit
dem Zeichen (—-1)**' versehen. Andererseits ist K, , rechts in (32)
gleich ebendieser Determinante (» — 1)-ten Grades mal (— 1)""**"~! wo-
mit (32) bewiesen erscheint.

Beziiglich der Determinanten von der Form ¥, & oder allgemeiner
von der Form

Cly s Ciys veas ¢,
Clo+1s  Ciys1s +0 e Ci 41
(33) F = |Cipre, Cixz, ooy Ciin
Crptws Cogtrs  wens C’&,,-i—v ’
mit irgendwelchen ganzen positiven Zahlen 1,, 1,, ... groBer oder gleich

Null, gelangt auflerdem noch, in § 2, der folgende Satz zur Anwendung:

Nennt man F, diejenige Determinante, welche aus F durch Er-

hohung der Indizes der Elemente der (u - 1)-ten Kolonne um 1

(34) entsteht, hingegen F die durch Erhohung der Indizes in der
letzten Zeile entstehende, so folgt

F—F,+F,+... +F,.

Diesen Satz beweist man durch SchluB von » auf v+~ 1. Es seien F
und 7 nach den Elementen der letzten Zeile entwickelt:

k4

(35) F=Dlci, 0B, F= ¢t 101 B,
=

ne=0
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dann lassen sich, wenn E,, jene Determinante bezeichnet, welche aus E,
entsteht, wenn die Indizes der Elemente der u -+ 1-ten Kolonne von E,
um 1 erhéht werden, .offenbar F,, F,, ..., nach -der letzten Zeile ent-
wickelt, durch die Formel

(36) Flb 220701,,4»" E%,u-—l + cly-l-v-{-l Ey +chn+v Enu

w=g+1
darstellen. Bei u — 0 fillt der erste Term rechts weg, bei == der letate.
Bildet man daher entsprechend (34) die Summe der F, von u =0

bis », so ist der mittlere Term 2_,c; +v41 B, gemaB (35) gleich F, wihrend
p=0
in den iibrigen Termen, die unter Vertauschung der Summationsfolge

y~1 v ¥  x—1
2 chk-iw sy, u—~1 ’+“2 Z C, +v Hpe
=0 pr=xt+l #=1 p==0
geschrieben werden kénnen, ¢ ., den Faktor
EE |
(87) B + 2 B = - 3.
Hemxt+l "H=0

aufweist, welcher Ausdruck, wenn der Satz (34) be}eits als gultig fir
v —1 slait » angenommen wird, mit der aus X, durch Erhohung der
Indizes in der letzten Zeile von E, entstehenden Determinante B, zu-
sammenfallen muB, daher ist

(38) ZF —F"‘{“ch-i-v %

»=0
und die rechtsstehende Summe identisch Null, weil sie mit der zwej gleiche
Zeilen enthaltenden Determinante

Ciq 5 Cr wes G
Ciy+v—2» Ciytwe2s =+ 617+y—2
cioJ.-‘v s Ciytvy »ovs c’l,-{-v
clq-H' 3 Clytwy vooy c}.,-i»v

tibereinstimmt, wenn man diese nach ihrer lefzfen Zeile entwickelt.

§ 2.

Beziglich der Koeffizienten der vorgelegten Potenzreihe werde jetzt
angenommen, daf sie die Eigenschaft (7) besitzen, wie bei der Taylor-
schen Reihe oder bei der Lagrangeschen Potenzreihe (11) fiir die Wurzel #
von £(n) =0
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(39) n-y= —-MZ’ ¢ (y)f(y)
AR €) Jowar
mit Koeffizienten ¢, (y), deren Rekursion gemi8 jener fiir die 4, vgl. (10),
‘ R I .
lautet, so daB hier die Funktionen o.(y), r.(y) die Werte aufweisen:
{390} 3}6&?;’}”""{"‘?‘3}{ {¥), ‘fx{?}”%r
oder bei der Potenzreihe von 5 nach Potenzen von ! ("’)2 , wenn
& (9) ——ﬁ}%’;%):
gesetzt wird:
e T ¥ f”

TV iy 2 )
(40) @5 (y) = 0x (y) Our1 (¥) + 7 (9) @0 (¥) 5

(@)= =52, ()= (st L0.

'

Eine elementare Ableitung der Reibe (10) findet man tbrigens, wenn
man vorerst eine Funktion » zweler unabhiingig-veriinderlichen x, y durch
die Gleichung f(y)— f(y + u)=2 definiert, aus den durch partielle
Differentiation nach 2 und y gewonnenen Gleichungen

¢ \ O
~fla+ufE=1, f@-f+w(i+)=0
f'(y-+u) eliminiert und so die Eigenschaft von u:
TR &
F'(9) 55 + 35, +1=0,
nachweist, woraus, solange % in Gestalt einer Potenzreihe ffé«g {g)=”
w=3

vorausgesetzt werden darf, welche gliedweise Differentiation nach y ge-
stattet, die Bedingungen (10) fiir die A resultieren.

Um den Satz (12), der unter den Voraussetzungen (7) gilt, durch
vollstéindige Induktion beweisen zu konnen, bedarf es jedoch einer ver-
aligemeinerten Formulierung desselben:

Besitzen die GréBen ¢, — ¢.(y) die in (7) angegebene Eigenschaft,
go ist der Differentialquotient der mit Hilfe dieser Groflen ¢ ge-
(41) bildeten Determinante (33) gegeben durch

r

45
“@mg O3ty ;;’jz“ 9?: g == ?zﬁg+§§‘

#=0 gl



Cher die Umwandlung von Potenzreihen in Kettenbriiche, 75
Zum Beweise entwickelt man F, wie in (85), nach den Elementen
¥ B
der letzten Zeile F = 201”4., E, und differentiiert nach y, so folgt ge-
u=0
miB (7):
iF ¥ 5 dE
(42) "&"J‘::’é;(olﬁi-v cly+v+1 -+ "AM-M Gﬂ.ﬂ +v) Ey +£Giﬂ+v "c‘l”f’ 3

man darf aber, weil der Saiz (41) bereils fiir v — 1 statt v als bewiesen
angenommen wird,

#—1 »
dE,
(43) T =, G, 4w E,«m “‘f"' ZJAR-&vwl E,u, PP ]
y ==l sexmge bl
P S
[213— L +274”+n~1:|
ww(l g b1

setzen, wo E,, genau wie in § 1 aus K, gebildet wird, indem man die
Indizes der (x - 1)-ten Kolonne von E, um 1 erhoht.

Der auf die 1 beziigliche Teil von %E in (42) ist daher

g1

v
2%‘” E, I:Tﬁ.uw +2‘U,+n +ZT;,,+V—1J

n=0 sz =g+l

oder wegen der aus (7a) folgenden Gleichungen:

¥

T bu—1== Then — T, Dt e = Z, T en — (v — §)7,

w1 e
Tty == Thy +u -+ (” - ]4«) kg
weiter gleich gé’}c;ﬁ,lé‘g} f ;i_:’,;‘tgz.f.,,}x Fo, das heiSt identisch mit dem
rechts in (41) auf die 7 beziiglichen Teile.
Es bleibt also noch nachzuweisen, dafl die iibrigen, von o abhingigen
Terme in (42), nach Substituierung von (43) fiir dE"

g1

(45) ZC‘A 4y G} bl E +ZGA oy [Zo‘lx+v+1 Eyz +Ze’&x+w—-1 E;t,x*—*l}

#=0 =0 x==0 EEY TS
¥
den Wert Yo, ., F, aus (41) reprasentieren. Mit diesem letateren Aus-
2250
druck aber kann man nach (36) die Umformung

P

2'}1 +1IF 2‘5& +¥ [chﬂﬁ«v 1, 2l + cl +r+lE +2011 +vﬂ'5m} R

#=0 p=x+1
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und eine weitere durch Vertauschung der Summationsfolge in den Doppel-
summen

y1
(45&} 2, ck‘u-(—v 2; G). +op )u,;ml + 2, 0}. v c& +v+1
u=0 A=+l »=0

+ 2 G;_ - 2 gl +1~
a=l1
vornehmen. Der erste Term in (43). und der mittlere in (45a) sind
identisch, so daB in der Differenz des Ausdrucks (45) minus dem Aus-
druck (45a), geordnet nach den GroSen €1 4v> 8ls Faktor von ¢, .,
wenn man berticksichtigt, dal o; ., — 0, ., ;= — o nach (7a) unabha@gsg
von x ist,

_ G{ZEW»%ZE,‘ M} —— GZEM

LT RS
resultiert. Wieder ist, wie in §1, die Summe ZE,MWIL,, und die

Summe 2%, 1oL =0, wonach endlich die Glelchhelt der Ausdriicke (45)
=0
und (45a), daher der Satz {41) bewiesen erscheint.

Durch die Spezialisierungen A, = u und 1, = pu-+1 erhilt man aus
der Determinante F die urspriinglich eingefiihrien Determinanten %,
Yer41, vgl (2), fiir welche aber die Indizeserhshung nur bei der letzien
Kolonne ein von Null verschiedenes Resultat, nimlich @y, resp. ®;,,;
gemdB (4), liefert, weil sonst, durch Indizeserhohung in einer fritheren
Kolonne, die Entstehung zweier gleichen Kolonnen bewirkt wird. Dann
nimmt der Satz (41) die einfache Gestalt an

d¥.
“"“l"“?’;” == Oy, Qx"’“ @z?n:

und' hierin besitzt, je nachdem x <= 2% oder 2» 1, also A, = u oder

u#-+1 ist, die GriBe g, ; :_3_5 Ty 4 den Werb

t 4

2"2;‘ = {y -+ I}tv oder Z'(&;c-fn{ = (y + 1)1'1'4*1 3

=0 =0
im Einklang mit Satz (12).

In dem Beispiel der Potenzreihe (40) fiir die Wurzel # einer Glei-
chung f(n) =10 wird

- @ - gy 1)
(»+1)(2r+1)5; i 0y, = +1)(2»+ )f'(y}
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daher fiir jedes x
. @, YRR S
(46) =22y,

Tx

und die Gleichungen (13), (14) erhalten die Form
1 ’ 1
s B+ 5 ()

’

Vs oo = £ (9) | 77 B Pt
(47)
“1*f“0¢a+'~-+“x+1:—f—_{:22 W, ~{ x+1f”( }.

§ 8.

Hervorzuheben beziiglich des Beispiels der Lagrangeschen Reihe (10)
ist noch, daB genau so, wie aus ihr das Newionsche Ndaherungsverfahren
zur Berechnung einer Wurzel 5 vou f(4)= 0 entspringt, indem man die
erste 1 n -+ 1 Terme dieser Reihe

(48) %, (y)mZ’( 1)"hx(y)f(y ff((y)} %z (y)f(y

als Tterationsfunkiion benutzt, um » als Grenzwert der Folge y, y,, 45, --.

=509 %=F.9)s %=0F.(%)

darzustellen, auch der n-te Niherungsbruch des korrespondierenden Ketten-
bruchs (wenn man die Form (39) zugrunde legt)

(49 O =y~ Lol n w0l )

als Iterationsfunktion gewihlt werden kann. Das Verhalten der beiden
Funktionen §, (y) ®, (y) ist infolge des n-fachen Verschwindens von

Fn () =(— 1)k (y) F(y)"/n!, daher auch®) von @, (y) fir y = gleich-
artig, insoweit es den Konwvergenzgrad betrifft.

AuBer der linearen Newtonschen Iteration §, () =8, (y) =y

fly)
)

kommt also, fiir 2 =2, die linear gebrochene

& (y) =y — - T

(W)=Y = T W

in Betracht, welche allerdings mit der linearen, angewandt auf die Glei-
chung () f ()"t =0 koinzidiert usf.

Einige Ausfiihrungen hieriiber sollen in anderem Zusammenhange vor-
gebracht werden. Nur beziiglich der namentlich fiir reelle Iterationen

) Weil die Differenz £, (g}~ &, (¥) ja (» + 1) fach fiir y = y verschwinden muf.
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wichtigen Berechnung des Dlﬁerentmlquotlenten ®,(y) sei erwihnt, dab
man fiir diesen eheniallg eine explizite Formel finden kann, vgl. (59).

3('-—1

Setzt man T fiir den Naherungsbruch rechts in (49), also
Liime ¥

(50) B =y — 2 (Bay=[Pacr, Socr=1"Qur),

" 1

so folgt durch Differentiation nach y

51) i@, Spq— _ Speq Rsn-i +E,_, Sn~t
¢ # 52, ’

und der Zahler des Ausdrucks rechts besitzt, weil P,_;, Q_y von den
Graden E(%E), E (%} in f, somit RB,_;, S, von den Graden

1 +E(ﬁ:}) E(fg) sind, wie leicht nachzurechnen, den Grad n in f.

Er soll aber durch ™ teilbar sein, woraus man sofort, wenn die Niherungs-
zihler und -nenner

({}2) { 2»":?1»]“*’{"‘39,.1}“’*1_{.,,,, ng"lzﬁyf?”l’%“ﬁyif’fg“‘]{‘u.
Q=0+ ¢, s Q=T 47, ..

entwickelt gedacht werden, fiir S;_, dd(g" /f", je nach n=2»-+1 und
n=2y den Wert
r oy 9D, a(f'q,)
—{f'e) 47 +o, ~dy
respektive
_ dp, _ (')
) — (' B P o e P

erhilt, Statt dessen kann geschrieben werden

Q,des 2} a f'a .
»%;5 dy":z?-;ﬁ J%V fiir 7 ==2» 41

-3 d p—r »
= 1 — = «:w] fiir n=2»,
Q’[ iy ',

(53)

in welcher Darstellung auf der rechten Seite nur die Koeffizienten der
hochsten Potenzen von f in den P, @ suftreten, nimlich %)

8 Vgl z B. Perron, a.a. 0. 8. 801, nach leichter Modifikation der Bezvich-
nungsweise: fiir a,, a,.4,, 4, B, dort ist hier oy, — @, Z Pyy + @reys @n-y gesetzt.



Uber die Umwandlung von Potenzreihen in Kettenbriiche.

-}
kil

p,=(—1) ... 0,

= (1) eyt ot [ o 5 ]

({’4\) &g Oy Y
’ B,= (= 1) e 0y . ey |22 4 D% Wmﬂ% %"—9}
p, ( ) 1 % - g + “1%+ -t €Oy o Oy gy

g,=(—1)"e 05... co0y.

Fiir n=2,3 verifiziert man ohne weiteres vermoge der Eigen-
schaften (39a, b), welche den Koeffizienten ¢ der Potenzreihe (39) zu-
kommen, daB die rechte Seite der fiir ®,(y) erhaltenen Gleichung (53)
mit (n -+ 1) e, ... , ibereinstimmt.

Allgemein beweist man den Satz

i, “(”‘Pl)aod,ag...a,,f”
v Qs

folgendermaBen: Die Substitution des Wertes ¥, ¥, /¥, ¥, .. fir o,
entsprechend (8), fithrt fiir die GroBen (54) zu

(85)

¥

p = ("" 1) 2‘” ’ —%t == ---—--—--—~~—¥"’22;"_1
W‘Bv—l Py o ¥or2 ¥
(56) i=0
v - r-1 2
Q — {H 1}"*"1 B¥—1 _{’i — gygft
.-v-"’ ’ g, 1=0 gf‘zi-—l qfﬂl«n ’

dadurch bekommt die rechte Seite von (53) die Form

(:“’: ) L (Td«( ;‘W:"‘M) fiir n=2» +1

2L—2

(i""‘) [l+dy( Z'FM__I 23.+1)} fir n =2».

2r—2

Soll dies gleich (n 4 1)epe, ..., =(n+ 1) ¥, | ¥, , sein, so erfordert
die Anwendbarkeit des Schlusses von » auf » -1 das Bestehen von

I d f EPQ -+ o W:x Wa wn
?“'g" @ W !Fv 1 — (’2 +4) v;g r»+1 (2 + 2) 21";;' “t l
(57) : rte 2v+2
il T:’v __(21’ +3) "v+2¥r2v (2”+ 1) Qv w.-‘z
dy f, Fore1¥ores A ).w-—l ,

welche Gleichungen man in der Tat mit Hilfe der Gleichungen (13), an-
gewendet auf das hier in Rede stehende Beispiel (39),
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vy ¥y
YI’H‘! !pl‘)!-d.’ e - "-"“‘1[ - ""1’ '+' 7., !P;c Tx«—t
{58) {=+2)f (x4 1)f
1 ff?
Paymg == = ¥y, == BT 5
v+1 gg'2

verifiziert, (Man bildet die Gleichung (58) fiir » == 2» 4 2 und » = 2» 1,
multipliziert mit (2v - 4)/¥,;» resp. (2v 4 2)/%, und subtrahiert, so
gelangt man zur ersten Gleichung (57). Und zur andern, wenn man (58)
fir » = 2» - 1 und % = 2 bildet, mit (2» + 3){¥Wa, 1 resp. (2v + 1)/ ¥, 4
multipliziert und subtrahiert.) Somit ist bewiesen:

Nennt man P, ,[Q,-; den n-ten Niherungsbruch des mit der Po-

tenzreihe S‘ ¢.{#)f(y)" in (39) korrespondierenden Kettenbruchs und

»=0

setzt & = ¢ — f.}i@_’}. P"“‘, s0 ish
YT @
A48, _ (n+1)f" Wy
(59) dy - Q’?m1 q[n—‘.!,

wo die ¥ nach (2) sich dureh die Koeffizienten ¢ ausdriicken.

{Eingegangen am 14. Juli 1921.)



