
Uber die  U m w a n d l u n g  von  P o tenzre i hen  
in Ket tenbr i iehe .  

Von 

Alfred Tauber in Wien. 

Einer vorgegebenen Potenzreihe c o + c~ x + v~z 2 + . . .  korrespondierend 
heil]t der Ket tenbruch 

(1) ]1 - ~ -  I 1 - - T  - - ' ' ~  

dann, wenu die GrS~en a~ mit  Hi]re tier Determinanten 

(2) ~e~,--- cl c~ . . .  c,+~ ~,+~ c~ ~.~ . . .  ~ , + ~  

Cv G~+I �9 ,. C2v v+l  C,+2 ... C2~,+1 [ 

(deren keine verschwinden darf) sich fib g ~ 0 in der Form darstellen 
lassen i) : 

~/sK ~_.~ 
(3) a~ = ' - -  ~-i----  ~ -~  = ~ -3  = 1 

Bildet man nim aus den beiden Determinanten (2) andere zwei 
dadurch, dab man die Indizes der Elemente der letzten Kolonne um 1 
erhSht, w~hrend die iibrigen Kolonnen ungeiindert bleiben, so besSeht 
zwischen den so erhaltenen Deterrnina~ten 

(4)  # 2 , =  ~ c~ c, c,+~ , #.,,+i . c,+~ c,.+,~ 

t ~  Cv+l ,.. ~2~--1 ('2~+1 ~+1 (~v+2 C2v C2~+2 

0 Vgl. O. Per ron ,  Die Lehre yon den Kettenbriiehen, Berlin-Leipzig 1013, 
S. 304. 
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(mit qI/o-~e~, ~ 1 ~ ) u n d  den JDeterminanten (2), wie in w 1 gezeigt 
wird, die Beziehung 

(5) +. ~,._~- ~,. r = ~+~ ~,~_.. (~ ~ 0), 
wobei ~-x  ~ 0 zu setzen ist. Dadureh erhiilt man fiir die gesuehten 
GrfBen a die Form") 

~'-~ ~-'~ (~ 1) 

oder, wenn start der a deren Summen eingefiihrt werden, 

(Sb) u, + %  + . . .  +a.+~= ~ .  , _ 

Ein verhitltnismiiBig einfaches Bildungsgesetz der ~/t kann man an- 
geben, wenn man sich co, c~, c.~, . . .  unter Einfiihrung einer Ver~inderlichen y 
vorl~iufig ersetzt denkt durch 9(Y), 9'(Y), q/'(Y), . . . .  Dann gehen die 
Determinanten ~t in Funktionen yon y tiber, Iiir welche die Beziehung 

(6) ~.+~ ~, _~ = ~ .  ~_~ ~d__U _ ~ d~_~au 

bewiesen werden kann, und diese nimmt, wenn Z,+l -~ ~.+1/~/1 definie~$ 
wird, die Gestalt an 

Z~-I dX~ 
(6a)  Z,+t= z~, dy ' Z o = 9 ( Y ) ,  Z - l = 1 .  

Nacht~glieh hat man wieder Co, c~, c. , , . . ,  fiir 9 (Y), 9'(Y), q '"(Y) , . . .  
zu res$ituieren. 

Jedoeh ist die Gleichang ( '6)nut  ein Speziatfatl des Resultats einer 
attgemeineren Untersuehung. 

Es geIangen n~imlich iiberhaupt die Determinanten ~b und ~/~ in einen 
besonderen Zusammenhang, wenn die Koeffizienten c~ der Potenzreihe wm 
einer Ver~nderlichen y derart abh~ingen, dab c,--=c~.(y) der Bedingung 
geniigt 

mit Funktionen (~,(y), v~(y), deren Differenzen 

(7~) o~+~(u)--o~(u) = o(u), ~.+,(u) - ~,<u)=- ~(u) 
yon ~ unabh~ngig sind, wie z.B. bei der Taylorschen Reihe ffir f (x  + !/) 
mit 

/(')(y) 

~) Aus (5a) folgt sofort die bekannte Relation 

(vgl. Perron ~. a. 0., S. 324, 38tI. 
5* 
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oder bci der Lagrangeschen  Reihe fiir die Wurzet ~ einer Gleichung 
f ( q )  =~ 0 nach Potenzen yon f ( y ) ,  wo y die Rolle eines Parameter spielt, 
gem/~l] den Formeln 

9~ q ----y - -  x~/'( ,2),  x -~= f ( y ~ ,  y , ( , ] )  = ' J - Y  
. f ( ~ ) _ f ( y ) ,  

h o ( Y )  = Y ,  
~.=~ i f ( y )  �9 

wenn an der so zu gewinnenden Potenzreihenentwieklung 

in 

(I t'~ , ~ , ~. (--l)'h~.+l y ) f  (Y) f ( Y )  e ~ ( y ) x  , c , ( y ) =  
~ t = Y  f ' ( y )  .= ( ~ + 1 ) ~  

die Umwandhmg in einen Kettenbrueh vorgenommen wird (vgl. 39b) usf. 

[Inter der Voraussetzung (7) beweist man abet (s. w 2 i die Gleiehung 

eine Gleichung, mi~tels welcher sich auch eine, nur die F-unktionen o~(y), 
r~(y) benut.zende, Beziehung zwischen den Determinanten ~ ergibt~, denn 
aus (5) und (12) folgt 

(13) 

und aus der Formel (Sb) wird dann 
1 d h ~  ~. 

(14) a 1 + t:~ - - ~ . . .  + a~+l -~  ,~. ~ .  dy  t~. " 

Zm" Gteichung (6) gelangt man aus (13) in dem besonderen Fatle 

(15) o~== 1, ~.~. == 0. 

(~ber ei~ten Zusammenhang mit dem Newgonsehen Ngherungsver- 
fahren vgi. w :L 

w  

Obscho~t der Hilfssatz (5) in einem der zahlreichen allgemeinen 
Matrizensiitze enthalten sein diirfte, erscheint doch in Anbetraeht des 
ziemlich elementaren Charakters der hier besproehenen Aufgaben ein 
Beweis, d e r n u r  die Anfangsgriinde der Determinanten~heorie heranzieht, 
woht nieht iiberfliissig. Bezeiehnet man mit ~ .  resp. ~b~.:, die zum ~ -{- 1-tell 
Elemente, von rechts gerechnet, der untersten Zeile von W~. resp. q)~ gehSri~- 



Uber die Umwandlung yon Potenzreihen in Kettenbrliche. 69 

Unterdeterminante und entwickelt die Det~rminanten-~. und ~P~. uach der 

untersten Zeile 

f----O ~ .=1 

(x+l  
so ergibt die Substitution dieser Werte in (5) bei ~ " =  E \ - E - /  

Fc - ~+1,~.+1]-  
~ = 0  " i = O  

Hierin sind die Koeffizienten yon c~.+l und ebenso yon c~. auf beiden 
Seiten gleich, wegen der sofort Ms richtig zu erkennenden Gleichungen 

abet auch flit jedes der iibrigen c~_~. kann die Ubereinstimnmng der  
Koeffizienten auf beiden Seiten nachgewiesen werden, d. h. das Bestehen vo~ 

(19) ~-i '~.~. -- r ~'~.--'-- ~P~.-e I/~ 4-I,;.-+i 

fiir i =  t his ~ " - - 1 ;  links in (17) nimmt zwar die g-mmations- 

variable ~ im Falle eines geraden v. noch den W e r t ~  an, welcher rechts 

nicht vorkommt, dafiir verschwindet dann links der Koeffizient yon c~. , 

n~imlich die Differenz ~.~.-1 ~5 ~ _ ~ - I  ~ ~" mit Riicksicht auf 

20) = ( -  1),  . -_ = ( -  1)'-' a , . _ , . . . ,  

Nunmehr seien die beiden Fille ~ = 2~ und 2,, + 1 unterschieden. 

I. Bei g = 2v lautet die zu beweisende Gleichung (19t 

(21) ~a~-I ~5~,~ -- q~,._~ ~,,,. ~ -- ~ . _ ~  ~'a~+l.~.+~, 1 _<- )~ ~ v -- 1. 

Die in ihr auftretenden Determinanten haben s{imttich den Grad v, umi in 
jeder der Determinanten ~/,o,,~., ~ , z ,  ~,+t ,~+i  fehlt die Kolonne mit dem 
Kopfelement c,_;.. Die En~wicktung der linksstehenden Delerminanten 
nach ihren let~ten Kolvnnen ergibt einerseits 

wenn Go, G1, . . . ,  G~_~ die Unterdeterminanten der ]etzten Kolonne yon 
~.~,,_ ~ darstellen, 
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C 1 C. 3 . . .  C , - 1  G~ C2 e 3 . . .  ~,, 

C~ e 3 . . .  Cv C v + l  (23) ~,,_~ = .- , G o =  (-- 1) "-~ 

(~v C~,+I � 9  (~2,--2 C2v--1 C , + I  ~2,,--2 

anderseits, mit Hilfe der Unterdeterminanten Ho, H~, . . . .  H,-1 der letztefi 
Kolonne yon 

(23a) (--1)  ~'+t ~/~,,,~. = 

die Formeln 

C 0 C 1 ... C v - t - 1  ev-~.+ l  ... Cv-I {~,, 

C 1 e~ . . .  C ~- t  e~--;.+2 . . .  {3, C ,+ l  

e v - 1  ev �9 . .  C2v--t--2 ~2v--). . . .  ~ 2 , - - 2  (~2,--1 

v - 1  v - 1  

(-1)"+l~.2,,,z=Zei,+.Hn, ( -  1 )~'+t O2,,,x = ~X~ c,,+.+ 1H.. 
~t=0 ~t=0 

Dadureh transformiert sieh die linke Seite yon (21) in 
v--1 ,--1 

(24) ( _  1)*+I~X ~ ~V c.+.c.+~+,(G.H.~-- G~Hn). 
~ = 0  r a=0  

Nun figurieren die G und H,  hSchstens vom Vorzeiehen abgesehen, auch 
als Unterdeterminanten der rechts in (21) stehenden Determinante ~,,_~ 

(5 0 C 1 . . .  C, - - z - -1  e v - t  Cv--) .+l  � 9  CV--1 

~//2,._. ~ ~ {31 C~_ . . .  Cv--I Gv-) .+l  C,--).+2 . . .  Cv 

Cv--1 Cj . . . .  ~2v--t--2 C2v--).--1 ~2r--). . . .  ~2v-2  

und zwar ist, unter ~Q,,h die zum Schnittelement der (n + 1 )-ten Zeile und 
(h + 1)-ten Kolonne a) gehSrige Unterdeterminante von ko2,,_, verstanden, 

1 ~;'+1 ~9 (25) e . =  (-- 1) '+t  D,o,  H , = ~ - -  ) ~,- , . .  

Man gelangt daher fiir den Ausdruek (24), d.h.  die linke Seite der zu 
beweisenden Gleiehung (21) zu dem Werte 

~,--I  * , - - I  

i*=0 ~'6=0 

Nach dem Minorentheorem4), angewandt auf ~2._.o, ist abet hierin 
12.oQm,.-z--Qmo~.,.-~. gleich dem Produkte yon koo._~ real jener 
Determinante (v -- 2 )-ten Grades, die aus ~o~._.o entsteht, wenn man sowohl 

a) N u n m e h r  abe r  die Kolonne .n ,  gloichwie im fo lgenden ,  y o n  l inks  gezahl t .  
4) Vgl. z. B. O o r d a n - K e r s c h e n s t e i n e r ,  Vor l e sun~en  fiber I n v a r i a n t e n t h e o r i e  

(Le ipz ig  1885),  S. 53,  9B. 



~ber die Umwandlung von Potenzreihen in Kettenbriiche. 71 

die (n -~ 1)- te und (m -~ 1 )-te Zeile, als aueh die erste und (v - -  2 -}- 1)- te 
Kol0nne unterdriickt, mi t  dem Vorzeiehen ( - -  1 ) " + ~ + " i  bei n < m, mit 
dem entgegengesetzten bei n ~ m versehen. 

Man braucht jetzt nur rechts in (21) die Determinante 

t O i 

~/~,,+i,~.+i ----- (-- 1) ~ c~. 

nach detl Elementenpaarel~ 

� 9  C e - ) . - I  Cr--) .+l  �9 . .  ( ~ - 1  C~ C~+I 

(~,--i C , , - s247  C,, C~+I  ~ + 2  

ihrer vorletzten und letzten Kolonne zu ent- 
wickeln, wobei als Faktor des Paares c,,+,c~+l+~ genau dieselbe soeben 
angefiihrte Determinante (~ -- 2) - ten  Grades mal (--  1) t+n+~+l fiir n < m 
und ( "  1) i+n+m flit n ~ m auftritt, um die Gteichheit der beiden Seiten 
von (21) einzusehen. 

II. Im zweiten Falle, x = 2~ ~-1 ,  hat man fib (19) zu schreiben: 

(27) Tz, .  ~ 2 ,  + l,  ~. -- ~2~' ~['f2" +1,  ~ ~--- ~2,-- I 1I]~' + 2, ).-~1" 

Von den hier in Relation gebraehten Determinanten besitzen ~ , ,  q~2,, 
~ , .  +,, ~. + 1 den Grad ~ ~ 1, die iibrigen den Grad ~. 

Zum Beweise yon (27) entwickelt man ~ , ,  und qs.~, nach ihrer 
( ~ , -  i - ~  1)-ten Kolonne mit dem Kopfelement c,_~: 

(28) o. M.. 
~ - 0  n---O 

Alsdann wird die linke Seite in (27): 

(2sa) - M,, + ,, ,.), 
nmO 

jedoch verschwindet fiir n =: 0~ das Summationselement, weil T,~,, + l, l mit 
(-- 1)~'elLo, ~2,,+1, i mit (--  1)'+lMo zusammenf~llt, die Summierung 
bleibt also nut von n ~ 1 bis ~, zu erstrecken. 

Nun figurieren die Unterdeterminanten L ,  M von ~.~, ~5~ auch 
als solehe yon 

Co~ . . . ,  c,,_l-l, C~,-I+I, . . .~ C~, (~+1, 

C 1 ,  . . . ,  6~--).~ C r - l + 2 ,  �9 . . ~  C, ,§ 6 ~ + 9 ,  
~--  1);" ~/12r + o.).-t- 1 ----- : 

Denn bezeiehnet man rechts die zum Sehnittelement d e r  (n-~  1)-ten 
Zeile und (h ~-~l)-ten Kolonne gehSrige Unterdeterminante mit U ~ ,  
so ist 
(29) L~-~ (-- 1) ~ V , , ,  M~ = (-- 1) ~-~ U~,,,_~, 



72 A. Tauber. 

daher findet man fib den Ausdruek (9_8a), d .h .  die linke Seite der zu 
beweisenden Gleiehung (27), die Form 

(30) (-- 1)~ '~c.-z+n (Un~ Uo, ~-1 -- Uo. Un, . - t ) .  
~t----1 

Entwiekelt man jetzt rechts tn (27) die Determinante ~2~-1 naeh der 
Kolonne mit  dem Kopfelement c,._~.+1: 

(31) ~_~_I =- ~ c._i+I+. K~= ~-~c,,_~.§ K~_I, 
n ~ 0  n~l 

so sieht man, d ~  zum Beweise yon (27) die Verifikation der Gleiehung 

(32) (--1)~(U,~Uo,,._~--Uo~U~ .... ~)-~K,t_~t~._,,+~,~.+~ 

geniigt. Naeh dem vorerw~ihnten Minorensatz, angewendet auf die Deter. 
minante (28b) ist abet U,~ Uo:,,-1- Uo~U~,~_l gleich dem Produkte 
dieser Determinante (-- 1); ~.z,+~, l+l real derjenigen Determinante (v -- 1)- 
ten Grades, welehe aus ihr durch Unterdriickung sowohl der ersten und 
( n §  1)-ten Zeile als der v-ten und ( v §  1)-ten Kolonne hervorgeh~, mit  
dem Zeiehen (--1)~+! versehen. Andererseits ist K~_~ reehts in (32) 
gleieh ebendieser Determinante (v -- 1)-ten Grades real (-- 1) "-;'+"-~, wo- 
mit (32)bewiesen erseheint. 

Beziig!ieh tier Determinanten yon der Form ~, q5 oder allgemeiner 
yon der Form 

(33)  F = 

61 .o  ~ 6 2 1  ~ , . .  , C) ,  v 

0 ) . o §  ~ C ~ 1 §  ~ �9 . , ~ C ) . v §  

~ ) . o §  ~ (~), l+v'~ - �9 - ,  C ~ v + v  

mit irgendwelehen ganzen positiven Zahlen 20, ~1, "-- grSl3er oder gleieh 
Null, gelangr auflerdem noch, in w 2, der folgende Satz zur Anwendung: 

Nennt man F~, diejenige Determinante, welehe aus F dutch Er- 
hShung der Indizes der Elemente der (!~ ~ 1)-ten Kolonne um 1 

(34) entsteht, hingegen iV die durch ErhShung der Indizes in der 
letzten Zeile entstehende, so folgt 

Diesen Satz beweist man durch Schlu• von v auf v-~-1. 
und F nach den Elementen der letzten Zeile entwickelt: 

(35) v 

Es seien F 
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dann lassen sich, wenn E,~ jene Determinante bezeiehnet, welehe aus E~. 
entsteht, wenn die Indizes der Elemente der # + 1-ten Kolonne von E~. 
um 1 erh6ht werden, ,offenbar F o, F1, . . . ,  nach der  letzten Zeile ent- 
wiekelt, dutch die Formel 

,u - - I  

(36) + 
~r ~=~u+l  

darstellen. Bei/~ = 0 f~llt der erste Term rechts weg, bei # ~ ~ der letzte. 
Bildet man daher entspreehend (34) die Summe der F ,  yon , u -  0 

bis ~, so ist der mittlere Term ~_Tcx. +~+1 E~ gem~i~ (35) gleich _~, w~ihrend 

in den iibrigen Termen, die unter Vertauschung der Summationsfolge 

-? 

~r u = ~ + l  r . = l  ,u=O 

geschrieben werden kSnnen, c~+~ den Faktor 
~, . - - I  ~.--I 

,u=~r ,u=O /~=0 

aufweist, weleher Ausdruek, wenn der Satz (34) bereits als giiltig /iir 
~ , -  1 ~tat$ ~, angenommen wird, mit der aus E~ dutch ErhShung der 
Indizes in der letzten Zeile yon E ,  entstehenden Determinante E~ zu- 
sammenfallen muff, daher ist 

(38) . = 

und die reehtsstehende Summe identisch Null ,  weft sie mit der zwei gleiehe 
Zeilen enthaltenden Determinante 

~ o + ~ ,  CZs+~, �9 �9 � 9  ( ~ + v  

C~o+~', ~,h+,', , . .  ~ C,a.~,+,, 

iibereinstimmt, wenn man diese nach ihrer letz4en Zeile entwiekelt. 

w 

Beziiglich der Koeffizienten der vorgelegten Potenzreihe werde jetzt 
angenommen, dab sie die Eigensehaft (7) besitzen, wie bei der T a y l o r -  
sehen Reihe oder bei der Lagrangeschen Potenzreihe (11) flit die Wurzel ~1 
y o n  f ( ~ )  = 0 
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(39) '~ - Y = f .  )z..~ ~(y) f (Y)"  
~Y ~=o 

mit Ko~ff~ienten v~(y), deren Rekarsion gems jener fiir die h, vgl. (10), 

a %~(~) oo(y)=l  (39a) v.(y)-~ ~ + l d y  f ' ( y )  ' 

lautet, so dat~ bier die ~%anktionen a~.(y), ~.(y) die Werte aufweisen: 

+ 2 ) f  (y) ,  v~(y)---~- f , ( y )  , 

oder bei der Potenzreihe yon ~ nact~ Potenzen yon f(Y-~) wenn 
f , ( ~ ) ,  ' 

f'(~)~- 
gesetz~ wird: 

o~ 

~ ~ y ) f , ( y ) ~ : ,  - -  Y ~ f" (Y) ~=o 

(40) oy (~) = ~,.(y).,~+~ (y) + ~(u) ,,,~(~), 

~.(y)= .+2 ~(y)=(2~+1"~ f'(y) 
�9 f , ( y ) ,  ~ ~ "  

Eine eIementare Ableitung der Reihe (10) finder man iibrigens, wenn 
man vorerst eine Funktion u zweier unabh~mgig-vor~mderlichen x, y dutch 
die Gleichtmg f ( y )  ~ f ( y  'b  u )  = x definiert, aus den dutch partielle 
Differentiation nach x mad y gewonnenen Gleichungen 

- f ' ( Y  + , a x  - -  

f ' ( y + u )  eliminiert und so die Eigenschaft yon u:  

~y) ~ + ~  ~ +  1 = o, 

nachweis~, woraus, solange u in GesCal~ einex 1)otenzreihe _~ .~,(y)x ~ 

vorausgesetzt @erden darf, welche gliedweise Differentiation nach y ge- 
stattet, die Bedingungen (10) fiir die h resultieren. 

Um den Satz (12), der unter den Voraussetzungen (7) gilt, dutch 
vollst~dige Indaktion beweisen zu kSnnen, bedarf es jedoch eiuer ver- 
allgemeiner~en Formu|ier'ang desse|bea: 

Besitzen die GrSgea c~ ~--c,,(y) die in (7) angegebene Eigenschaft, 
so ist der Diiterentialquotient der mit Itilfe dieser GrSt~en c ge- 
bildeten Determinante (33) gegeben dutch (41) 
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Zum Beweise entwickelt man F ,  wie in (35) ,  nach den Elementen 

der letzten Zeile F=~:~c~p+,$]t, und differentiiert nach y ,  so folgt ge- 
~a=0 

mli~ (7): 

man darf abet, we~ der s (41) bereits ]iir v -  1 start ~, als bewiesen 
anflenomme~ wird , 

?~--1 v 

setzen, wo E~,~ genau wie in w 1 aus E~, gebildet wird, indem man die 
Indizes der ( ~ +  1)-ten Kolonne von E~ um 1 erhSht. 

dR Der auf die �9 beziigliche Tail yon 7]~ in (42) ist daher 

p - - i  r 

1~=0 ~=0 Y.=,u +i 

oder wegen der aus (7a)  folgenden Oteichungen: 

"% F 0, das heil]~ identisch mit dam 
?z=O x=O 

rechts in (41) auf die �9 beziiglichen Teile. 
Es bleibt also noch nact~uweisen, dal~ die fibrigen,-yon a abhgngigen 

Terme in (42),  nach Substituierung von (43) flit -j~-y. 

,~:0 /.*=0 x=O n=.u+l  

den Wer~ 2%,+, .F~,  aas (41) repr~isentieren. Mit diesem Ietz~eren Aus- 

druck abet kann man nach (36) die Umformtmg 
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and eine weitere dureh Vertnusehung der SummationsfoIge in den Doppel- 
summen 

~--I ~ ~, 

! t = O  ~ = ~ t + l  r.=O 

V r - -  1 

t t = l  ~ = 0  

vornehmen. Der erste Term in (45). und der migtlere in (45a) sind 
iden~iseh, so da~ in der Differenz des Am~trueks (45) minus dem Auso 
dmek (45a),  geordnet naeh den GrSI~en c~,+,, als Faktor von % + , ,  
wenn man beriie~ichtigt, da~ ~.,~+,, -- o~+~,_ i ~ -  o naeh (7 a) unabhgngic J 
yon ~ ist;, 

i ~--I ~ ] v--I 

~=0  ~=~t +1 J ~=O 

, - 1  
resultiert. Wied.er ist, wie in w 1, die Summe ~ ' E f , ~  .E,, und die 

Summe ,__Zoc~l,+ , E ,  = 0, wonach endlieh die Gleichheit der Ausdriicke (45) 
! 

und (45a),  daher tier Satz (41) bewiesen erseheint. 

Dutch die ~pezialisieruv~len 2:~ = ~ und 2/, = tt -~ 1 erh~lt man aus 
der Determinante F die urs_priinglieh eingefiihrten Determinanten ~ , ,  
~a,.+l, vgl. (2), ffir welehe abet die Indizeserhfhung nut bei der / e~e~  
Kolonne  ein yon Null versehiedenes Resultat, n ~ I i e h  q~, resp. r 
gemiill (4), l iefert ,  weil sonst, dutch Indizeserhfhung in einer friiheren 
Kolonne, die Entstehung zweier gleiehen Kolonnen bewirkt wird. Dann 
nimmt der Satz (41) die einfaehe Gestalt an 

und  hierin besitzt, je naehdem x = 2~ oder 2~-~-1, also 2~, =-,u oder 

# -~ t ist, die GrSBe . o ,=  Zv~.~,+:, den Wer~ 

ode  
,u=O te=O 

im Einklang mit  Satz (12). 

In dem Beispiel der Potenzreihe (40) fib die Wurzel ~ einer Glei- 
ehung f(~/)-----0 wird 

e.~,. -- ( ,  + 1) (2,  + 1) f" (y) -- ( ,  + 1) (2,  + z) z"(Y) 
�9 i f (y )  , e~+l  i f ( y )  
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daher fiir ~edes 

(46) e~ . + l  , ,  �9 ~-~ = --  --:5-- f (Y)'  

und die Gleiehungen (13) ,  (14) erhalten die Form 

~ 1 , 1 . ~ ,  1 
7--4-7 - ~ " ~ " 

(47) 
f ' ( y )  ~: ~ + 1 / ~ , + ~ . . + . . - + ~ + ,  = ,+~. ,s ,~+~- f " (y ) -  

w  

Hervorzuheben beziiglich des Beispiets der L a g r a n g e s e h e n  Reihe (10) 
ist noch, dab genau so, wie aus ihr das N e w t o n s c h e  Ndherungsver]ahren 
zur Berechnung einer Wurzet ~ yon f ( ~ 7 ) ~  0 entspringt, indem man die 
erst~ i n - ~  1 Terme dieser Reihe 

2 2 (48) ~, , (y )  = ( -D'<h"(Y) f (Y)~ f (Y)  ~ 
~ :  = y - - -  c ~ ( y ) f ( y )  

~.=o f '  (Y) ~=o 

als I terat ions/unktion benutzt, um ~ als Grenzwert der Folge y, Yl, Y~, " "  

Y~ = ~ ( Y ) ,  Y.. = I~ . (Y~) ,  Y~= l~.(Y0), . . .  

darzustellen, auch der n- re  N~herungsbruch des korrespondierenden Ke~ten- 
bruchs (wenn man die Form (39) zugrunde legt) 

r( )[tl ol  ,ay i oor(  l (49)  @ ~ - Y - = Y - f ' ( y ~  ( )  t ~ I ~ 

als Iterationslunktion gewiihlt werden kann. Das Verhalten der beiden 
Funktionen ~ ( y ) ,  (~ , (y)  ist infolge des n-fachen Verschwindens yon 

~ :  (y) == ( -- 1 )'~ h:  (y)  f(y) '~i  n !, daher auch ~) von (~: (y)  flit y ---- ~1 gleich- 
artig, insoweit es den Konvergenzgrad betrifft. 

" , f ( y )  Aul~er der linearen N e w t o n s c h e n  Iteration ~1 (Y) -= ~ tY)  = Y" f ,  (y) 

kommt also, fiir n = 2, die linear gebrochene 
'( 

f ( y ) f  y) 
- ~ f ( Y )  f " ( y )  

in Betracht, welche allerdings mit der tinearen, angewandt auf die Gtei- 

chung f ( v ) f ' ( ~ 7 ) - ~ - - 0  koinzidiert usL 

Einige Ausfiihrungen hieriiber sollen in anderem Zusammenhange vor- 
gebracht werden. Nur beziiglich der namentlich fiir reelle Iterationen 

a) Well die Differenz f. (y) -- | (!/) ja ( ;t + 1 )fach fiir y = 't verschwinden mull. 
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wichtigen Berechnung des Diflerentialquotienten O~(y) sei erw/ihnt, dab 
man fiir diesen ebenfalls eine explizite Formel linden kann, vgl. (59). 

Setzt man ~ fiir den N~iherangsbruch rechts in (49), also 

1~_, (R ._~=fP._~ ,  S~- l= f 'Q~- i ) ,  (50) ~ = Y  s._~ 

so folg~ dutch Differentiation n~ch y 
! l  ~[2~ ~t t 

(5~) E_% = sL,-s,,-1 ._~§ 
ely 8~ 

und der Z~hler des husdrucks rechts besitzt, weil P~-l,  Q~-x yon den 

Graden E(~@t-), E ( 2  ) in f, somit R._~, S._, yon den Graden 

1 A- E ( ~ ) , E  (~)  sind, wie leieht nach~urechnen, den Grad n in f. 

Er solI abet durch f" teilbar sein, woraus man soiort, wenn die Niiherungs, 
Z~hler und -nenner 

entwlekelt gedaeht werden, flit ~ dqJ, / .. ~-1~,t , je nach n = 2 ~ n  t-1 und 
n ~--~ 2r den Weft 

? 

d(f q,) -(f'g,)~ +P, dy 
respektive 

erNil$. 

f , _  ,~ d~, _ d(f'~,) 
" q,~ - ( f '~, )  -~-~ + P , - 2 7 - - -  

Start dessen kann geschrieben werden 

(58) 
~q~ 1 -- ~-~ fiir n ~ 2 ~ ,  

in welcher Darstellung auf der rechten Seite nut die Koeffizienten der 
hdch~ten Potenzen yon f in den P, Q auftreten, niimlich 6) 

~) "Vg|. z. B, P e r r o n ,  a. a, O. S. 30I, naeh leichter Modifik~tion der  Bezeieh- 
nungsweise: fiir a~, a~+l: A,~, B~ dort ist hier ~o, - a~, xP,,-1 + Q~-1, Q,~-~ gesetzt. 
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~ = ( - -  I ) ' % %  . . .  cr 

, [ o, o,o. 

(54) 
L = ( -  i ) '+'  ~1 ~ . . .  "~,-1L~--r ~ + . . .  + ~,~, . . .  ~,,-1~ 

~ - - ( -  i ) ' ~  ~ ... '~.,-1. 

Fiir n---~ 2 , 3  verifizier~ man ohne weiteres verm6ge der Eigen- 
schaften (39a,  b), welche den KoeIfizienten c der Potenzreihe (39) zu- 
kommen, daft die rechte Seite der fi~ $~(y)  erhaltenen Gleichung (53) 
mit (~ -{- 1) % % % . . .  % iibereinstimmt. 

Allgemein beweist man den Satz 

d $,___2, ---_ (n+ 1 ) ~o~, a~ . . .  ~ . f ~  (55) ~v 
Q~-~ 

folgendermaBen: Die Substitution des Wertes ~ ~ _ s / ~ _ ~ _ . .  fiir a~,  
entsprechend (3), fiihrt fiir die GrSBen (54) zu 

(50) 

).=0 

dadu~ch bekommt die reohte Seite yon (53) die Form 

v~ , _ l , f'~ ~ f v, ~_ ~---~, ~ . 
fik n ~ 2 ~ + l  

(-----,I i+' 1# ,v.,_~} ~ # = v,,_,v.~+lj j i~r . = s , , .  

S o l l  d ies  gleieh (n -k 1 ) % ~ . . .  % = (n + 1) ~ .  ] ~._~ sein, so erfordert 
die Anwendbarkeit des Schlusses yon ~, auf ~ + 1 das Bestehen yon 

t 

(5~) 

welche Gleichungen man in der Tat mit Hilfe der Gleichungen (13), an- 
gewendet anf das bier in :Rede stehende Beispie] (39), 
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( 5 8 )  (~+2)  ( ~ + i )  " 
1 f "  

verifiziert, (Man'bildet die Gleichung (58) fiir u ~ 2u ~- 2 und z ~- 2~-~  1, 
multipliziert mit (2~:~-4)/~/~,.+.~ resp. ( 2 ~ - 2 ) / ~ , .  und subtrahiert, so 
geiangt man zur ersten Gleichung(57). Und zur andern, wenn man (58) 

muttipiiziert und subtrahiert.) Somit ist bewiesen: 

Nennt man P~-I]Qn-1 den n - t en  N~herungsbruch des mit  der Po- 

tenzreihe ~v c,~ (y) f(y)~ in (39) korrespondierenden Kettenbruchs und 

f u ~  P--1 

(59) 4 q ~ .  ( n + l ) f  ~ ~ .  
dy Q ~ ~n-',. 

wo die ~ nach (2) sich durch die Koeffizienten c ausdriicken. 

(Eingegangen am 14. Juli 192t,) 


