390 O. BLuMENTHAL,

Einige Minimums-Sitze tber trigonometrische und rationale
Polynome.

Von

Otro BruMeNTHAL in Aachen, zur Zeit im Felde.

Das Hauptresultat dieser Note bezieht sich auf trigonometrische Poly-
nome mit Jauter reellen Nullstellen, die eine gewisse Minimums-Eigenschaft
besitzen, und ist in Abschnitt A. enthalten. In Abschnitt B. wird daraus
ein notwendiges Kriterium fiir rationale Polynome mit lauter reellen Null-
stellen abgeleitet, das mir neu zu sein scheint.*) Von dem Satze iiber
trigonometrische Polynome 148t sich eine Anwendung auf die Lehre von den
ganzen Funktionen machen, die ich weiterhin bearbeiten zu konnen hoffe.

A
Trigonometrische Polynome mit lanter reellen Nullstellen,

Wir bezeichnen mit 7, (z) einen Ausdruck
(1) T (#)=A4,+ A cosz+ B sinz+---+ 4, cos nx -+ B, sin nzx
mit teellen Koeffizienten, fiir den
@) AS+ A2+ Bi 4+ A2+ B =1,
Die Veriéinderliche # wird stets im folgenden reell angenommen.

Es gelten die folgenden bekannten Hilfssétze, die ich zur Vollstindig-
keit mit einfachen Beweisen versehe.

Hilfssatz 1. Ein Polynom T, hat im Periodenintervall 0 <z < 2
hochstens 2n Nullstellen.

Dricken wir némlich die cos und sin durch Exponentialfunktionen
mit imaginiirem Argument aus, und setzen ¢'* = E, so wird

C)) Ty(%) = E~" Py, (E)

wo P,, ein rationales Polynom hédchstens (2x)%*" Grades bedeutet. (Der

*) Ich habe allerdings keine Gelegenheit gehabt, Literatur einzusehen.
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Grad ist niedriger, wenn 4 = B, =0 ist.) Es gibt daher hochstens 2n
Werte £ vom Betrage 1, fiir die P,, verschwindet, und jedem dieser
Werte entspricht genau eine Nullstelle von 7, (2) im Periodenintervall.
Hilfssatz 2. Es gibt ein und nur ein Polynom T, mit vorgelegten 2n
Nullstellen im Periodenintervall.
Sind &, - -+, £ die verlangten Nullstellen, so ist, wie leicht zu sehen,

"Sk iz iEk zx)

@ To(2) = Cﬁ sin x——g—gk = C’ﬁ (e— BT g8 g 1
k=1 k=1

ein Ausdruck der gewiinschten Eigenschaften, wenn noch die Konstante
s0 bestimmt wird, daB Bedingung (2) erfiillt ist. Auf das in C noch
willkiirliche Vorzeichen kommt es fiir das folgende nicht an.

Ein zweites Polynom 7, der gleichen Eigenschaften aber kann nicht
existieren; denn wird
3) 7, = E~"Py, (E)
gesetuzt, so miissen nach (3) Py, und Py bis auf einen konstanten Faktor
ibereinstimmen. Dieser Faktor ist aber = 1, wegen (2).

Hilfssatz 3. Die Polynome mit reellen Nulistellen bilden eine stetige,
abgeschlossene Menge.

Da nimlich das Periodenintervall als geschlossene Menge aufzufassen
ist, bildet die Gesamtheit aller Systeme von 2# verschiedenen oder gleichen

Punkten
gu gsn ) gn

des Intervalls eine abgeschlossene und stetige Menge. Jedem solchen System
entspricht nach (4) ein einziges Polynom T, das das System zu Null-
stellen hat. Das Entsprechen ist stetig. Daher bilden auch die Polynome,
bzw. die Systeme ihrer Koeffizienten, als stetiges eindeutiges Bild einer ab-
geschlossenen, stetigen Menge, eine Menge, die stetig und abgeschlossen ist.*)

Aus den Hilfssitzen 1. und 3. folgt eine Tatsache, die den Gegenstand

unserer weiteren Betrachtungen bilden wird:
Im Bereiche der Polynome T, mit 2n reellen Nullstellen besitzt die
Verbindung
Ci=A4; + B;

ein von Null verschiedenes Minimum.
Denn die Menge der Werte C7 ist in dem Bereich endlich, stetig und
abgeschlossen, besitzt also ein Minimum. Der Wert CF = O gehort nicht

* Die Hilfssitze gelten auch fiir Polynome mit komplexen Nullstellen. Die
Beweise von 1. und 2. bestehen ungeindert, in 3. bedarf der Punkt o einer leichten

erginzenden Betrachtung.
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dem Bereiche an, denn 4, = B, =0 liefert ein Polynom héchstens (n—1)t®
Grades, das hochstens 2% — 2 Nullstellen im Periodenintervall hat. Daher
ist das Minimum sicher von Null verschieden.

Die Frage, die wir behandeln wollen, ist die nach dem genauern Werte
dieses Minimums. Sie wird entschieden durch den Satz:

Von allen Polynomen T, hat

(5) t,(x) = C(1 + cos x)
den kleinsten Wert C,.

Der Beweis ist ganz elementar.
Die trigonometrische Entwicklung von ¢ (z) wird am einfachsten so
ausgefihrt:

‘x iz 2n

2, 2
(1 + cos z)* = 27 cos?” % = 2" (E_iéf___._)

1 {% (2")-}- (ng_fl) cosz + (n2_"2> cos 2x+m+cosnx}‘-

gn—1 n
Wird
2 __ 1 2
® BT R A e e

n

gesetzt, so ergibt sich also:

{5") tﬂ(x)=l'”{—;~(2")+ (n2n1) cos x4+« 4 cos nx}

n —

Bemerkung: ¢,(x) hat eine 2n-fache Nullstelle am Punkte z = a.
Wie leicht zu tibersehen, besitzt jede Funktion (1 -+ cos(@— &))" bei be-
liebigem § den gleichen Wert C,. Dieser ist also unabhingig von der
Lage der 2n-fachen Nullstelle. Diese Bemerkung gilt auch fiir die im
folgenden betrachteten Funktionen.

Zu unserem Beweise vergleichen wir die Entwicklung (5") mit der
Entwicklung des allgemeinen 7, mit 2# reellen Nullstellen auf Grund
des Ausdrucks (4), den wir nur zur formalen Vereinfachung so schreiben
wollen:

2n
z— z— z— —
Tn(x)=Ccos—-~§‘~cos g’~-~coss~—§ﬂ‘-=Cl lcos—"f—c——ﬁ
2 2 2 2

k=1

80 daB also die Nullstellen bei &, + = liegen.
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Es ist

2 'S iz €, iz

=1 :
_ iﬂ[(,; Y gt e_m)
+2( ) gu-ve g ¢ (5% o)
+22( S VR SL) ISP (3 -5-9) e I :|
- [eos (2~ 2) +§cos (0 —1)z+ & —2)
+§Zcos((%— 2)a + & + f — 5)+ - ]

wo die mehrfachen Summen in {iblicher Weise tiber alle Kombinationen
2n
verschiedener Indizes zu erstrecken sind, und ¢ = _S_' £, gesetzt ist.

Eine Ausnahme macht nur das letzte Glied, welches den Faktor -21— erhilt:
D0 S )
k, Ky ky,

Wir kommen auf die Entwicklung fiir (1 + cos#)* zurlick, wenn & — 0
gewiahlt wird.

Um den Koeffizienten C' zu berechnen, bilden wir die Summe Q der
Quadrate der Koeffizienten der cos und sin in der Entwicklung (7), wobei

wir den Faktor 55?;:5 der Kiirze halber weglassen L — C ist dann der

Ve
gesuchte Koeffizient und gleichzeitig der Wert C,. Es ist

= Folen ) (Foe]
[ (ZF i)

Wir haben das Maximum von @ zu berechnen. Wir schitzen dazu jede
einzelne der eckigen Klamwmern ab.

Mathematische Annalen. T.XXVIIL 26
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Dies geschieht durch Anwendung folgender Ungleichung:
Sind p,, Py, - -+ p,, reelle Grofen, so ist

(Prtpe+-+0.) Sm(p’+ 0+ +0.);
das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn alle p eimander gleich sind.
Beweis durch SchluB von m — 1 auf m. Es ist
(D +0;+ - +0,)
= (pl +p2+ U +pm—1)2+ (Qplpm-l- 2p2pm +--+ 2pm—1pm) +p1:21'
Nun ist nach Voraussetzung

D+t D)’ S (m—1) (0 + 2"+ +Pa 1),
ferner bekanntlich
20 Pn S0+ D3
Deher ergibt sich im ganzen die gewlinschte Ungleichung.
Wenden wir sie auf eine der eckigen Klammern des Ausdrucks @ an,
beispielsweise auf

(22 cos (gk + g’__;_>)2+ (22 sin (gk.}_ £ — %))9
k 1 k [
Die Summe hat (22”) Glieder, ist daher

() 2 2 (o (et bimg) + st (5+6-3)) < (V)

Das Gleichheitszeichen tritt nur dann ein, wenn sémtliche cos und sin
einander gleich sind, d. h. wenn alle £, einander gleich sind. Das ist aber
gerade der Fall der Funktion (1 + cos (z— &))"

Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. Es ist also fiir alle
Polynome T, mit 2» reellen Nullstellen

(8) Coz T

wo T, durch Formel (6) gegeben ist. Die Zahl = wird im folgenden
auch mit M, bezeichnet werden: "

(9) M= ()4 () ()L

B.
Anwendung auf rationale Polynome,

Wendet man die eben gebrauchten Methoden direkt auf rationale
Polynome

(10) P(e)=dyz"+ djo"*4 - -+ d,

an, so ergibt sich nur ein triviales Resultat:
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Werden die reellen Koeffizienten so normiert, daf
(107 G2+ di+---+adi=1
ist, so haben unter allen Polynomen, welche n Nullstellen in dem Intervall
(— 7, +r) haben, die beiden an den Enden n-fach verschwindenden Polynome

do (2 1)
den kleinsten Koeffizienten d,,.

Es 148t sich aber aus unserem Resultat iiber irigonometrische Poly-
nome auch ein interessanteres Ergebnis iiber rationale Polynome mit
lauter reellen Nullstellen ableiten, in dem die Beschrinkung der Null-
stellen auf ein endliches Intervall (—7, +7) wegfillt.

Zu diesem Zwecke transformieren wir die reelle Achse in den Ein-
heitskreis. Die allgemeinste Kreisverwandtschaft, die dies leistet, 1d8t sich
schreiben "

oz, + &
(11) 7= vo, + 7’
wo die tiberstrichenen GroBen, wie tiberall in der Folge, konjugiert-kom-
plexe bezeichnen. Wir wenden diese Transformation auf das Polynom (10)
an und setzen dabei dessen Grad als gerade, gleich 2% voraus.*) Polynome
ungeraden (rades gehen in diese Form ein, wenn man d, =0 setzt. Fihren
wir (11) in (10) ein und bringen auf einen Nenner, so erhalten wir einen
Zihler TT,, (#,) vom Grade 2u:

T (o) = 6o + e ' + -+ e, 18" + 6,8
+ -é,n_izln—l + ¢ + -8-151 + é-o-
Hat P,,(¢) nur reelle Wurzeln, so liegen siimtliche Wurzeln von TT, (2,)
auf dem Einheitskreis. Dividieren wir TI,, durch 2, und setzen 2z, = ¢,
so entsleht ein trigonometrisches Polynom T, (x), das 2w reelle Nullstellen hat.
Auf dieses 1Gft sich dann der in A. bewiesene Satz anwenden.
Zur Ausfiihrung bemerken wir zundchst, daBl die Koeffizienten 4,, B,

dieses I folgende sind:

Ag=¢,; Ay=¢, 1+ 8, s, By=1i(e,.,—2,_) (h=1,2,-,m).
Wir erhalten somit als Kriterium fiir lauter reelle Nullstellen

4)e,|? g 1
TalTaarT i Tas» ~
oder
(12) 4(M,—1) | — 4]e, | —.--—4le,_4]*—€2 > 0.

Diese Bedingung (12) mup fiir alle Werte «, y erfiillt sein. Wir wollen
den Ausdruck linker Hand in (12) mit @, bezeichnen und genauer ufiter-
suchen.

*) Die Bedingung (10") wird dem Polynom P,, nicht auferlegt.
26*
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Die GroBen e, sind Formen (2n)** Dimension in den vier homogenen
Verinderlichen «, &, y, 7, deren Koeffizienten Vielfache der Koeffizienten
d; von P,, sind. Diejenigen Glieder von ¢, die mit d, multipliziert sind,
s¥nd von der Dimension I in y, 7. Ferner ist ¢, homogen von der Dimen-
sion 2% —k in den GroBen «, y, homogen von der Dimension  in den
liberstrichenen GrsBen w, 7.

Darans folgt: Jede Norm je, 2 ist homogen von der Dimension 4n
in allen vier GréBen e, g, y, 7, sie ist auBerdem homogen von der Dimen-
sion 22 in dem nicht-iiberstrichenen nnd dem iiberstrichenen GréBenpaar.
Die Koeffizienten der einzelnen Potenzprodukte sind quadratische Formen
der Koeffizienten d,, und zwar hat der Koeffizient eines Potenzproduktes
von Dimension L in p, 5 gensu das Gewicht L.

Die wichtigsten Eigenschaften der Funktion @y, aber ergeben sich
durch folgende Uberlegung: In (12) gilt das Gleichheitszeichen, d. b. @,
verschwindet, dann und nur dann, wenn TT,,(s,) eine 2n-fache Nullstelle
hat. Denn dann hat £,~*TT, (z,) die Gestalt (5): C(1 + cos (z—§)" Dies
tritt in zwei Fillen ein:

1) Wenn « und p in reellem Verhiltnis stehen: « = Ay, a= 47.
Es ist der Fall, in dem die Substitution (11) entartet. In diesem Falle
ist also €y, = O, und daraus wird geschlossen, daB @,, durch die Ver-
bindung ap — ey teilbar ist. In der Tat, da @, homogen vom gleichen
Grade 2% in «, y und w,  ist, 1iBt sich schreiben

Q. = a’”&’”p(««z-, ;) (p = Polynom).

A
«

Ordnen wir » nach Potenzen von ’ und dividieren durch

5Ty ex(1 D)

—

durch, so bleibt als Rest ein Polynom in I, das fir alle reellen Werte

des Verhiltnisses verschwindet, also identisch Null ist.

Weil aber @;, auBerdem symmetrisch in den ungestrichenen und
gestrichenen Grofen ist, muB es sogar durch (e —ay)® oder |ap —zy|?
teilbar sein. Denn wenn @, = (¢y—cy) g,, gesetzt wird, mub ¢,, sein
Zeichen wechseln, wenn ungestrichene und gestrichene GroBen miteinan-
der vertauscht werden, also verschwinden, wenn « und y reell sind. Da
g;, in ungestrichenen und gestrichenen GriBen je homogen vom Grade
2n v 1 ist, lassen sich die vorhergehenden Uberlegungen nochmals an-
wenden und zeigen, daB auch g, durch ey — &y teilbar ist.

Wir setzen also
(139 Cra = 07—y 2Ry,
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und erhalten unsere notwendige Bedingung fiir 2n reelle Nullstellen wvon
P, (2) in der endgiiltigen Gestalt:

(13) Ry, 20,
wo Ry, eine Form der Ordnung 4% — 4, je homogen von der Dimension
2n — 2 1n ungestrichenen und gestrichenen Grofien ist.

2) B,, verschwindet identisch in «, &, p, p, wenn P,, = (2 + a)®" ist.
Daraus ergibt sich die Bedeutung der als Koeffizienten der Potenzprodukte
in R,, auftretenden quadratischen Formen der d,. Diese miissen nimlich
im Falle der genannten Funktionen (2 + a)** simtlich verschwinden. Man

erhilt solche Formen, wenn man zwischen zwei Produkten d,d,,
20
d, = ( T ) at,

den Parameter o eliminiert. Es bestitigl sich so, daB die quadratischen
Formen isobar sind. Die Form vom kleinsten Gewicht ist

2\ 2 2
4z = ( 1n> thydy — ( 2%) dy?
und hat das Gewicht'2. Wir fragen nach der Anzahl N, der Formen ¢,

vom Gewicht L. Es ist Ny = Np,—r. Fiir gerade L=2L" (L<Ln) er-
hilt man alle linear unabhingigen ¢z, wenn man d,d; der Reihe nach mit

dydp-1, dsdrg, - -+ AP

kombiniert, es gibt also Ny = L' = _211 Formen. Fiir ungerade L=2L"+1
hat man dyd;
didp—1, dadp_s, -+ Ay dp4a

L—1
2
Die Formen ¢, sind in R,, mit Potenzprodukten multipliziert, die

zu kombinieren und erhilt N, = L' = linear unabhéngige Formen.

von der Dimension L — 2 in y, 7 sind. Die Zahl der linear unabhingigen
reellen (also in 7, 7 symmetrischen) Summen solcher Potenzprodukte ist
genau Nz. Ein vollstindiges System linear-unabhingiger Summen ist
ndmlich fir L < 2n

a2n—-2—-2&2n—1}+1yl ”;L-—2-—Z + a2n—L+7.&2n—2—-2 yL-—2—Z 7’;1

(02225

fir L > 2n erhdlt man das System durch Vertauschung von « und .

Die Gesamtzahl der in R, auftretenden reellen Potenzsummen ist
n(2n—1).

Durch diese Uberlegungen ist die Form des Ausdrucks R,, genau
festgelogt. Es handelt sich zu seiner villigen Berechnung nur noch um
die Bestimmung der Zahlenfaktoren, mittels deren die als Koeffizienten
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der symmetrischen Potenzsummen auftretenden quadratischen Formen aus
den gq; zusammengesetzt sind. Die Anzahl dieser Koeffizienten ist

414 -+ 8 —17) + »?%

wegen des gleichen Baus der Glieder der Dimensionen L und 24 — 2 — [,
miissen aber einzeln bestimmt werden nur

2(1+"‘+(ﬂ-—1)2)-}—n2= (2”——1)3”(75—1) +ng=_ﬂ2*ﬁ;;+;1_)-‘

Man bestimmt sie am einfachsten, indem man in den Ausdrck (13) fiir
Q,, das dem Bau nach bekannte R, mit unbestimmten Koeffizienten
eintrigt und geeignete Potenzprodukte des entstandenen Ausdrucks mit
denjenigen von (12) vergleicht. Ihr formelm#Biger Ausdruck ist uniiber-
sichtlich. Ich gebe die Resultate fiir die drei niedersten Gradzahlen:

n=1
-Rg = d12____ 4d0d2.

n=2
R, = — 1(8dydy —3d,%) 0?32 — 14(6dyd, — d, dp) @ (a7 + &)
~ {4(16dyd,— dy dy) + (36dyd, — dy2} (e*7° + &%)
+{50(16d,d, — d, dy) — 26(36d,d, — &%)} eiip
— 14(6d,d,— dzds) (e7 + ay)yy — 1(8dyd, — 3d32)?’2’;2
n=3
Ry = — 39¢gyate* — 128¢;0®a’(ap + & p)
—{82¢,+ 409"} e &2 (e*p? + «®p®) + (588¢," — 528¢," } e®aly ¥
— {2845+ 20g," } ewi(o®p°+-0%%) + { 10624, — 864, } *a%y 7 (¢ 7+ &)
— {405 +4¢," +4" } (AP +aY)
+ {12969, —120¢," — 47¢,"} aay7 (633® + @p?)
+ {2196y + 6489,” — 444q,”"} o?a2p*7?
{284+ 20¢,"} (2740 ) yp+ { 1052g5—3649," } e wp?* (ap+ap)
{82¢5'+40¢,"} (a*9 +ap%) 252 + (588, — 528¢,” } @y’
— 1289, (e + @) p*7* — 89q,, 17
9y =12dyd,—5d,*; 6=94,d,—2d,dy; q4=8d d,—d, dy, ¢, =15d,d,—d,*
o5 = 15dydy — dyd,, g;" =50d,dy — dydy;
g5 =36d,d; — d,d;, ¢, = 32501‘,016 — dydy, g5 = 400d,ds — dy?
@' = 16d,d; — dydy, ¢," = 50d,d, — dyd,;
95 =8dyds—dyd;, ¢"=15dyd—d%; gy=9dyd,—2d,dg; g,o=12d,d,—5d,5.

1
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Ein Sonderfall Nimmt man |e| groB gegen [y', so wird in Ry,

das erste Glied (mit «*"~?%?"-%) das Vorzeichen bestimmen. Der Koeffi-
zient dieses Gliedes ist

2m)\ 2 2
Cg. = C[( ln\) dody — ( 2%) d12:“
Es ist leicht zu sehen, daB der Zahlenfaktor C immer negativ ist. In

der Tat muB (22n) C gleich dem Koeffizienten der mit d? 3" a¥n-23*

multiplizierten Glieder in (12) sein.*) Nun liefert aber |e)|* kein Glied
dieser Form, die in |e,|% -, ¢? auftretenden Koeffizienten sind simtlich
positiv, daher C negativ.

Darauns folgt: Wenn

(21")2d0d2 — (22”) d:>0

'P2n(z> =0

st, hat die Gleichung

sicher komplexe Wurzeln.

Dieses Resultat 188t sich auch einfach aus der Descartesschen Regel
ableiten, und wnmser Kriterium stellt sich also als eine Erweiterung dieser
Regel dar. In der Tat, schafft man in P,,(¢) durch die Verschiebung
2 =24+ a das Glied in #'%*~1 weg, so erhilt man

2
(21n) dyd, — (2;@) a2
H
(21n) d,
In unserem Falle findet also zwischen den beiden ersten Gliedern kein
Vorzeichenwechsel statt, und dann zeigt die Descartessche Regel, da8
hichstens 2% — 2 reelle Nullstellen vorhanden sein kdnnen.

Die Bedeutung des Kriteriums fiir die praktische Auflosung von Glei-
chungen wird wohl kaum erheblich sein. Es gestattet, unter Umstéinden
die Existenz komplexer Wurzeln nachzuweisen, dann namlich, wenn sich
komplexe GroBen «, y finden lassen, die R,, negativ machen. So findet
man, daf 2*41=0 und 2*—1=0 komplexe Wurzeln haben, indem

man im ersten Falle ¢ =y = 1, im zweiten ¢ =1, p = ¢ setat. Aber die
Auswahl geeigneter «, y ist in der Regel schwierig, und die langen

z’?n-—ﬂ + oo,

P(2) = P,(¢) = do#'® +

*} Denn o~ . =
Qon =7 — @y|* By, = (20@yF — o*7* — &%) By,

enthélt das Glied 0
c ( 2’"/) dlg uﬂn .&ﬁn—-272

als einziges seiner Arth.
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Formeln sind im allgemeinen fiir numerische Ausrechnung unhandlich.
Bei Anwendung des Kriteriums auf Polynome ungeraden Grades kann
es vorteilhaft sein, diesen durch Multiplikation mit einem unbestimmten
Faktor 2 — a geraden Grad zu verleihen, wodurch noch ein dritter Para-
meter @ in das Kriterium eingeht.*)

C.
Erweiterungen.

. Hat ein trigonometrisches Polynom mindestens 2(n — m) reelle Null-
stellen, so folgt aus den Hilfsséitzen des Abschnitts A. (siehe FuBnote S. 391),
daB der Ausdruck
Ar+Bi+ -+ Ai-m+ Ba-m
Av+Bi4- -+ A1+ BI 4 45

und- also auch
()

ein von Null verschiedenes Minimum besitzen muB. Ebenso muB fiir alle
rationalen Polynome (10), die mindestens #» —m Nullstellen in dem Inter-
valle (—7, +r) haben, der Ausdruck

(4s) _ ddtdit e tdn
¥ A1+ dnys+ -+ i

ein von Null verschiedenes Minimum annehmen. Die Bestimmung dieser
Minima und der Funktionen, die das Minimum ergeben, ist aber erheblich
schwieriger als in dem in A. behandelten Falle, und auch die Resultate sind
verwickelter und verlieren dadurch an Interesse.**)

Nur in einem Falle kommt man noch mit ganz einfachen Uber-
legungen zum Ziel. Wir fragen néimlich nach dem Minmimumn des Aus-
druckes

Aﬁ+Bﬁ++Aﬁ_m+Bz—m
A2 i1+ B mi1 -+ Af+ BI + 43

g AntBat-- 4l BY
Af

fiir ein trigonometrisches Polynom, das #berh aupt reclle Nullstellen haben soll.

. *) Wegen der Parameter «, y haben wir wnendlich viele notwendige Kriterien
fiir lauter reelle Nullstellen. Diese lassen sich durch eine einzige ersetzen, nimlich

min B, =>0.

20 =
ayy

Die Funktion der linken Seite ist aber jetzt eine im allgemeinen irrationale alge-
braische Funktion der Koeffizienten d,.

**) Eine einfache allgemeine Eigenschaft der Minimumpolynome glaube ich
allerdings festgestellt zu haben und hoffe, sie demn#chst geben zm kinnen,
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Nach friither Gesagtem kénnen wir annehmen, daB eine Nullstelle bei
x = 0 liegt. Dies ergibt

A+ A, +-+ A + Ay =0.

Weitere Bedingungen sind den Koeffizienten 4;, B, nicht aufzuerlegen.
Die Funktion, die S zum Minimum macht, muB offenbar lauter verschwin-
dende Koeffizienten B, haben. Es handelt sich also schlieBlich darum,
Ay, - A, so zu bestimmen, daB

Aot 4,
(An+ +A1),

moglichst klein wird. Dies ist aber nach einem oben (Abschnitt A.) be-
wiesenen Hilfssatz dann der Fall, wenn

A=A, =---=A =4, Aj=—nd

ist, wo schlieBlich noch 4 =1 gesetzt werden kann.
Die Minimumfunktion des Ausdruckes S ist also

(14) T(x) = —mnm+ cos x + cos 2z + - - - + cos nz,

und -diese Funktion hat # = 0 zur zweifachen Nullstelle. Sie hat keine
anderen: reellen :Nullstellen. Das Minimum des Ausdruckes S ist

’ 1
(14) S=-

Die Methode des Abschnittes B. gestattet, hieraus ein notwendiges
Kriterium dafiir abzuleiten, daB ein rationales Polynom »%*" Grades liber-
haupt reelle Nullstellen hat.

Auch eine Frage tiber rationale Polynome 1Bt sich vollstindig be-
antworten, nimlich die Frage nach denjenigen Polynomen #*® Grades, die
zwischen —# und + 7 wenigstens eine Nullstelle haben, und den Ausdruck
— do2+d12‘|‘"'+dyf_—_-_1
— 7
zum Minimum machen. Ich verfahre nach einer Methode, die allgemeinerer
Anwendung fihig zu sein scheint.

Ist b eine Nullstelle des Minimumpolynoms P (7), und @(#) ein Poly-
nom hochstens (n— 1)* Grades, das die gleiche Nullstelle hat, dann darf
kein Ausdruck der Form P(2) + a2z Q(¢) (« ein Parameter) den Ause
druck s kleiner machen als P(¢). Ist also

Q(2) = 02"~ 4 08"+ - + 0,y
so muf} fir das Minimumpolynom
doy + dy 0y + -+ dy 10,y = 0

S
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sein. Dies folgt durch Differentiation nach &« Wir wihlen nun fiir ¢
alle Polynome der Form

0() = #(—D) E=0,1,:n—2.
Es folgen dann der Reihe nach die folgenden Gleichungen:
(18) d,_y—bd, =0, d,_3—0bd,_3=0,---, dy—bd, =0.

n

Das Polynom P(z) hat demnach, wenn d,=1 gesetzt wird, die Form

%n—1 zn—-2 2

(15/) P(z)=zn+ 31) _I____i;r_l__.,,+bn_1_(bﬂ+bn—2+...+gﬁ1__2>’

wobei der letzte Koeffizient d, sich aus dem Verschwinden bei z=p
ergibt.

Es 148t sich unmittelbar schlieBen, daB das Minimumpolynom nur
eine einzige Nullstelle zwischen —» und + » haben kann. Denn wire ¢
eine zweite solche Nullstelle, die von b verschieden ist, so miiBten auch
die (15) entsprechenden Beziehungen d, , —e¢d,_, =0, ... bestehen.
Eine Doppelwurzel bei z = b ist aber auch unmdglich, denn die Ableitung
P’(#) hat fir £ =0 lauter Glieder gleichen Vorzeichens.

Es bleibt noch die Wurzel b zu bestimmen. Es ist leicht zu sehen,

daB sie eines der beiden Intervallenden — #, 4 » sein muB. Denn es ist

1 1 1
e tatt ey 1

§ = (b”'{"'bn—z‘l‘""‘l— 1 )2 =b2n+b2(n—-l)+“_+b2

bn—2

und nimmt mit wachsendem |b| ab.
Also muB |b| = r sein. Die beiden Méglichkeiten b = - liefern aber
den gleichen Wert des Ausdrucks s.

Also: Ein Minimumpolynom, das zwischen — v und + 7 mendestens
eine Nullstelle besitzt, ist

n—1 "

\ w1 2
16 m@) =+ 2t Ty

r r

Z

= (r”+r”‘2+--°+;,§:;§)

rﬂ

und hat nur die eine einfache Nullstelle r im Intervalle (—rLe< 7).
Es existiert noch ein einziges anderes Minimumpolynom, das durch
Vertauschung von # mit —r erhalten wird. Das Minimum von s ist beidemal

, 1
(167) §= L[ i

Ein Teil dieses Satzes, daB nimlich m(z) keine Wurzeln im Innern
des Intervalles (—r, +7) besitzt, den wir hier durch Minimumsbetrach-
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tungen erschlossen haben, l&Bt sich auch elementar beweisen. Dividiert
man némlich m(2) durch 2z — 7, so kommt

my(8) =21 (r 4 1) 2 4 (P L D)3 (S

1
-3 + rn—l)’

rn

und es ist zu zeigen, dafl dieses Polynom keine Wurzeln z (J2| < |r|) be-
sitzt. Wir kénnen » positiv annehmen. Wir setzen zur Abkiirzung

U, = (,Jc+... +":T) gn-l—k,

dann ist
k-1 1 k—1 1
7 +.,.+_..___ r +...+_...._._
uk—-l____ ,'Jc-l g = rk’l 3
w,  x 1 T -1 1 1 r’
r.—}—...—r—. r +-..+-—-———- [
7 F1 +rk+1
und daher
Bo1) 12l <
Uy, r ="

Sei nun zuerst n gerade. Dann 1aBt sich schreiben
my (2) = (s + %) + (g 24g) + - -+ (Uy_g + %, _y).
Die Klammern sind nach dem Bewiesenen fiir alle betrachteten Werte

von #z positiv, daher auch m,(2).
Sei zweitens n ungerade. Dann ist

my (8) = (u,) + (g + %) + -+« + (Uy_g + %, _4),
worin abermals fiir alle betrachteten Werte von 2z die samtlichen Klammern
positiv sind.

Im Felde, Juli 1915.




