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Einige Minimums-Sktze fiber trigonometrische und rationale 
Polynome.  

Yon 

OTTO BLTJ~NTHAI, in Aachen, zur Zeit ira Felde. 

tlas Hsup~resultat dieser Note bezieht sich auf trigonometrische Poly- 
home mi~ ]auger reeUen Nulls~llen, die eine gewisse Minimums-Eigenschaft 
besit~en, und ist in Absehnitt A. enthalten. In Abschni~ B. wird daraus 
ein no~weMiges Kriterium ftir rationale Polynome mit lauter reellen Null- 
stellen abgeleitet, das mir neu zu sein scheint.*) Von dem Satze tiber 
trigonometrisehe Polynome l~gt sich eine Anwendung auf die Lehre yon den 
ganzen Funktionen rnachen, die ich weiterhin bearbeiten zu k~nnen hoffe. 

A~ 

Trigonometrische Polynome mit lauter reellen NuUstellen. 

Wir bezeichnen mit T,,(x) einen Ausdruck 

(1) r . (~ )  = Ao + A~ cos z + B~ sin x + . . .  + A.  cos . ~  + ~ .  sin ~z  
~nit i-eellen Koeffizienten, flit den 

Die Ver's x wird s~ets im folgenden reell angenommen. 
Es gelten die folgenden bekannten Hilfss~tze, die ich zur Vollstiindig- 

keit mit einfachen Beweisen versehe. 
Hi l f ssa tz  1..FAn Pdynom T. hat im Periodeninterval~ 0 ~ x < 2~v 

h ~ r  2n ~ullstdlen. 
Drilcken wir n~imlich die cos und sin durch Exponentialfunktionen 

mit imagin~rem Argument aus, und setzen e~ffi ~ ,  so wird 

(3) r.(z) = E - - P , , ( ~ )  

wo Pa. ein rationales Polynom h6chstens (2n) ~n Grades bedeutet. (Der 

*) Ich habe allerdings keine Gelegenheit gehabt, Litera~r einzusehen. 
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Grad ist niedriger, wenn A, = B n ----0 ist.) Es gibt daher hSchstens 2n 
Werte E yore Betrage I, ffir die Ps, versehwindet, und jedem dieser 
Werte entspricht genau eine Nullstelle yon T,,(x) im Periodenintervall. 

H i l f s s a t z  2. ~s gibt ein und nut ein .Polynom T, mit vorgelegten 2n 
Nullslellen im _Periodenintervall. 

Sind ~1, "" ", ~, die verlangten Nullstellen, so ist, wie leicht zu sehen, 

(4) T, (x) ----- C sin ~ e - - e  "~ e 

ein Ausdruck der gew~inschten Eigensehaften, wenn noch die Konstante 
so bestimmt wird, dab Bedingung (2) erfiillt ist. Auf das in C noch 
willkiirliche Vorzeichen kommt es fiir das folgende nicht an. 

Ein zweites Polynom T~ der gleichen Eigenschaften aber kann nicht 
existieren; denn wird 

= ( E )  (3 ' )  " "  L ' - -  ' 

gesetzt, so mfissen naeh (3) P~, und P~, bis auf einen konstanten Faktor 
fibereinstimmen. Dieser Faktor ist aber --~ I, wegen (2). 

H i l f s s a t z  3. /h'e Polymone mit reellen Null#ellen bilden eine stetige~ 
abgeschlossene Mange. 

Da niimlieh das Periodenintervall als gesehlossene Menge aufzufassen 
ist, bildet die Gesamtheit aller Systeme yon 2n verschiedenen oder gleicherL 
Punkten 

des Intervalls eine abgesehlossene und stetige Menge. Jedem solcheu System 
entspricht nach (4) ein einziges Polynom T,,  das das System zu :Null- 
stellen hat. Das Entsprechen ist stetig. Daher bilden aueh die Polynome, 
bzw. die Systeme ihrer Koeffizienten, als stetiges eindeutiges Bild einer ab- 
gesehlossenen, stetigen Menge, eine Menge, die stetig und abgeschlossen ist.*) 

Aus den Hilfss~itzen 1. und 3. folgt eine Tatsache, die den Gegenstand 
unserer weiteren Betrachtungen bilden wird: 

Im Bereiche der Polynome T.  mit 2n reeUen Nullstellen besitzt die 
Verbindung 

ein yon Null verschiedenes Minimum. 
Denn die Menge der Werte C. s ist in dem Bereich endlieh, stetig trod 

abgeschlossen, besitzt also ein Minimum. Der Weft  C. s ----0 gehiirt nichg 

*) Die ttilfss~ttze gelten auch ffir Polynome mit komplexen Nulls~llen. Die- 
Beweise yon 1. und 2. bestehen uuge~ndert, in 3. bedarf der Punkt r oinez leich~ea 
erg~nzenden Bo~rach~ung. 
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dem Bereiche an, denn A~ = B.----0 liefer~ sin Polynom hSchstens (n--1) t~ 
Grades, das h6ehstens 2 n -  2 Nullstellen im Periodenintervall hat. Daher 
ist das Minimum sicher yon Null versehieden. 

Die Frage, die wir behandeln wollen, ist die nach dem genauen Wefts 
dieses Minimums. Sis wird enbehieden durch den Satz: 

Von allen Polynomen T~ hat 

(5) t,(x) -- C(i + cos x)" 
den kleinsten Weft C.. 

Der Beweis is~ ganz elemen~ar. 
Die trigonomeirisehe Entwieklung yon t.(x) wird am einfaehsbn so 

~usgef~lhrt: 
i~ r $. (-+--) z = 2  . e ~ e ~. (1 + cos x)" = 2" sos'" -~ 

' { ' (7)  (,,?) ( ' " )  } =~.----Y T + 1 c o s x +  n - - 2  c o s 2 x + . . . + c o s n x  �9 

Wird 

(6) r~= 1 /2~t\' (n2__~)' (21~) ' T [ ~ ) +  i + " ' +  +i 

gesetz~, so ergibt sich also: 

1 

B e m e r k u n g: t~ (x) hat sine 2 n-lathe Nullstelle am Punkte x = x. 
Wie leicht zu tibersehen, besitzt jede Funktion (1 + cos (x--~))" bei be- 
liebigem ~ den gleichen Wert C~. Dieser ist also unabhingig yon der 
Lags tier 2n-fachen Nullstelle. Diese Bemerkung gilt auch ftir dis im 
folgsnden be~raehbbn Funktionen. 

Zu unssrem Beweise vergleichen wir die En~wieklung (5") mi~ der 
Entwicklung des allgemeinen T~ mit 2n reellen Nulls~ellen auf Grund 
des Ausdrucks (4), den wit nut zur formalen Vereinfachung so schreiben 
wollen: 

r.  (x) --- c cos ~ - ~ ,  ~ - ~ ,  ~ - ~ , .  ol-  ~ - - ~ - -  cos ----C- "'" cos - ~ = cos x--~----~ k 
2 k=l 

so dab also die Nullsblbn bsi ~k + = liegen. 
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Es ist 

2n '~n *r ix  i~k ix 

H x2~' H e ~ e'~-e2 e ~ 2  ( 7 )  c o s  = 
k = l  k = l  

'" ) 
~ -  e 2 ~ inx  _~ e 2 e-tnx 

k 

' E  
k 

+.2'.Z,:,os(,:~-,:)x+~,,+~,-§ , 

wo die mehrfachen Summen in fiblicher Weise fiber alle Kombinationen 
2n 

verschiedener Indizes zu ers~recken sind, und ~ = ~  gesetzt ist. 
k----I 

1 Eine Ausnahme macht nur das letzte Glied, welches den Faktor T erhiilt: 

1 z. . . . .Z,  (0,,. + 
kn. 

Wir kommen auf die Entwicklung fiir (1 + cos x) ~ zurfick, wenn ~ -  0 
gewiihl~ wird. 

Um den Koeffizienten C zu berechnen, bilden wir die Summe Q der 
Quadrate der Koeffizienten der cos und sin in der Entwieklung (7), wobei 

I I _ C is~ dann der wir den Faktor ss(~_1----- ~ der Kfirze halber weglassen. ~-~ 

gesuehte Koeffizient und gleichzeitig der Wert C~. Es ist 

+ [ ( z z  + 0,_ (,,, + 0,_ ;)),] +.... 

Wir haben das Maximum yon Q zu berechnen. Wir sch~itzen dazu jede 
einzelne der eckigen Klammern ab. 

Mathematischc Annalen. LXXVXI. 26 



394 O. B*.~T~L. 

Dies gesehieht dureh knwendung folgender Ungleichung: 
Sind  ~1, P ~ , ' " ,  P,,, reeUe Grgflen, so ist 

(Pl +P~ + " "  + P 2  ~ =< re(P1'+ P** + ' ""  +P2);  
das Gleichheitszeichen gilt nut,  wenn alle p einander gleich sind. 

Beweis durch SchluB yon m - - 1  auf m. Es ist 

(pl + p~ + . . .  +p~)-~ 

ffi (Pl + P2 + " " A-p,,,_ ~) *- + ( 2p~ p,~ -{- 2 p, p,~ + . . . +  2 p,~_ ~p,,) + p,~ . 

Nun is~ naeh Voraussetzung 

(~, +p~ + .-. +p~_,)~ __ (m-- 1) (p,~ + p ~  + . . .  +p~_, ) ,  
ferner bekannflieh 

2p~p,~ ~ p~ + p~. 

Daher ergib~ sich im ganzen die gewfinsehte Ungldehung. 
Wenden wir sie auf eine der eekigen Klammern des Ausdrucks Q an, 

beispielsweise auf 

Die Summe hat ( ? )  Olieder, ist daher 

k l 

Das Gleichheitszeichen tritt nur dann ein, wenn siimtliche cos und sin 
einander gleich shad, d. h, wenn alle ~, einander gleich sind. Das ist abet 
gerade der Fall der Funktion (1 + cos (x--~))'. 

Damit is~ der ausgesproehene Satz bewiesen. Es ist also fiir alle 
Polynome T~ mit 2n  reellen Nullstellen 

(8) c. >_ 
1 wo V, durch Formel (6) gegeben ist. Die Zahl ~ wird im folgenden 

auch mit 2]/, bezeichnet werden: 

(9) 21/. •= X- kn-- ~/ + ' "  A- -b 1. 

B* 

Anwendung auf rationale Polynome. 

Wendet man die eben gebrauchten Methoden direk~ auf rationale 
Polynome 
(10) .P(z) ----- doz" + d l z " - '  + . . .  + d.  

an, so ergibt sich nur ein triviales Resultat: 
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Werden die reellen Koeffi~ienten so normiert, daft 

(10') do ~ + 4 '  + " " + d ' .= 1 

ist, so haben unter allen Polynomen, welvhe ~ 1Vullstellen in dem Intervall 
( ~  r, + r) haben, die beiden an den .Enden n-faeh verschwindenden t)olynome 

d0(,+r)" 
den kleinsten Koeffizienten d o. 

Es l~iBi sieh abet aus unserem Resultat fiber trigonometrischo Poly- 
nome auch ein interessanieres Ergebnis fiber rationale Polynome mit 
lau~er reellen Nullstellen ableiten, in dem die Beschriinkung der Null- 
stellen auf ein endliches Intervall ( - - r ,  + r) wegfiillt. 

Zu diesem Zwecke transformieren wir die reelle Achse in den Ein- 
heitskreis. Die allgemeinste Kreisverwandtschaft, die dies histet, liifit sich 
schreiben 

(11) z = - ~  

wo die iiberstriehenen GriiBen, wie fiberall in der Folge, konjugiert-kom- 
plexe bezeichnen. Wit  wendon diese Transformation auf das Polynom (10) 
an und seizea dabei dessen Grad als geradg glei& 2n voraus.*) Polynome 
ungeraden Grades gehen in diese Form ein, wenn man d o ~ 0 seiz{. Ffihren 
wir (11) in (10) ein and bringen auf einen Nenner, so erhalten wir einen 
Zghler H2,(zt) yore Grade 2n: 

T1~,,(~) = eo~ ~ + e ~  ~ ' -*  + . . .  + e , _ t C  '+~ + e,,~" 

Hat P~=(z) nut reelle Wurzeln, so liegen sgmtliche Wurzeln yon H~,(z,) 
auf dem Einheitskreis. Dividieren wit Ha, , durch zl ~ und setzen z 1 = d '~, 
so entsteht ein trigonometrisches _Polynom T,,(x), das 2n reelle Nullstellen hat. 
A u f  dieses l~iflt sich dann der in A. bewiesene Satz anwenden. 

Zur Ausfiihrung bemerken wir zuniichst, dab die Koeffizienten A~, B k 
dieses T~ folgende sind: 

A o = e.; A~-= e._,  + ~_~,  B k = i(e._ k -  ~._~) (k= 1,2,...,n). 

Wir  erhalten somil als Kri{erium ffir lauter reelle Nulls~ellen 

~/eol' ~ r ~  = _I_ 
~leol'+ 4te~ t ' + . .  �9 + 41e._~ 1'+ e2 - -  .a'/,, 

oder 

(12) 4 ( M . - 1 )  leol ~ -  4levi" . . . . .  4le._~]"-e2 ~ o. 
Diese Bedingung (12) muff f'@r alle Werte a, 7 erfiiUt sein. Wir wollen 

den s linker Hand in (12) mit Q~, bezeichnen und genauer u~iter- 
suchen. 

*) Die Bedinglmg (10') mird dora Polynom P~n nicht aufedeg~. 
26* 
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Die Gr61~en e, sind Formen (2n) u~ Dimension in den vier homogenen 
Ver~nderlichen a, ~, ~,, ~,, deren Koeffizienten Vielfache der Koeffizienten 
d~ yon P~. sind. Diejenigen Glieder yon e,,, die mi~ d~ multipliziert sind, 
sind yon tier Dimension l in ~,, ~. Ferner ist e, homogen yon der Dimen- 
sion 2 n -  k in den Griil~en a, 7, homogen yon der Dimension k in den 
iiberstrichenen Griifien ~, ~. 

Daraus folgt: Jede Norm ie~ ~ ist homogen yon der Dimension 4n 
in allen vier Gr~iBen ~, y:, 7, ~', sie ist auBerdem homogen yon der Dimen- 
sion 2n in dem nicht-tiberstrichenen und dem tiberstrichenen Griit~enpaar. 
Die Koeffizien%en der einzelnen Potenzprodukte sind quadratische Formen 
der Koeffizienten d~, und zwar hat der Koeffizient eines Potenzproduktes 
yon Dimension Z in y, ~, genau das Gewicht L. 

Die wich~igs~en Eigenschafben der Funktion Q~,, aber ergeben sich 
durch folgende ~berlegung: In (ll 0 gilt das (~lei~hhei~szeiehen, d. h. Qh 
vers~hwinde~, dann und nur dann, wenn T'[~. (z~) eine 2n-lathe Nullstelle 
hak Dean dann ha~ z~-'l'[~.(z~) die Gestalt (5): C(1 -t- cos (x--D) ~. Dies 
trier in zwei Fhllen ein: 

1) Wenn ~ und 7 in reellem Verh~ltnis stehen: a = A y ,  & ~  A~,. 
Es ist der Fall ,  in dem die Substitution (11) entartet. In diesem Falle 
ist also Q~ ~ O, und daraus wird geschlossen, dab Q,.~ durch die Ver- 
bindung a ~ - - ~ y  teilbar ist. In der Tat, da Q~ homogen yore gleichen 
Grade 2 n "  in a~ ~, und ~ ~, ist, l~Bt sich schreiben 

) (p-- Polynom) 

und dividieren dutch Ordnen wit p nach Fotenzen yon 

dutch, so bleibt ale Rest ein Polynom in 7 -~, das ffir alle reellen Werte 

des Verh~tnisses verschwindet, also identisch Null is%." 
Weil abet Qgn aul~erdem symmetrisch in den ungestrichenen und 

gestrichenen GrS~en ist, muB es sogar durch ( a ~ - - ~ , )  ~ oder l a ~ - - ~ , l  ~ 
teilbar sein. Denn wenn Q~ ~ - ( g ~ - ~ ) q ~  gesetzt wird~ muB qj~ sein 
Zeichen weehseln~ wenn ungestrichene und gestrichene GrSBen miteinan- 
der vertausoht werden~ also verschwinden, wenn ~ und ~, reell sin& Da 
~ in ungestrichenen und gestrichenen Gr0Ben je homogen yore Grade 
2 n ~ - 1  ist~ lassen sich die vorhergehenden Oberlegungen nochmals an- 
wenden und zeigen~ dab such qs~ durch a ~ -  a r  teilhar ist. 

V~ir setzen also 
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und erhalten unsere notwendige Bedingung fiir 2n reelle Nullstellen yon 
t )~  (z) in der endgiiltigen Gestalt: 

wo / / ~  eine Form der Ordnung 4 n -  4, je homogen yon der Dimension 
2 n -  2 in ungestrichenen und gestriehenen GriiBen ist. 

2) R ~  verschwindet identiseh in a, ~z~ 7, 7, wenn P~,--:  (z q-a) ~ ist. 
Daraus ergibt sieh die Bedeutung der als Koeffizienten der Potenzprodukte 
in /~,~ auf~retenden quadratisehen Formen tier d~. Diese miissen niimlich 
im Falle der genannten Funktionen (z-t-a) ~ s~im~lich verschwinden. Man 
erhiilt solehe Formen, wenn man zwisehen zwei Produkten d~,d~, 

d~= (~n) a ~, 

den Parameter a eliminiert. Es bestKtigt sich so, dal~ die quadratisehen 
Formen isobar sind. Die Form vom kleinsten Gewich~ ist 

2 n  2 

und hat das Gewicht~2. Wir  ffagen naeh der AnzahI ~Tz der Formen qz 
vom Gewicht L. Es ist Nz-~  N~ , - z .  FOr gerade L ~  2L'  ( L ~ n )  er- 
hiil~ man alle linear unabhi~ngigen qL, wenn man d o dL der Reihe nach mit 

dld~-l,  d~dL_~, . . . ,  ct~, 
.L 

kombiniert, es gibt also _hrz ~ L'  ~- -~ Formen. Ffir ungerade L ~ 2L'  q- 1 

hat man do dz, 
dldz_l ,  d2d~_~, . . . ,  dL, dz,+l 

zu kombinieren und erhiil~ N~ = L ' - -  L -  1 linear unabhiingige Formen. 2 
Die Formen q~ sind in B~, mit Potenzproduk~en multipliziert, die 

yon der Dimension L -  2 in 7, 7 sind. Die Zahl der linear unabhiingigen 
reellen (also in 7, 7 symme~rischen) Summen solcher Po~enzprodukte is~ 
genau ~rz. Ein vollstiindiges System linear-unabhiingiger Summen ist 
niimlieh ftir L ~ 2 n 

(0<~< r~-2) 
ffir L > 2n erhiilt man das System (lurch Ver~ausehung yon a und 7. 

Die Gesamtzahl der in ~ auftreienden reellen Potenzsummen ist 

Dutch diese Uberlegungen ist die Form des Ausdrueks R2~ genau 
festgelegt. Es handelt sieh zu seiner vSlligen Bereehnung nur noch um 
die Beslimmung der Zahlenfaktoren, mittels deren die als Koeffizienten 
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der symmetrischen Potenzsummen auf~retenden quadra~iselaen Formen aus 
den qz zusammengesetzt sind. Die Anzahl dieser Koeffizien~en ist 

4(1 + . . .  + (n--l)  ~) + n~; 

wegen des gleichen Baus der Glieder der Dimensionen L u n d  2n -- 2 ~ L 
miissen aber einzeln bestimmt werden nur 

2(1 + . . .  + ( n - - l )  ~) + n  ~ =  ( 2 n - - 1 ) n ( n - - 1 )  
3 

Man bestimmt sie am einfaehsten, indem man in den Ausdrck (13') fiir 
Q~, das dem Bau nach bekannte / ~  mit unbestimmten Koeffizienten 
eintriig~ und geeignete Potenzprodukte des entstandenen Ausdrucks mit 
denjenigen yon (12) vergleicht. Ihr formelm~i~iger Ausdruck is~ uniiber- 
sichtlich. Ieh gebe die Resultate fiir die drei niedersten Gradzahlen: 

n - - 1  

~ =  d?-- 4do~. 

n - - 2  

_ {4(16dod_dad~ ) + ( 3 6 d o d _ d ~ }  (r + -~7 ~) 
+ {50(16dod~--dlds) -- 26(36dod~--d2~)} a-~7~, 

-- 14(6d, d4--d, ds) (a~, + ~r) r~, - 7(8d, d~--3ds*)7*7 ~. 

n = 3  

tt6 = - -  39q~ a ' h a -  128qsaS~s(aP + ~7) 

- { ~8 q~'+ 2%"} ~ ( ~ , ~ , +  ~ , )  + { 105~ ~ ' -  36~q~" } ~*~*r ~ (~ ~ + ~ r) 
--i  4q,' + 4 ~n"-k qn" } (a' fi' + ~'7') 
4- { 1296q6'-- 120q6"-- 47 qe"' } aa77 (a~ '~ + -53.79 
+ {2196q~" + 648q~"- 444~"'} a ~ 7 ~  

--- { 28 q~'4- 20q(' } (as~+-6~7~)7~,4- { 1052q~'-- 364ff~" } a-6 72~,'(a~, +-~ 7) 
--{ 8~q~' + 40q~" } (~,~, +~v~) ~ +{ 588 q~'- 5~8q / }  ,c~rff, ~ 
- -  128~9(a fi 4-57)7~, ~ -  39q~07'~'; 

~=12dod2--5d~ i q~=9dod~--2d~ d~; q~'=8dod~--d~ d~, g,"=15dod~--d~; 

~ ' =  ~Sdo~ -- 4d, ,  q(' ---- 50 ~o ~ --  4 4 ;  
~/~'----- 36dodn-- dld~, ~1~"= 325dod~--d,d,., q~'" = 400d0d ~ -- d~i 

qT'= 15d~d~ -- d~ds, q~"= 50dxd ~ -- da:d~.; 
qs'------Sd~d~--d~d~, qs"=.15 d~dn--d,~; g.9-----9 dnd~--2 d~d~; qao=12d, dn--5d~ ~. 
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E i n  So nderfal l .  Nimmt man lal grog gegen 17', so wird in / ~ ,  
alas erste Glied (mit. a ~ - ~  ~ - ' )  das Vorzeichen bestimmen. Der Koeffi- 
zient dieses Gliedes ist 

Es ist Ieicht zu sehen, dag der Zahlenfaktor C immer negativ ist. In 

der Tat mug (" ; )  C gleieh dem Koeffizienten der mit d,' a'" ~ ' " - '  ? '  

multiplizierten Glieder in (12) sein.*) Nun liefert aber leol 2 koin Glied 
dieser Form, die in e. auftretenden Koeffizien~en sind siimfiich 
positiv, dahor C negativ. 

Daraus folgt: Wenn 

ist, hat die Gleichung 
= o 

sicher komplexe Wureeln. 
Dieses Resultat liil~t sich auch einfach aus der Descartesschen Rego[ 

ableiten, und unser Kriterium stellt sich also ats eine F/rweiterung dieser 
l~egel dar. tn der Tat, sohatR man in Pj,(e) dureh die Verschiebang 

----z'+ a das Gliod in ~,~,-1 wsg, so erhiilt man 

( 
g'S~-~ -~ �9 �9 .. 

In unserem Falle finder also zwischen den beiden ersten Gliedern kein 
VorzeichemvechseI start, und dann zeig~ die Deseartessche Regel, da~ 
hSchstens 2 n -  2 reelle Nullstellen vorhanden sein kSnnen. 

Die Bedeutung des Kriteriums ffir die praktische AuflSsnng yon Glei- 
chungen wird wohl kaum erheblich sein. Es gestattet~ unter Umsf~nden 
die Existenz komplexer Wurzeln nachzuweisen, dann n~m]ich, wenn sich 
komplexe GrSBen a, 7 finden lassen~ die Rs, negativ maehen. So finde~ 
man, da~ x~+ 1 = 0 und # - - 1  = 0 komplexe Wurzeln haben, indem 
man im ersten FaUe a = ? = 17 im zweiten a -- 1, ? =ffi i setzt. Aber die 
Auswahl geeigne~er a, 7 ist in der Regel schwierig, und die langen 

*) Denn 

enth~l~ das Glied 

Ms einziges seiner Ar$. 
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Formeln sind im allgemeinen fiir numerische Ausreehnung unhandlich. 
Bei Anwendung des Kriteriums auf Polynome ungeraden Grades kann 
es vorteilhaf~ sein, diesen durch Multiplikation mit einem unbes~immten 
Fak~or z ~ a geraden Grad zu verleihen, wodurch noeh ein drifter Para- 
meter a in das Kriterium eingeht.*) 

C. 

Erweiterungen. 

Hat ein trigonome~risches Polynom mindes~ens 2 ( n -  m) reelle Null- 
s~ellen, so folg~ aus den Hilfss~tzen des AbsehnR~s A. (siehe FuSnote S. 391), 
dat~ der Ausdruck 

a ~ +  ~ §  

un& also auch 

A~-~+~ + B~-~+~ +. . .+ ~ + ~ +.4~ 

ein yon Null verschiedenes Minimum besitzen mul~. Ebenso mu$ fiir alle 
rationalen Polynome (10), die mindestens n -  m Nullstellen in dem In~er- 
valle (--r, +r) haben, der Ausdruck 

do ~ + d~ + . . .  + d~ 
(At) d~§ + d~+~ + ... + a~ 

ein yon Null verschiedenes Minimum annehmen. Die Bestimmung dieser 
Minima und der Funktionen, die alas Minimum ergeben, ist abet erheblich 
schwieriger als in dem in A. behandel~en Falle, und aueh die Resul~ate sind 
verwiekeRer und verlieren dadurch an In~eresse.**) 

Nur in einem Falle kommt man noch mR ganz einfachen Uber- 
legungen zum Ziel. Wit fragen n~imlich nach dem Minimum des Aus- 
druckes 

S = ~ + ~ + "  + ~ + ~ 

fiir ein trigonometrisches ~olynom, das iiberhaupt reelle 2Vullstellen haben soll. 

*) Wegen der Parameter ~, ~, haben wir unendlich vide notwendige Kriterien 
ffir lau~er reelle Nulls~ellen. Diese lassen sich dutch eine einzige erse~zen, n~mlich 

ra in /~  ~ ~ 0. 

Die Funk~ion der linken Sei~e is~ aber je~zt eine im allgemeinen irra~ionale alge- 
braische Funk~ion der Koeffizien~en d k. 

**) Eine einfache allgemeine Eigenschaft der Minimumpolynome gl~ube ich 
~Uerdings fes~ges~ell~ zu haben und hoffe, sie demn~chs~ geben zu k~nnen. 
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Naeh fl'fiher Gesagtem kSnnen wir annehmen, da$ eine Nullstelle bei 
x = 0 liegt. Dies ergibt 

A~+ A~_ 1 + - . -  + A 1 + A 0 = 0. 

WeRere Bedingungen sind den Koeffizienten Ak, B k nicht aufzuerlegen. 
Die Funkfion, die S zum Minimum macht~ mug offenbar lauter verschwin- 
dende Koeffizienten B k haben. Es handelt sich also schlieBlieh darum, 
A t , . . - ,  A, so zu bestimmen, dab 

A,,~ + . . .  + A,* 
(An + . . .  + A,)~ 

miiglichst klein wird. Dies ist aber naeh einem oben (Absehnitt5 A.) be- 
wiesenen Hilfssatz dann der Fall, wenn 

A 1-=A~ . . . . .  A , , = A ,  A o = - n A  

ist, .we sehlie$1ich noch A = 1 gesetzt werden kann. 
Die Minimumfunktion des Ausdruekes S ist also 

(14) T ( x )  ---- - -  n + cos x + cos 2x + - . .  + cos n x ,  

und dieso :F~k t ion  hat x----0 zur zweifaehen Nullstelle. Sis hat keine 
av/clereIr ~eelten :Nullstellen. Das Minimum des Ausdruekes S ist 

1 
(14) --. t S~ 

Die Methode des Abschnittes B. gestattet, hieraus ein notwendiges 
Kriterium daffir abzuleiten, dab ein rationales Polynom n ~n Grades fiber- 
haupt reelle NullsteUen hat. 

Auch eine Frage fiber rationale Polynome l~Bt sich vollstiindig be- 
antwor.~en~ niimlich die Frage nach denjenigen Polynomen n ten Grades, die 
zwischen --r und +r wenigstens eine Nullstelle haben, und den Ausdruck 

do 2 + d, ~ +... + a~_ i s~- a~ 

zum Minimum machen. Ich verfahre nach einer Methode, die allgemeinerer 
Anwendung fiihig zu sein scheink 

Ist b eine Nullstelle des Minimumpolynoms /)(z), und Q(z) ein Poly-. 
nora hiichstens (n-1) un Grades, das die gleiche Nullstelle hat, dann daft 
kein Ausdruek der Form P ( z ) +  a z  Q(z)  (a ein Parameter) den Aus~, 
druck s kleiner machen als P(z). Ist also 

= . . . +  

so mu$ fflr das Minimumpolynom 

do ~o + dl ~1 + "'" + d~_ ~ ~ _  t --- 0 
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sein. Dies folgt dureh Differentiation nach a. Wit  w~ihlen nun fiir Q 
alle Polynome der Form 

Q(z) = zk(z--b) k=O, 1,~..,n-- 2. 

Es folgen clann der Reihe naeh die folgenden Gleichungen: 

(15) d~_~- -bd ,_ ,=O,  d , _ a - - b d ~ _ ~ = O , . . . ,  d o - b d  1-~O. 

Das Polynom/)(z)  hat demnach, wenn do= 1 gesetzt wird, die Form 

~n - -  1 zn-- 2 

+ b, - -  j r ' ' '  j r  bn__ i b~ DF JF " " " j r  

wobei der letzte Koeffizient d. sich aus dem Verschwinden bei ~ = b 
ergib~. 

Es liit~i sich unmittelbar schlieBen~ dal3 das Minimumpolynom nur 
eine einzige Nullsblle zwischen - - r  und jr r haben kann. Denn w~ire c 
eine zweite solche Nullsblle, die yon b verschieden ist~ so miil~ten auch 
die (15) enbprechenden Beziehungen d ,_~- -cd ,~_ l -~O, . . ,  bestehen. 
Eine Doppelwurzel bei z = b ist abet auch unmiiglich, denn die Ableitung 
P'(z)  hat fib z ~-b lauter Glieder gleichen Vorzeichens. 

Es bleib~ noch die Wurzel b zu bestimmen. Es ist leicht zu sehen, 
da]~ sie eines der beiden Intervallenden - -r ,  ~ r sein mul~. Denn es ist 

____. 

1 

§ ---- b2n j r  b~(n-~) J r " "  j r  b ~ 

und nimmt rail wachsendem l bl ab. 
Also muB I b l ~  r sein. Die beiden MSglichkeiten b -  ! r liefern aber 

den gleichen Wert des Ausdrucks s. 
Also: Ein Minimumpotynom, das zwische~--r und Jr r mindestens 

eb~e s besitzt, ist 

(i6) m+, + 7-+... jr__ ( r- jrr - jr... + 

und hat nut die eine einfache ~ullsteUe r i m  IntervaBe ( - - r ~ z ~  Jr-r). 
Es existier~ noch ein einziges anderes Minimumpolynom, das dutch 

Ver~auschung yon r mit - - r  erhalten wird. Das Minimum yon s ist beidemal 

1 (16")  s = 
r~ ~ jr  r~ (~-i) j r . . .  _t_ r 

Ein Teil dieses Satzes, da6 n~mlich re(z) keine Wurzeln im Innern 
des Intervalles (--r ,  jr r) besitzt;, den wit bier dutch Minimumsbetrach- 
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tungen erschlossen haben, liil~t sich auch elementar beweisen. Dividier~ 
man niimlich m(z) dutch z - - r ,  so kommt 

=z"- '  q- (r q-1)z . - '  -t- (r~q-l q- z.-8-t- ... q- (r.-l+r~-S +...q- r---r,- l- 

und es ist zu zeigen, dab dieses Polynom keine Wurzeln z (1~I~ lrl> b~- 
sitzt. Wit  kiinnen r positiv annehmen. Wir setzen zur Abktirzung 

dann ist 
uk = (~i-t-... +--~) z ~-1-t , 

rt-1 + ... +__L_I ~k-1 + . . .  + ~  
ut_ 1 ~t-1 rk-i 

~ ' ~ "  1 Z ~  r ~ - I  1 1 r '  
uk r~+ . . . . r  ~ + " ' + ~ k - 1  + ~+----r 

und daher 

uk-11 Izl < 1 

Sei nun zuersl n gerade. Dann liil~ sich schreiben 

mi(~) --  (~0 + ~1) + ( ~  + ~8) + �9 �9 �9 + (%_~ + ~ ._ , ) .  
Die Klammern sind nach dem Bewiesenen ftir alle be~rachteten Werte 
yon z positiv, daher auch ml(~ ). 

Sei zwei~ens n ungerade. Dann is~ 

m,(~) = (%) + (~, + 4 )  + . . .  + (~._~ + ~._,), 
worin abermals ftir alle betrach~elen Wer~e yon z die slimflichen Klammera 
posiiiv sin& 

Im Fe lde ,  Juli 1915. 


