Ueber Aufstellong und Untersuchung von Gruppe und
Irrationalitit regulirer Riemann’scher Flichen.

Von

Wartaer Dyex in Leipzig.

(Hierbei 2 lithographirte 'T'afeln.)

Man hat noch kein allgemeines Princip, welches fiir eine geo-
metrisch vollstindig gegebene Riemaun’sche Fliche die Frage nach
der zugehbrigen Irrationalitit beantworten lisst. Die vorliegende Ab-
handlung nimmt diese Fragestellung fiir die specielle Classe der regu-
liren Riemann’schen Flichen in Angriff. Eine regulire Riem ann’sche
Fliche ist dabei definirt als eine iiber der complexen Ebene oder iiber
einer beliebigen Riemann’schen Fliche N-blattrig avsgebreitete
Fldehe, weleche durch eine Gruppe von N Transformationen, die Ver-
tauschuugen der Blitter, ungeiindert in sich iibergeht. Die Gruppe
dieser Vertauschungen lisst sich einer geometrischen Discussion unter-
werfen; wir erschliessen namentlich ihre Zusammensetzung aus ein-
fachen Gruppen durch gestaltliche Umformungen der Riemann’schen
Fliche. Jene einfachen Gruppen erscheinen uwus bei dieser geometrischen
Untersuchungsweise ebenfalls in Gestalt regulirer Riemann’scher
Flichen. Setzen wir dann die einfachen Irrationalititen, welche diesen
letsteren Fliichen enisprechen, als bekannt voraus, so giebt die geometrische
Deformation unserer wrsprimglichen Fliche wnmittelbar den Weg, wie
wir jene einfachen Irrationalitdten zu der Irrationalitit dieser Fliche
von zusammengesetzter Gruppe su verbinden haben; sie lisst unmittelbar
die Gleichung dieser Fliche aufstellen.

Der Ausgangspunkt vorliegender Untersuchung war die von Herrn
Klein aufgeworfene Aufgabe, fiir dic niedrigsten Geschlechter alle
reguldren Riemann’schen Flichen aufzustellen wnd algebraisch ou
formuliren.*) Hiezu war zuniichst erforderlich, Methoden auszubilden,

*) Klein ,Ueber die Transformation siebenter Orduung der elliptischen
Fuanctionen.* Math, Ann. Bd. XIV, p. 460 Anm.

Citate auf Klein’sche Abhandlungen sind im Folgenden einfach darch
Annalenband und Seitenzahl bezeichnet.
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alle reguliren Riemann’schen Flichen fiir ein gegebenes (ieschlecht
in einer geometrischen Definition zu erhalten, und hijeran kniipften
sich die Untersuchungen, welche die Gruppe jener Flichen betreffen,
Die Flichen vom Geschlechte p = 0, 1, 2, 3 boten hiezu das Uebungs-
material.

In meiner Inauguraldissertation®), auf welche ich namentlich be-
ziiglich einer weiteren Ausfibrung der geometrischen und gruppen-
theoretischen Seite unseres Problems verweisen mochte , findet sich die
Frage von diesen Gesichtspunkten aus behandelt.

In vorliegender Arbeit sind, in Fortsetzung der dortigen Unter-
suchungen, allgemeine Methoden dargelegt, Gruppe [Abschnitt 1.]
und Irrationalitit [Abschnitt 2.] einer reguliren Riemann’schen
Fliche aus der geometrischen Definition derselben zu erschliessen™),
Neben den Beispielen, welche sich in beiden Abschnitten der Arbeit
unmittelbar an die allgemeinen Erorterungen anfiigen, sind in einem
besonderen 3. Abschnitte die reguliren Flichen vom Geschlechte eins
im Anschluss an unsere gruppentheoretischen Untersuchungen be-
handelt und dabei ihre Beziehung zu dem bekannten Transformations-
probleme bez. Theilungsprobleme der elliptischen Functionen entwickelt.

Was die Specialisirung der Fragestellungen auf reguldre Rie-
mann’sche Flichen betrifft und die Beziehung zu den analogen all-
gemeineren Fragen, so sei hieriiber das Folgende erw#hnt:

Die Beschrinkung awf regulidre Riemann’sche Dlichen st keine
wesentliche, insofern man, was die Aufstellung der zugehorigen Irra-
tionalitit betrifft, jede Riemann’sche Fliche durch eine reguldre er-

#) Miinchen, Straub 1879.

#*) Die Frage nach allen reguliren Riemann’schen Flichen eines gegebenen
Geschlechtes tritt damit hier zurtick; doch sei gestattet, das Resultat in Kiirze an-
zufiihren, welches eine vollstindige Aufzihlung der reguldren Riemann’'schen
Fliichen vom (eschlechte p =0, 1, 2, 8 ergiebt:

Innerhalb der angefiihrten Geschlechter sind die cyklischen Gruppen von Prim-
zahlordnung, die Gruppe des Ikosaeders und eine Gruppe von 168 Substitutionen
[bei p = 8] diec einzigen einfachen Gruppen. Die beiden letzteren definiven zwei
von Herrn Klein ausfitwlich untersuchte Irrationalitétén*),

Alle innerhalb wnserer Geschlechter auftretenden zusammengesetzten Gruppen
aber lassen sich in eine Reihenfolge bloss cyllischer Gruppen zeriegen.

Simmtliche Irrationalititen also, welche durch diese Fldchen definirt sind,
lassen sich [mit Ausnahme jener beiden von Herrn Klein discutirien] durch die
blosse Ueber- und Nebeneinanderstellung von Wuiezelzeichen aufbauen.

*) Man vergleiche hier die zugehdrigen Abhandlungen Herrn Klein’s in den Annalen-
banden IX bis XV. Bezuglich der Falle p==0 sehe man ferner: Schwars, wUeber diejenigen
¥alle, in denen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten
Elementes darstellt.’* Borchardt’s Journal, Bd, 75, p. 292 f. und ,Bestimmung einer speciecllen
Minjmalfiiche,”* Preisschrift, Berlin 1871.
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setzen kann, welche die Gruppe der Monodromie fiir die urspriingliche
Fliche charakterisirt. Der Uebergang von der nichtreguliren zur regu-
laren Fliche stellt sich dabei analog dem Uebergange von einer all-
gemeinen algebraischen Gleichung zu ihrer Galois’schen Resolvente.
Thatsdchlich sind ja auch die Gleichungen, zu denen wir durch unsere
reguldren Riemann'schen Flichen gefihrt werden, Galois sche Re-
solventen mit einem oder mchreren Parametern. Insofern nun gerade
solehe Irrationalititen, die in Form gewisser G alois’scher Resolventen
erscheinen, in bestimmtem Sinne als Fundamentalirrationalitiiten zu
betrachten sind®), auf die wir alle anderen transformiren, wird man
gegebenen Falles eine solche Zuriickfiihrung einer wichtreguldren Rie-
mann’schen Iliche ouf eine regulire pweckmissiger Weise jedesmal
auch wirklich durchfithren, und damit die zugehorige Irrationalitit mit
Hiilfe jener Fundamentalirrationalititen darstellen. Ich denke auf die
geometrische Ueberfithrang einer nichtreguliren Riemann’schen Flache
in eine regulire und den entsprechenden algebraischen Process bei
einer anderen Gelegenheit eingehen zu kbnnen.

Eine analoge Beziehung, wie die eben betrachtete, welche gleich
hier angeschlossen sein mag, besteht, rein gruppentheoretisch genommen,
zwischen dem Studium einer Gruppe, sofern sie durch eine Galois’sche
Resolvente mit einem oder mehreren Parametern, also durch eine regu-
lire Riemann’sche Fliche definirt ist und dem Studium der gleichen
Gruppe, insofern sie uns durch eine allgemeine Resolvente, also durch
eine Gleichung schlechthin, gegeben ist, sofern sie also als Gruppe
der Monodromie fiir eine nichtregulire Fldche erscheint.

Denken wir uns im ersten Falle zur Darstellung der einzelnen
Substitutionen der Gruppe eine Indexbezeichnung der Art eingefiihrt,
dass wir jedes Blatt unserer reguliren Kliche mit einem Index be-
legen; es kommt dann die Gruppe durch bestimmte Vertauschungen
dieser Indices zu Stande, wobei jeder Index einmal die Stelle jedes
anderen vertritt**). Wir haben die Gruppe in einer Form dargestellt,
in welcher sie einfach framsitiv erscheint™¥) — Legen wir andererseits
zum Studium der Gruppe eine heliebige Resolvente zu Grunde, lesen
wir sie also aus einer nichtreguliren Fliche ab, so lésst sich auch
hier wieder eine Indexbezeichnung durch Benennung der einzelnen
Blatter dieser Fliiche einfiihren und die Gruppe der Fliche driickt sich
durch Vertanschungen dieser Indices aus. Aber dabei stellt sich die

* Man vergl, diese Annalen Bd. XIV. pag. 170.

#¥) Fir unsere rein geometrische Discussion der Gruppen vertreten gewisser-
massen die Blitter der Flache selbst jene Indexbezeichuung.
.. #% Man sehe hiezu den Aufsatz von Cayley ,,On the Theory of Groups® in
deinf Proceedings of the London Math. Soc. Vol. IX. 1878,

32+
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Gruppe als mehrfach transitiv dar und besitzt neben ihren allgemeinen
und wesentlichen Higenschaften noch specielle, welche sich auf die
Auszeichnung jener Resolvente, also auf die specielle Form ihrer Dar-
stellung beziehen. Man kann vielleicht jene wesentlichen Higenschaften,
die fiir alle mdglichen Darstellungen einer Gruppe unvertindert bleiben,
als die dnvarianten Eigenschoften der Gruppe bezeichnen. Ks sind
gerade diejenigen, deren wir zum Studium der Zusammensetzung unserer
Gruppen bediirfen. Insofern sie fiir sich, ohne ,fremde* Eigenschaften
eben an jener ,, G alois’schen Form* der Gruppe — wenn dieser Aus-
druck gestattet ist — auftreten, werden wir allgemein dazu gefiihrt,
Gruppenuntersuchungen , die sich auf ein Studium der sugehiorigen Irra-
tionalititen bezichen, stets eben an jener Form der Gruppe durcheufiihren,
i welcher sie ewnfach transitiv erscheint.

Es sei schliesslich noch folgende Bemerkung gestattet. Wir gehen
hier stets von einer reguliren Riemanun’schen Fliche aus und studiren
die zugehdrige Gruppe. Die umgekehrte Frage, wie man zu jeder
Gruppe eime requlire Riemann’sche Fliche findet, ist zunichst aus-
geschlossen. Ich denke gerade dieser Fragestellung in Fortsetzung
dieser Untersuchungen niher treten zu kdnnen.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. Felix Klein,
bei dem ich Anregung und mannigfachste Unterstiitzang in vorliegender
Arbeit fand, bin ich zu grossem Danke verpflichtet.

1. Abschnitt.
Geometrisch-gruppentheoretischer Theil des Problems.
§ 1.

Gestalten, welche wir einer reguliren Riemann’schen Fliche
ertheilen kdnnen.

Wir betrachten regulire Riemann’sche Klichen ¥, welche sich
N -blittrig tiber der complexen Ebene z, oder iiber* einer beliebigen
Riemann’schen Fliche f ausbreiten. Ihre Regularitit spricht sich
geometrisch zundichst dadwrch aus, dass jedes Blatt genau so versweigt
ist wie jedes andere. Weiter aber, wenn die Riemann’sche Fliche f
ein Geschlecht p > O besitzt, wenn also das ,einzelne Blatt“ der iiber
ihr aunsgebreiteten Fliche fiur sich genommen ein Geschlecht p > Q.
hat*), so konnen diese Blitter, ausser durch Verzweigungsschnitte

%) Des kurzen Ausdrucks halber ist in der Folge unter dem ,,Geschlecht des
einzelnen Blattes'* einer Fliche stets das Geschlecht verstanden, welches sich er-
giebt, wenn wir ein Blatt der Fliche von den iibrigen losgetrennt und die dabei
in demselben entstandenen Schnitte uns geschlossen denken.
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ineinander iﬂ?erZugehen, auch lLings geschlossener Curven ineinander ge-
schlunget sein.  Dig Regularitit der Fliche fordert damm, dass jedes
Blatt geraw so verschlungen ist, wie jedes andere. Dabei haben wir
auf f bekanntlich 2.p wesentlich verschiedene Durehschlingungseurven
zu unterscheiden,

Die Regularitiit einer Fliche F' verlangt insbesondere, dass, wenn
in einer gewissen Verzweigungsstelle, bez, lings einer gewissen ge-
schlossenen Curve v Blitter im Cyklus zusammenhéingen, dort dann
die simmtlichen Blatter zu je » verzweigt bez. verschlungen sind.

Insofern unsere folgenden Untersuchungen wesentlich an der Rie-
mann’schen Fliche selbst gefiihrt werden, handelt es sich zavbrderst
um deren anschauliche Darstellung. Wir werden hier vor allem die
Darstellung verwenden, in welcher die Riemann’sche Fliche als eine
frei im Rauwme gelegene erscheint, indem wir jhre N Blatter uns nicht
éibereinander sondern nebeneinander gelegt denken.*)

Fiir den Fall einer tiber der z-Ebene N-blittrig ausgebreiteten
reguliren Riemann’schen Fliche soll das Verfahren der Deformation
zu einer frei im Raume gelegenen Fliche, die dann in N Gebiete
vom Geschlechte Null reguldr eingetheilt erscheint, in Kiirze vorgefithrt
werden. Es ist diese Umformung von Herrn Klein, Ann. X1V, p. 4581
ausfuhrlich entwickelt. Wir wiederholen sie hier aber namentlich dess-
halb, weil wir in der Folge .von #hnlichen Deformationen unserer
Riemann’schen Klichen ausgedehnten Gebrauch zu machen haben.

Es seien 7, 4, . . . 2, die Verzweigungsstellen unserer N-blittrigen
Fliche, so dass bei 2, die Blitter zu je v,, bei 2, zu je v, u. s. w,
zusammenhiingen. Dann legen wir in der z-Ebene durch die simmt-
lichen Verzweigungsstellen eine geschlossene Curve, der Art, dass die
z-Ebene und gleicher Weise jedes Blatt der Riemann’schen Fliche
in zwei Gebiete getheilt wird — ein schraffirtes und ein nichtschraffirtes
— die im Sinne der analysis situs symmetrisch sind. Die Fliche langs
dieser Curve durchschneidend, erhalten wir 2. N getrennte Gebiete,
die wir nach passender Deformation in der friheren Anordnung zu-
sammenfiigen, so zwar, dass die einzelnen Gebiete nicht mehr iiber,
sondern nebencinander zu liegen kommen. Dadurch werden die Windungs-
punkte der Fliche aufgehoben. Wo v Blitter im Cyklus Gbereinander
lagen, da liegen jetzt 2.7 abwechselnd schraffirte und nichtschraftirte
Gebietstheile, einen Cyklus bildend, nebeneinander. Die Fliche ist
somit verwandelt in eine frei im Raume gelegene, geschlossene Fliche,
die in 2.N abwechselnd schraffirte und nichtschraffirte n - Bieke ein-
getheilt ist, und zwar ist die so erzeugte BEintheilung zunichst eine

%) Eine schon von Riemann gebrauchte Vorstellungsweise. Vergl. Aonn, XIV,
Pp. 134,
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requldir - symmetrische, insofern wir jedes der N Blitter unserer urspriing-
lichen bliche noch in zwei zu einander symmetrische Theile getrennt
haben. Wenn auch diese Spaltung der einzelnen, unseren Blittern
entsprechenden Gebietstheile fir die folgenden Betrachtungen nicht
wesentlich ist, so ermdglicht sie uns doch eine grossere Uebersicht-
lichkeit in der geometrischen Darstellung unserer Flichen und zugleich
eine freiere Beweglichkeit in ilirer Auffassung, indem wir bei Auf-
hebung dieser Spaltung, also beim Uebergang von einer regulér -sym-
metrischen Eintheilung zu einer bloss reguléren, noch die Wahl haben,
welches der n an ein schraffirtes n-Eck der Eintheilung anstossenden
nichtschraffirten n-Ecke wir mit dem ersteren zusammen als ein Blatt
unserer Fliche betrachten wollen.

Zu einer iibersichtlichen Zeichnung der durch unseren Process erhal-
tenen Fliche denken wir uns dieselbe in eine einfach zusammenhingende
zerschnitten und breiten ein solches ,,Netz der Fliche® in die Zeichnungs-
ebene aus. Dabei lisst sich dieses Netz beztiglich der verschiedenen
Polygone der Eintheilung in bestimmter regulirer Weise anordnen.
Nehmen wir etwa einen Eckpunkt » [um den sich 2.» abwechselnd
schraffirte und nichtschraffirte n-Ecke lagern] in die Mitte, so breitet sich,
falls wir nur die Zerschneidung unserer Flache passend getroffen haben,
um diesen Punkt das Netz in v-facher Regularitiit und »-facher Symmetrie
aus — die letzteren Begriffe dabel im Simne der analysis situs genommen.

Wir erleichtern uns die Uebersicht eines solchen Netzes durch
Einfihrung auch einer gestaltlichen Symmetrie, indem wir unsere

Polygone als Kreisbogenpolygone mit den Winkeln ~;i zeichnen *), wie

dies bei den ersten Netzen, die man studirte, zufolgé der functionen-
theoretischen Betrachtungen von selbst der Fall war™®¥).

Durch analoge Deformationen lisst sich nun jede regulire Rie-
mann’sche Fliche in eine frei im Raume gelegene regulir eingetheilte
Oberfliche verwandeln; nur sehen wir im allgemeinen Falle davon ab,
die einzelnen Gebiete dieser Eintheilung, die, fiir sich betrachtet, jetzt
allgemein einen hoheren Zusammenhang als 1 haben, weiter in einen
schraffirten und einen nichtschraffirten Theil zu spalten, wie wir dies
fir den Fall der iiber der 2z-Ebene ausgebreiteten Riemann’schen
Flichen soeben gethan haben.

§ 2.
Die Gruppe einer reguliren Riemann'schen Fliche.

Die Gruppe einer reguliren Riemann’schen Fliche ist dadurch
gegeben, dass wir ein bestimntes Blatt in jedes andere und in sich

#) Man vergleiche hierzu Ann. XIV, p. 463.
*¥) Schwarz a a O, Borchardt's Journal, Bd. 75, p. 316,
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selbst iil.aerf-ﬁhren. Bei diesen Zuordnungen sollen stets contigue Blitter
wieder . contigue itbergehen. Dadurch wird dann jedesmal die Fliche
eindeutig 1n sich transformirt; die Punkte der Fliche werden dabei je zu
N Punkten einander zugeordnet, welche in der reguliren Riemann’schen
Fliche lbereinander, in der stellvertretenden regulir eingetlheilten
Oberfliiche an »homologen Stellen® der Gebietseintheilung liegen. Die
Verzweigungspunkte der Fliche, bez. die Polygon-Eckpunkte der

Flicheneintheilung bilden Punktgruppen von nur iv ) {Y - « « Punkteu.
| 2

Diese Punkte bleiben also bei gewissen Transformationen fest, bei
denjenigen nimlich, welche die Blitter des betreffenden Cyklus in
einander iiberfiihren. Demgemiiss wollen wir Transformationen unserer
Fliche in sich, bei denen ein Puukt der Fliche fest bleibt, als Drehungen
um diesen Punkt bezeichnen, wihrend wir andererseits Transforma-
tionen der Fliche in sich, bei denen keiner ihrer Punkte fest bleibt,
als Verschiebungen bezeichnen.

Zur wirklichen Aufstellung der N Transformationen einer Fliche
in sich fragen wir zunichst nach der Periode der einzelnen Substitu-
tionen und untersuchen dann das Verhalten der etwa vorhandenen aus-
gezeichneten Punktgruppen bei diesen Transformationen. Hiernach
trennen wir die einzelnen Substitutionen in unter sich gleichberechiigte.
Eine Transformation bewirkt nimlich eine bestimmte gegenseitige Zu-
ordnung der Punkte unserer Fliche. Jede analoge Zuordnung ent-
spricht einer gleichberechtigten Transformation. Rein gruppentheore-
tisch ausgedriickt sind mit einer Substitution S alle Substitutionen
S8 = T-187, d.i. alle aus S ,transformirten * Substitutionen *) gleich-
berechtigt [Z' bezeichnet dabei irgend eine Substitution unserer Gruppe|.
Handelt es sich speciell um ,, Drehungen* der Fliche in sich, so fragen
wir nach Anzahl und Art der dabei festbleibenden Punkte. Bleibeu
dann bei einer Drehung von der Periode g [deren es um einen Punkt
@ () giebt, wo @ die bekannte zahlentheoretische Function bezeichnet |
gewisse a der Punkte »*) [u ein Theiler von »] fest, wihrend die
iibrigen Punkte v sich in Gruppen von je g Punkten cyklisch ver-

tauschen, so giebt es im Ganzen a%_% getrennte Punktgruppen vou je

o Punkten v, deren jede bei ¢(g) Drehungen von der Periode p fest

*) Man vergleiche etwa C. Jordan, Traité des substitutions et des équa-
tions algébriques, p. 23ff, Im Folgenden ist stets dus Jordan’sche Werk aitirt,
weil dort die begrifflichen Definitionen der hier studirten gruppentheoretischen
Figenschaften zusammengestellt sind. N

#*) Wir verstehen dabei unfer den ,,Punkten v* nur die - zusamnmengehdrigen

Verzweigungspunkte, in welchen fiir eine gewisse Stelle der Riemann'schen
Fliiche die simmtlichen Bliitter zu je » zusammenhiingen.
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bleibt. Diese % Gruppen von ¢(u) Drehungen sind dann gleichbe-
rechtigte.

Kine hiernach angeordnete Uebersicht der N Transformationen
lisst uns die Gruppe einer Fliche mit allen ihren Untergruppen er-
kennen. Wir wenden uns jetzt zu deren rein geometrischem Studium.

§ 3.
Geometrisches Kennzeichen einer Untergruppe und speciell einer
»»ausgezeichneten Untergruppe“.

Das Studium unserer Gruppen richtet sich — im Hinblick auf
die spitere Aufstellung der durch unsere Flichen definirten Irrationali-
titen — hauptsiichlich auf das Vorhandensein ,,ausgezeichneter Unter-
gruppen®*), also auf die Frage, ob die Gruppe einfach oder zusammen-
gesetzt ist. Im letzteren Falle haben wir die Factoren der Composition™*)
und ihre gegenseitige Anordnung, die uns unmittelbar den gruppen-
theoretischen Aufbau unserer Irrationalitst versinnlicht, zu erschliessen.
Indem wir diese Untersuchungen, im Anschluss an die geometrische
Definition unserer Gruppen, in geometrische Form kleiden, haben wir
vor allem die Frage nach einem geometrischen Charakieristibum einer
Untergruppe iiberhaupt und speciell einer ausgezcichneten Untergruppe
der gegebenen Gruppe zu beantworten. Zu dem Ende betrachten wir
noch weitere Deformationen unserer Riemann’schen Flichen.

Wir haben in § 1. die iiber der gz-Ebene oder iiber einer Rie-
manun’schen Fliche / N-bliittrig ausgebreitete regulire Riemann’sche
Fliche durch Nebeneinanderlegen der Blitter in eine regulir einge-
theilte Oberfliche verwandelt. Wir fassen jetzt gewisse Ucbergangs-
stadien einer solchen Deformation ins Auge, bei denen noch nicht
alle Blatter nebeneinander ausgebreitet sind, sondern dieselben theils
iiber-, theils nebeneinander liegen. Eine solche ,, Uebergangsform* be-
steht also im Allgemeinen aus M Blattern, deren jedes eine gewisse
Gebietseintheilung tifigt. Die einzelnen Blitter, je vom Geschlechte p',
héngen dabel mit einander allgemein lings gewisser Verzweigungs-
schnitte und lings geschlossener Curven zusammen, so dass die Ueber-
gangsform erst als Totalitit aufgefasst die urspriingliche reguldre
Fliche darstellt.

Wir richten unser Augenmerk speciell auf das Vorhandensein
reguldrer Uebergangsformen, welche wir folgendermassen definiren:

N, Blitter vom Geschlechte p” sind unter einander regulir ver-

*) Nach einer vor Lie herrtihrenden Bezeichnung sind darunter solche Unter-
gruppen verstanden, die mit der Gesammtheif aller Transformationen vertausch-
bar sind,

*#*) Vgl. C. Jordan, a. a. O pag. 41ff.
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bunden; jedes Blatt ist in gleicher Weise, wie jedes andere in N,
Gebiete der Art eingetheilt, dass die Gesammtfliiche eine in N=N, - N,
Gebiete regulir getheilte Fliche darstellt.

Die N Transformationen dieser Fliche lassen sich dann zusam-
mensetzen aus:

1. Den Substitutionen 7', T" - - ., welche ein gewisses Gebiet 4 in
simmtliche unter bez. iiber ihm befindlichen iiberfithren, Wir heissen
diese N, Substitutionen die Verticalsubstitutionen.

2. Den N, Substitutionen S, 8 ..., welche dasselbe Gebiet 4
in simmtliche mit ihm auf dem gleichen Blatte gelegenen {iberfilhren
— den Horizontalsubstitutionen.

Bei den Verticalsubstitutionen T', T .- werden simmtliche Ge-
biete der Fliche in dariiber bezichungsweise darunter gelegene iiberge-
fiihrt [ohne dass darum im Allgemeinen die Gesammtheit der Gebiete eines
Blattes in die Gesammtheit der Gebiete eines anderen Blattes iibergeht].
Die Iteration und Combination der Substitutionen 7', 7" ergiebt stets
wieder eben solche Substitutionen. Die Verticalsubstitutionen bilden also
eine geschlossene Gruppe von Operationen, eine Untergruppe der Gesammithert.

Fir die Horizontulsubstitutionen gelten im Allgemeinen analoge
S#tze nicht. Es gehen bei thnen iibereinanderliegende [und ebenso neben-
einanderliegende] Gebiete im Allgemeinen nicht wieder in fibereinander
liegende [bez. nebeneinanderliegende] iiber. Dass diese Substitutionen hier-
nach im Allgemeinen keine Gruppe bilden, bedarf wohlkaum derErwihnung.

Wir specialisiren Jetzt unscre Ucbergangsformen:

Die Gebietseintheilung, welche in jedem einzelnen Blatte vorliegt,
soll fiir sich genommen eine regulire und die Verzweigung bez. Durch-
schlingung der einzelnen Blitter untereinander dabei fiir alle homologen
Stellen dieser Eintheilung dieselbe sein, so dass wieder die regulire
Gesammtfliche aus unserer Uebergangsform resultirt. Wir wollen solche
specielle Uebergangsformen, die uns in der Folge hauptsiichlich be-
schiittigen, als ,reguliir-reguldre® bezeichnen,

Die N, Horizontalsubstitutionen bilden auch jetzt noch nicht noth-
wendig eine Gruppe; aber sie definiren indirect eine Gruppe in der jetat
reguliiren Tintheilung des einzelnen Blattes der Ucbergangsform.

Fir die Verticalsubstitutionen gilt jetzt der Satz:

Die Untergruppe, welche wir in den Ny Verticalsubstitutionen einer
regulér-reguliiven. Ucbergangsform abgeschieden haben, ist eine in der
Gesammtheit ausgezeichnete.*)

#) In meiner Dissertation sind nur die ,ausgezeichneten Untergruppen‘‘ in
geometrische Betrachtung gezogen und so ist in der dortigen Terminologie [vgl
dort pag. 86 ] in der ,reguliren Uebergangsform* eine ,,ausgezeichnete Unter-
gruppe" gekennzeichnet, withrend die ,,reguliire Uebergangsform* in ihrer jetzigen
Definition Kennzeichen iiberhaupt einer Untergruppe der Gesammtheit ist.
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Zum Beweise machen wir eine ganz allgemeine Substitution S,
welche ein Gebiet A4 einer Verticalreihe R, tberfithrt in ein Gebiet
B einer anderen Verticalschicht R,; hierauf eine Verticalsubstitution
T, welche das Gebiet B in ein neues C derselben Schichte R, uber-
gehen lisst. Wenden wir dann die Substitution S riickwirts an
[fiihren also B wieder nach A zuriick], so geht das Gebiet C in ein
viertes D fiber, welches der wrspriinglichen Verticalrethe IR, angehort,
denn jetzt gehen auch bei den Horizontalsubstitutionen iibereinander-
liegende Gebiete wieder in iibereinanderliegende iiher. Also ist
S~1T8S = T', d. h. die Gruppe der Verticalsubstitutionen eine in der
Gesammtheit ausgezeichnete.

Im folgenden Paragraphen wird uns ein specieller Fall dieser
Uebergangsformen beschéaftigen, dadurch charakterisirt, dass dabel
nicht nur die Verticalsubstitutionen, sondern auch die Horizontalsub-
stitutionen fiir sich genommen eine Gruppe bilden.

§ 4.
Zerfallende Gruppen.

Bilden im speciellen Falle auch die Horizontalsubstitutionen einer
reguliir-reguliiren Uebergangsform eine Gruppe, so ist diese ebenso, wie
die Groppe der Verticalsubstitutionen in der Gesammtheit ausgezeichnet
und mit jener gleichgestellt. Wir heissen dann die Gruppe der Gesammt-
fliche zerfallend. Thre Substitutionen setzen sich ndmlich zusammen:

1. Aus der Gruppe der Verticalsubstitutionen, bei welcher die ein-
zelnen Blitter der Uebergangsform in shrer Totalitit vertauscht werden.

2. Aus der Gruppe der Horizontalsubstibutionen, bei denen die
einzelnen Blitter der Uebergangsform je in gleicher Weise in sich
transformirt werden.

Dann ist es moglich, unserer Uebergangsform U, eine zweite U,
an die Seite zu stellen, in der die Horizontalsubstitutionen dort als
Verticalsubstitutionen hier erscheinen und umgekehrt. Die Gesammt-
gruppe wird dann auch erzeugt, wenn wir die Gruppen der Horizontal-
substitutionen beziiglich von U, und von U, mit einander combinireu.
Nehmen wir dem entsprechend ein Blatt der U, und ebenso ein Blatt
der U, heraus, so sind dies fiir sich genommen zwei in N, bez. N,
Gebiete regulir eingetheilte Flichen F, und F,, durch deren ,,Simul-
tanstellung “ die N = N, - N, blittrige Fliche F sich erzeugen lisst.
Zu dem Ende denken wir uns die F, und F, so ,,zurtick® deformirt,
dass die N, bez. N, Gebiete wieder tibereinander zu liegen kommen,
Sie bilden dann zwei Flachen, die iiber der z-Ebene oder allgemeiner
iiber einer Riemann’schen Fliche f, in gleicher Weise wie die Ge-
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sammtfliche F aug
die homologen Ste
dadurch ist

gebreitet sind. Durch diese Umformuug liegen jetst
“116'511 der Flichen F,, F, und F iibereinander, und
von F de;moghch, die Combination der Transformationsgruppen
1 Qud £y, doreh welche wir die Gruppe der F erhalten, auch
.9‘?0”385”30;0 zu bewerkstelligen. Die N, Transforwationen von F, in
sich stellen 81.011 nimlich durch ebensoviele ,, Transformationswege” dar,
welchff von em.em Ausgangsblatt in simmtliche andere Blatter fiihren.
Das (J.'Ie“fhe gilt fir die N, Transformationen der Fliche F, Die
(%’ombl'na,tilon dieser Transformationswege ergiebt also die N, - Ny=N
Substitutionen, durch welche die Fliche F' in sich iibergeht. Wir
kénnen unmittelbar sagen:
Die Fliche F' enisteht durch die Uebereinanderlagerung der beiden
Flichen F| und F,,

. Ilfsbesondere kénnen wir die Verzweigung von F' unmittelbar aus
de-:r_]emgen von F, und F, ablesen. Hingen nimlich an einer Stelle
die Blitter von F| zu je vy, die von F, zu je v, zusammen, so sind
dort die Blatter von F zu Jje v verzweigt, wo v das kleinste gemein-
schaftliche Multiplum von v, und v, ist. Das Gleiche gilt besiiglich
der Durchschlingungen der Blitter. ‘

Umgekehrt kinnen wir jetst auch durch Uebereinanderlagerung
vweier regulirer Riemann’scher Flichen F, und F, von N, bez N,
Blittern eine neue regulire Fliche F erzeugen, welche dann eine zer-
fallende Gruppe definirt. Die Verzweigung und Durchschlingung der
Blitter setzt sich dabei in der eben geschilderten Weise zusammen
aus Verzweigung und Durchschlingung der beiden erzeugenden Klichen.
Diese Auffassung einer zerfallenden Gruppe ist jedoch eine allgemeinere
als die soeben betrachtete.

Die Blatterzahl der erzeugten Fliche F wird nimlich nur dann,
wenn die beiden Flichen von einander , unabhingig® sind, N = N,
- N, sein.

Konnen wir aber aus F, und F, je eine reguldr-regulire Ueber-
gangsform ableiten, fiir welche die regulire Eintheilung der Blitter in
beiden Hormen dieselbe ist und der Art, dass die in beiden Ein-
theilungen homologen Stellen bei der Uebereinanderlagerung sich decken,
%0 kommt, wenn wir hier durch Combination der Transformationswege
beider Flichen unsere resultirende Fliche bilden, nur eine Flache von
der Blitterzahl N = N‘I',N" , “wenn P die Ordnung jener durch die
regulire Gebietseintheilung definirten Fliche ist; denn ersichtlich setzen
sich die Wege, welche wir in den beiden reguliir eingetheilten Flichen
unserer Uebergangsformen ziehen, immer nur zu Wegen einer eben-
solchen Fliche zusammen und so treten die zugehirigen Substitutionen
nicht zweimal-, sondern nur einmalzihlend in der Gesammtheit auf.
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Eine derartige Uebereinanderlagerung zweier Flichen mag als eine
» Uebereinanderlagerung mit Reduction* bezeichnet sein, Wir nennen
dabei die Gruppe der entstandenen [Fliche ebenfalls eine zerfallende,
und zwar ,,uneigentlich zerfallend“ in die Gruppen von F, und F,.

§ 5.
Die successive Decomposition einer Gruppe, die durch eine regulire
Riemann’sche Fliche definirt ist.

Die in den vorangehenden Paragraphen abgeleiteten Hiilfsmittel
gestatten uns jetzt, alle Fragen, welche die Gruppe einer reguliren
Riemann’schen Fliche betreffen, auf geometrischem Wege, durch
eine endliche Apzahl vor Versuchen, zu beantworten.

Wir erhalten alle Untergruppen der gegebenen Gruppe durch die
Bildung aller moglichen reguliren Uebergangsformen der zugehorigen
Riemann’schen Fliche. Die gegenseitige Stellung dieser Unter-
gruppen erhellt aus dem Verhalten jener Uebergangsformen zu
einander,

Fiir das Studium der Decomposition einer Gruppe fallt das Haupt-
gewicht auf eine Aufsuchung der ausgezeichneten Untergruppen, also
die Frage nach regulir-reguliiven Uebergangsformen.

Liegt uns nun in einer reguliren Riemanuwn’schen Fliche eine
Gruppe vor, deren Decomposition wir suchen, so haben wir der Reihe
nach die folgenden Sehritte auszufiithren :¥)

1. Wir untersuchen, ob die Gmppe einfach oder zusammengesetzt
ist. Eine Gruppe ist einfach, wenn sie [ausser der identischen Sub-
stitution] keine ausgezeichnete Untergruppe besitzt, zusammengesetzt
im entgegengesetzten Falle. Gelingt es also nicht, aus einer reguliiren
Riemann'schen Fliiche eine reguliir-reguliire Uebergangsform abzuleiten,
so st die zugehirige Gruppe einfach, entgegengesetzien Falles ist sie
zusammengesetst. Die Untersuchung einer einfachen Gruppe ist damit,
vom gruppentheoretischen Standpunkt, zuniichst abgeschlossen. Fiir
die zusammengesetzte Gruppe fragen wir weiter:

2, Ist die Gruppe zerfallend oder wichtzerfallend? Gelingt uns die
Erzeugung der unsere Gruppe definirenden Riemann’schen Fliche ¥
in der § 4. gemeinten Weise durch Uebereinanderlagerung zweier
reguliren Riemanuwn’schen Flichen F' und F”, so ist die.Gruppe zer-
fallend in die Gruppen dieser beiden Flichen. An diese wendet sich
dann gleicherweise die Untersuchung, und indem wir diesen Process
soweit moglich fortsetzen, erhalten wir eine Reihe von Flichen
F,, F,, Fy, ..., welche jetzt nichizerfallende Gruppen definiren und

¥} § 11. der Diss. inaung.
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deren Uebereinanderlagerung die Fliche F erzeugt. Wir heissen dann
diese Fldchen die Componenten, in welche die vorgelegte Gruppe gerfGllt.
Die Blatterzahlen N,, N,, Ny, - .. derselben mogen als Factoren des
Zerfallens bezeichnet sein. Dabei ist N,-N,<N;--- = N, sofern die
Uebereinanderlagerung eine einfache ist, und wir heissen dann die
Gesammtgruppe cigentlich zerfallend. 'Tritt jedoch [und dies ist die
allgemeinere Art der Uebereinanderlagerung] eine ,,Reduction* in dem in
PZZ‘_II\‘T—Z?;}_«”, wenn P, ¢ - - -
die Ordnungen jener gemeinsamen Flicheneintheilungen, p, ¢ - - . die
Anzahl bezeichnet, in welcher sie sich in den Componenten der Fliiche
finden; wir bezeichnen dann die Gruppe als uneigentlich zerfallend in
die Flichen F,, F,, F, - .

Die Zerlegung einer Fliche in ihre nichtzerfallenden Bestandtheile
kann nun entweder nur auf eine oder auf mehrere Arten moglich sein,
und wir wollen darnach ein- und mehrdeutig zerfallende Gruppen unter-
scheiden; dabei kann es auch vorkommen, dass gemiss einer Zerlegung
die Gruppe eigentlich zerfallend ist, wihrend sie sich gemiiss einer
anderen als uneigentlich zerfallend darstellt.

Nach Zerlegung der Gruppe in ihre nickizerfallenden Bestandtheile
haben wir

3. die Frage nach der Einfachheit bes. der Zusammensetzung dieser
letzteren zu beantworten. Ist eine (iruppe zusammengesetzt, so kinnen
wir#®) eine Reihenfolge von Untergruppen aufstelien, deren jede aus-
gezeichnet in der unmittelbar vorhergehenden enthalten ist und dabei
nicht gleichzeitigc Theil einer dort enthaltenen umfassenderen ausge-
zeichneten Untergruppe.**)

Geometrisch suchen wir also zundchst eine regulir-reguliire Ueber-
gangsform zu-der reguliren Riemann’schen Fliche der Art, dass die
Gruppe ihrer Verticalsubstitutionen in keiner ,umfassenderen' Ueber-
gangsform dieser Fliche in Form von Verticalsubstitutionen enthalten
ist. Die regulire Riemann’sche Fliche, welche diese Uebergangs-
form, von der Gebietseintheilung des einzelnen Blattes abgeschen,
bildet, mit anderen Worten, die in der Ausgangsfliche enthaltene aus-
gezeichnete Untergruppe, untersuchen wir dann analog beziiglich
etwaiger ausgezeichneter Untergruppen u. s. f.

. Dabei kann es vorkommen, dass in einer der so successive auf-
tretenden Flichen mehrere Uebergangsformen enthalten sind, deren

§ 4. gemeinten Sinne ein, so ist N =

¥ C, Jordan, a. a. O. pag. 414

#%) Die Herstellung einer solchen Reihenfolge ausgezeichneter Untergruppen
ist selbstverstiindlich auch fiir jede zerfallende Gruppe wmdglich; doch wird man,
wenn es sich um die systematische Zerlegung der Gruppe handelt, diese zweck-
miissiger Weise immer erst in ihre nicht zerfallenden Bestandtheile trennen.
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keine die andere wmfasst; dann greifen wir zuniichst irgend eine der-
selben zu weiterer Decomposition heraus; ebenso mit den anderen ver-
fahrend, erhalten wir dann mehrere Reihen von Zerlegungen, deren
keine vor der anderen bevorzugt ist. Wir wollen dann (analog wie
oben bei den zerfallenden Gruppen) sagen, die betr. Gruppe ldsst eine
mehrdeutige Decomposition zu. Ferner kann eintreten, dass gewisse
Gruppen unserer Reihenfolge ihrerseits wieder zerfallende sind [ohne
dass darum die Gesammtgruppe eine zerfallende zu sein braucht]. Wir
zerlegen sie dann in ihre nichtzerfallenden Bestandtheile, deren jeder
fiir sich weiter zu discutiren ist.

Die Zergliederung der Gruppe erreicht ihr Ende, wenn wir bei
einfachen Gruppen angekommen sind, welche also nur die identische
Substitution [1] ausgezeichnet enthalten.

Die Blatterzahlen N, N,, - .., N;, 1 der successive gebildeten
Uebergangsformen sind unmittelbar die Ordnungen der successive aus-

N,
gezeichneten Untergruppeun; die Zahlen %, %%, sy —1—" geben dann

die Zahl der Horizontalsubstitutionen jeder Uebergangsform an: KEs
sind die Factoren der Composition unserer Gruppe. Jene Gruppen aber,
welche in unseren successiven Uebergangsformen durch die reguliiren
Eintheilungen je der einzelnen Blitter, diese fir sich als regulire Rie-
mann’sche Flichen betrachtet, definirt sind, bilden die einfachen
Gruppen, aus deren Composition die Gesammtgruppe eutsteht.

Die Reihenfolge der Factoren der Composition giebt uns die Reihen-
folge der Zerlegung unserer Gruppe an. Die oben auch geometrisch
erkaunte Mehrdeutigheit dieser Zerlegung spricht sich in der Vertausch-
barkeit gewisser Factoren der Composition aus. Ergab eine der Ueber-
gangsformen eine zerfallende Gruppe, so stellen sich die Factoren der
Composition fiir die Zerlegung derselben in ihre nichtzerfallenden Be-
standtheile als gleichmissig berechtigte neben einander. Dabei ist noch
eine mogliche Vieldeutigkeit dieser Zerlegung, sowie die Mboglichkeit
einer Reduction bei der Uebereinanderlagerung (pag. 483) zu beachten.

In der auf der nebenstehenden Seite abgedruckten Tafel stellen
wir in gedringten Definitionen die Gesichtspunkte zusammen, welche
sich aus unseren geometrischen Betrachtungen fiir die Discussion einer
Grappe ergeben haben, die uns in Form einer regnléren Riemann’schen
Fliche vorliegt. .

Um jetzt ein vollstindiges Bild der Composition einer zu unter-
suchenden Gruppe G zu entwerfen, stellen wir fiir sie zwei Tabellen
auf: die eine, Tabelle I., zihlt die reguliren Flichen auf, welche
in den successive auseinander abgeleiteten reguliir-reguliiren Ueber-
gangsformen als Definitionen der ausgezeichneten Untergruppen auf-
treten; Tabelle II. giebt jene einfachen Gruppen, demen das System
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Gruppe @,

487

{Zu pag. 486.]

definirt durch eine regulire Riemann’sche Fliche F.

Einfache Gruppe.
Die Fliache I be-
situt kesneregulir-
regulire  Ueber-
gangsform,

Zusammengesetzte Gruppe.

Die Fliche F besitut wenigstens eine regulir-regu-
lire Uebergangsform.

Nichtzerfallende Grappe.
Die Fliche I kann nicht
durch ,,Ueberetnanderlage-
rung* vonFlichen Fy, Fy---

erzeugt werden

Zerfallende Gruppe.

Die Fliche F kounn durch
« Uebereinanderlagerung *

mehrerer Fli
erzeugt

chen F,F,---
werden.

Gruppe mit ein-% Gruppe mit
deutiger Decom-; mehrdent. De-
position. | composition.
Es existirt nur | Esexistiren meh-
,, eine umfas- irere gleichge-

sendste Ueber- : stellte ,, umfas-
gangsform | sendste  Ueber-
| gangsformen.

Eindeutig zer-
fallende Gruppe.

Es existirt nur
¢tne Reihe von
5, CoOmponirenden

Mehrdeutig zer-
l\ fallende Gruppe.

1
!

1 Es existiren meh-
rere Reihen von
1 componirenden

|

Fliichen* | Fliichen
FHFR"' ‘ li‘nFl"'

“Uneigentliches | Eigentliches
Zerfallen. Zerfallen.

Die Uebereinan-
derlagerung der
FlichenFy, Fy---
ist eine ,, Ucber-
einanderlage-
rung mit Re-
duction.”

Die Uebereinan-
derlagerung der
Flachen Fy, Fy -
ist eine ,, Ucber-
einanderlage-
rung ohme Re-
duction.’

Weitere Untersuchung der
durch die Verticalsubstitu-
tionen der Uebergangsfor

men defipirten Gruppen.

Weitere Unt

ersuchung der

wichtzerfallenden Bestand-
theile nnserer Gruppe,
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der jedesmaligen Horizontalsubstitutionen entspricht und welche in der
reguliiren Einthetlung der Blitter der Uebergangsformen vorliegen.

In beiden Tabellen, deren letztere uns unmittelbar auch die
Factoren der Composition ergiebt, charakterisiren wir den gruppen-
theoretischen Aufbau der Gesammtfliche auch noch durch die Stellung
der einzelnen Glieder. Dabei sind fiir TabelleI. Flachenformen #bereinan-
der gestellte, wenn die eine Fliche als ausgezeichneter Theil in der vor-
hergehenden enthalten ist, nebencinandergestellte, wenn die betr. Formen
als Componenten des Zerfallens fur die nichst hohere Form, die dann
eine zerfallende Gruppe definirt, erscheinen. Der Aufbau wird sich
da veriisteln, wo wir auf mehrere Weisen aus einer Fliche ausge-
zeichnete Untergruppen ausscheiden kdnnen, deren keine die andere
umfasst. Dann ist die Decomposition anf mehrere Weisen moglich,
die zwar dieselben Zahlen als compositionelle Factoren ergeben®), aber
in verschiedener Anordnung und durch verschiedene Flichen definirt.
Die Anordnung der Tabelle II. lauft, — weil fiir jede Uebergangsform
in I. die regulire Verzweigung und Durchschlingung der Blédtter unter-
einander, in Il die regulire Eintheilung des einzelnen Blattes gegeben
ist — mit der Anordnung der Tabelle 1. parallel.

§ 6.
Beispiele.

Wir wollen die hiermit exponirten Methoden der Gruppenunter-
suchung an einigen speciellen reguliren Riemann’schen Flichen naher
verfolgen, welche wir spiiterhin auch als Beispiele der algebraischen
Formulirang unseres Problems verwenden.

Erstes Beispiel.

Wir untersuchen zun#ichst die Gruppe einer 96-blittrigen reguliren
Flache, deren einzelne Blitter an einer Stelle zu je zweien, an einer
zweiten zu je dreien, an einer dritten zu je acht zusammenhingen.
Diese Angaben iiber die Verzweigung zusammen mit den Anforde-
rungen der volligen Regularitit bestimmen in unserem Halle die Fliche
eindeutig, was allgemein keineswegs statthat.**)

In dem § 1. entwickelten Sinne kommt als geometrische Reprisen-
tation unserer Fliche das in Fig. 1 (der Tafel I) gezeichnete Nets,
welches wir uns in der beigeschriebenen Weise geschlossen zu denken
haben. Die Fliche besitzt das Geschlecht p = 3 und wir wollen sie
Kiirze halber bezeichnen als Fliche (2, 8, 8]; N = 96.

*) Nach dem Batz von der Erhaltung der Factoren der Composition; vergl.
C. Jordan, a. a. O. p, 42.

**¥) Man vergleiche etwa die in meiner Dissertation angefiihrten Beispiele

pag. 261f. und pag. 60ff,, sowie die Discussion der Falle p = 1 in Theil III. der
vorliegenden Arbeit und das auf pag. 491 u. 499 Anm. erwiihnte einfuchste Beispiel.
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. Die 96 Transformationen nun, durch welche unsere Fliche in sich
libergeht, trennen sich in folgende:

a) in Drehungen um die Punkte 8.
Bei diesen trennen wir wieder: -
«) Die 6 -4 Drehungen von der Periode 8, bei denen jedes-
mal 2 Punkte 8 fest bleiben.
B) Die 3 -2 Drehungen von der Periode 4, hei denen jedes-
mal 4 Punkte 8 fest bleiben,
7) Die 3.1 Drehungen von der Periode 2, bei denen jedes-
mal 4 Punkte 8 fest bleiben.
b) in 16 . 2 Drehungen um die Punkte 3 (von der Periode 3), bei
denen jedesmal 2 Punkte 3 fest bleiben.
¢) In 12.1 Drehungen umi die Punkte 2 (von der Periode 2), bei
denen jedesmal 4 Punkte 3 fest bleiben.
Fiigen wir hierzu noch
d) 18 Verschiebungen unserer Fidche in sich, je von der Periode 4,
und endlich
e) die identische Transformation (von der Periode 1), bei der jedes
Blatt sich selbst zugeordnet ist,
so haben wir damit eine vollstindige Tabelle unserer 96 Transformationen.

Die Gruppe, die sich hierin kennzeichnet, ist eine zusammenge-
setzte. Ihre Zergliederung wird in folgenden geometrischen Ueber-
legungen klar:

1. Unsere Fliche besitzt eine umfassendste reguliir-reguliire Ueber-
gangsform, bestehend aus 48 Blittern [je vom Geschlechte Null], die
unter sich durch die regulére Verzweigung [3, 3, 4]*) verbunden sind;
dabei ist auf jedem Blatte eine regulire Eiutheilung nach dem ,Kreis-
theilungstypus <“**) (2, 2]; N =2 derart getroffen, dass einer der
Eckpunkte 2 auf die Stelle zu liegen kommt, an welcher die Blatter
zu vieren verzweigh sind, wihrend die Verzweigungspunkte 3 der
Fliche auf homologen Stellen der Gebietseintheilung liegen, Fig. 2
(Tafel 1) zeigt die regulire Eintheilung eines Blattes, wobei die mar-
kirten Puukte der Zeichnung die Verzweigungsstellen der Blitter unter
sich andeuten. Bei 4 hiéngen die Blitler zu vieren, bei B und € zu
je dreien zusammen. Die Gesammtfliche stellt so unsere urspriingliche
Fliche [2, 3, 8]; N = 96 dar, wihrend wir in der Gruppe der Fliiche
13, 8, 4]; N = 48 eine ausgezeichnete Untergruppe der Gesammtheit
erkennen.

2. Die bliche (3, 3, 4); N = 48 besitut eine umfassendste Ueber-
gangsform in Gestalt einer 16-blittrigen Fliche, deren jedes Blatt,
/——-—Wir halten an der zu Anfang des Paragraphen eingefiihrten Art der Be-

zeichnung fir die Verzweigung einer Fliche fest.
#+) Wegen dieser Ausdrucksweigen vergl. z. B. Ann. XII, p. 167,

Mathematische Annalen, XVII. 33
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vom Geschlechte Null, die Eintheilung des Kreistheilungstypus [3, 3];
N =3 triigt Dabei sind die Blitter unter sich an drei homologen
Stellen der Gebietseintheilung zu je vieren verzweigt [Fig 3, Tafel I].
Dadurch ist eine ausgezeichnete Untergruppe der Gesammtheit aus-
geschieden , - charakterisirt durch die Fliche [4, 4, 4]; N = 10,

Diese Untergruppe ist dabei auch ausgezeichnet in unserer urspriing-
lichen Fliche (2, 3. 8]; N = 96. Diese letztere Fliche besitzt nimlich
eine Uebergangsform [die natiirlich keine ,,umfassendste® ist], in
welcher die einzelnen Blitter [vom Geschlechte Null] eine Eintheilung
nach dem ,,Doppelpyramidentypus“ [3, 2, 2]; N = 6 tragen, wihrend
sie, 16 an Zahl, unter einander an drei homologen Eckpunkten 2 zu je
vieren verzweigt sind [Fig. 4, Tafel I).

3. Die Gruppe der letzten Fliche ist nun eine zerfallende, indem
wir sie erzeugen konnen durch Uebereinanderlagerung gweier Rie-
maun’scher Flichen, deren jede einen Kreistheilungstypus /4, 4]; N=4
reprisentirt. Bei der ersten dieser Flichen findet dahei die Ver-
zweigung der Blitter zu vieren an zwei Stellen 4 und B statt, wihrend
die Blitter der zweiten Fliche an zwei Stellen B und C untereinander
verzweigt sind. So entsteht durch die Uebereinanderlagerung die
16 blittrige Flache, deren Blitter bei 4, B und C zu vieren verzweigt
sind. Wir driicken die Uebereinanderlagerung kurz aus durch die

Schreibweise:
4 B C

(4, 4] -; N=4
- [4, 4]; N=14
[4, 4, 4]; N—16.

4. Die Zusammensetzung jeder der beiden letzten cyklischen Gruppen
ist sofort klar. Sie spricht sich fiir jede derselben aus in einer zwei-
bléttrigen Uebergangsform, deren jedes Blatt (vom Geschlechte Null)
eine Kintheilung nach dem Kreistheilungstypus (2, 2); N =2 triigt
und wobei diese Blitter an den Eckpunkten jener Eintheilung unter-
einander verzweigt sind. )

5. Statt, wie eben, die Zerfillbarkeit der Gruppe [4, 4, 4]; N=16
zu bentitzen, konnten wir die Zerlegung der Gruppe auch durch sucees-
sives Abscheiden ausgezeichneter Untergruppen bewerkstelligen. Diese
sind der Reihe nach definirt durch die Flichen

(2, 2, 4, 4]; N=28,
(4, 4, 4, 4]; N= 4.

Die Zerlegung der letzten Gruppe charakterisirt sich in einer zwei-
blittrigen Uebergangsform, deren jedes Blatt, vom Geschlechte eins,
die regulire Eintheilung [2, 2, 2, 2]; N = 2 triigt, wihrend gleich-
zeitig die beiden Blitter, die wir uns als zwei tibereinander liegende
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Ringe denken, an jenen Eckpunkten 2 unter einander verzweigt sind.
Beide Ringe sind dabei noch lings einer Meridian- und einer Breiten-
curve ineinander geschlungen®). Fig. 5 stellt die so eingetheilten und
verzweigten Ringe aufgeschnitten und in die Zeichenebene ausgebreitet
dar. Die Durchschlingung ist dabel in der kreuzweisen Zusammen-
beftung der Blitter ersichtlich. ‘

Die Zerlegung der Fliche [2, 2, 4, 4]; N = 8 liisst sich noch
durch die Bemerkung modificiren, dass ihre Gruppe zerfallend ist. Wir
konnen die Fliche erzeugen durch folgende Uebereinanderlagerung:

2, 4, 4]; N=4
2,2 .. ; Ne=2
(2, 2, 4, 4]; N=28.
Demgemiss leitet sich aus ihr (vergl. p. 482) neben der oben gegebenen
Uebergangsform U,, welche die Fliche (4, 4, 4, 4]; N = 4 ergab, noch
eine zweite zweiblittrige Uebergangsform U, ab. Jedes Blatt derselben,
vom Geschlechte eins [wir denken es uns wieder als einen Ring], trigt
dabei die Eintheilung [2, 4, 4]; N =4. Dabei sind die Blitter an
vier homologen Stellen der Eintheilung untereinander verzweigt und
ausserdem noch lings zweier Curven, der Meridian- und Breitencurve
des Ringes, ineinander geschlungen. In Figur 6 der I. Tafel sind
beide Ringe aufgeschnitten und iibereinanderliegend gezeichnet, wobei
die Durchschlingung der Ringe wieder durch die kreuzweise Zusammen-
heftung der Blitter zu Stande kommt.

6. Wollen wir nun die Zerlegung unserer Gruppe iibersichtlich
darstellen, so bilden wir fiir die Reihenfolge unserer Uebergangsformen
jene in § 5. pag. 486 erwahnten Tabellen, welche filr unser Beispiel
auf pag. 492 zusammengestellt sind. Die erste giebt uns die ausge-
zeichueten Untergruppen, die als Verticalsubstitutionen der Uebergangs-
formen gegeben sind, die zweite die jecdesmal getroffene vegulire Ein-
theilung der Blitter dieser Uebergangsformen und damit die in den
Horizontalsubstitutionen definirten Gruppen.

Zweites Beispiel

In der vorigen Reihe von Flichen boten sich, in einfachster Gestalt,
zwei Beispiele von reguliren Riemann’schen Flichen, deren Blitter
(vom Geschlechte eins) gleichzeitig veraweigt und ineinander geschlungen
waren (Fig. 5 u. 6 der Tafel I). Wir wollen noch in Kitrze eine Fliche

*) Lassen wir diese Durchschlingung der beiden Ringe fort, so ist die nun
entstandene Fliche gleichfalls eine regulire, Eine Betrachtung der beiden, so
gegebenen Flachen [4, 4, 4,4]; N =4 zeigt, dass dieselben zwar die gleiche Gruppe
besitzen, dass diese aber bei beiden in verschiedener Weise zu Stande kommt.
Man vergl. die auf pag. 499 gegebene algebraische Formulirung beider Flichen,
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Uebersicht

der Decomposition der Gruppe unserer reguliren Riemann’schen Fliche

(2, 3, 8],

[Vergleiche pag.

12,3,8]); N=296

(3,8,4]; N=48

[4,4,4];

N=16

zerfallbar in

[4,4]; N=4 | [4,4]; N=4

W. Dycx.

oder zusammengesetzt aus

[2,2,4,4]; N=8

_ ~

zerfallbar in

t oder zusammen-

[2,2]; N=2|[2,2]; N=2

| | _
|

[2,4,4]; N=4

g aus

[2,21; N=24444]; N=s
I

m“: _“w.wqwum._ H N=2

C
| Y

N = 96.
491, Ziffer 6.]
1L
[2,2]; N=2
|
(3.8]; N=3
“ _ [2,2]; N=2
(2,2]: ZIJ (2, wu le_ _ [2,2]; N=
|

| |

fe,2]; Zlmvw m_ Zlm [2.2]; N=2[2, 2]; N=2(2,2,2,2]; N=

j |

(2,2,2,2]: N=2| (2,2,9,2);

Die qwmgma&mw Anordnung von Tabelle I und II ist folgende:
Um von einer Gruppe A der in 1 aufgeziihlten Reihenfolge von Gruppen zu der nfichsten, in A enthaltenen,
ausgezeichneten Untergruppe B zu gelangen, ist jedesmal diejenige Gruppe der Tabelle I1 zu ,adjungiren“, welche

492

mit B correspondirt.
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erwihnen, deren Blitter nur lings geschlossener Curven miteinander
Zusammenhingen:

_ Eine Fliche vom Geschlechte » — 2, die wir etwa als Doppelring
[vergl. Fig. T der Tafel 1] uns vorstellen kounen, sei doppelt iiber-
d.eckt. Wenn wir die beiden Blitter lings geschlossener Curven in-
einander iibergehen lassen, haben wir in einfachster Form eine regulir
verschlungene Riemann’sche Fliche vom Geschlechte p = 3,

_Auf dem Ringe p — 2 unterscheiden wir nun vier wesentlich ver-
schiedene Durchschlingungscurven [ctwa die in der Figur gezogenen].
Ind_em wir nun die Blétter lings einer dieser Curven oder lings zwei,
drei, vier derselben ineinanderschlingen, entstehen lauter wesentlich
vor einander verschiedene reguldr verschlungene Flichen p=3. Es
kommt also der Satz: FEs giebt iiber dem gegebenen Doppelringe ausge-
breitet fiinfzehn verschiedene Flichen der gemeinten Art.

Selbstverstandlich besteht die ,,Gruppe® dieser Fliichen in der Ver-
T,auschung der heiden Blitter, welche als eine Verschiebung der Fliiche
in sich zu bezeichnen ist. Wir kommen im algebraischen Theil auf das
Beispiel zuriick. )

Zu weiteren Gruppeuuntersuchungen werden unsdie im Abschnitt I11.
behandelten reguliren Riemann’schen Flichen vom Geschlechte p = |
Anlass bieten. Weiter mag hier auf die ausfithrlich behandelten Bei-
spiele meiner Inauguraldissertation verwiesen sein.

II. Abschnitt.
Algebraischer Theil des Problems.
§ 1.

Die algebraischen Beziehungen im Allgemeinen.

Ehe wir speciell zar Aufstellung der Irrationalititen ibergehen,
die durch unsere reguliren Riemann’schen Flichen definirt sind,
formuliren wir allgemein die algebraischen Beziehungen, welche uns
in den verschiedenen Gestalten, die wir einer Riemann’schen Fliche
ertheilt haben, vorliegen.

Dem Umstande entsprechend, dass wir es hier nur mit reguldren
TRiem ann'schen Flichen zu thuen haben, sind, wie schon in der Ein-
leitung erwihnt, alle unsere Gleichungen Galois’sche Gleichungen
mit einem oder mehreren Parametern. Jede Wurzel #; derselben driickt
sich also durch jede andere 7 und {ibrigens die Parameter rational aus.

Wir betrachten nun Riemann’sche Flichen F, sofern sie sich iiber
der complexen Ebene 2 und insofern sie sich dber einer anderen Rie-

m ann’schen Fliche f, vom Geschlechte p, ausbreiten. Diese letzteren
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Flichen f denken wir uns dabei am einfachsten durch Auflésung ihrer Ver-
zweigungspunkte als ,frei im Raume‘ gelegene Riemann’sche Flichen
ausgebreitet (vergl. § 1.). Dann haben wir bei den iiber der Ebene 2
oder, was gleichbedeutend, iiber einer Riemann’schen Fliche f vom
Geschlechte p = 0 ausgebreiteten Flichen auf die Verzweigung, bei
den tiber einer allgemeinen Riemann schen Fliche f [deren Gescllecht
p > 0 ist] ausgebreiteten Flichen auf Verzweigung und Verschlingung
der einzelnen Blitter zu achten.

Im ersteren Falle giebt uns eine complexe Variable z eindeutig
den Ort in der Ebene an und diese fiihren wir als unabhingig Variable
ein. Im zweiten Falle bedarf es zur Punktbestimmung auf [ zweier
Variablen y, 2. Zwischen diesen besteht eine Relation fly, s} =0,
die, sofern wir darin # als unabhiingig Variable auffassen, eben unsere
Fliche f definirt. Ueber dieser breitet sich die Fliche F(y, y, 2) = 0
aus, bel der es nur auf die Verzweigung und Durchschlingung von 4
in Bezug auf f(y, #) = 0 ankommt.

" So definirt z. B. F(y, y, #) = 0 eine vollig unverzweigte und nur
verschlungene Fliche, wenn die Verzweigungen fiir n in Bezug auf #
in Ort und Ordrung mit denen von y in Bezug auf z iibereinstimmen.
Es mag hierbei noch bemerkt sein, dass wir, geometrisch sowohl wie
analytisch, die Durchschlingung zweier Blitter uns entstanden denken
konnen durch das Zusammenriickeu zweier Verzweigungspunkte, welche
durch einen nicht zusammenziehbaren Verzweigungsschnitt verbunden
sind. Es fallt dabei die Verzweigung fort, wihrend doch die Blitter
lings jenes Schnittes in einander iibergehen.

§ 8.

Algebraische Formulirung fiir die Decomposition der Gruppe einer
reguliren Riemann’schen Fliche.

Wir wenden uns jetzst dem Probleme zu, eine regulire Rie-
mann’sche Fliche durch eine Gleichung mit einem bez. mit zwei
Parametern darzustellen. Zu dem Ende gehen wir auf die geometrische
Methode zuriick, mit deren Hiilfe wir die Zusammensetzung der Gruppe
einer Riemann’schen Fliche aus einer Reihe von einfachen Gruppen
studirt haben. Sie bedarf nur der algebraischen Umsetzung, um auch
sofort die Zusammensetzung der Irrationalitit jener Riemann’schen
Fliche aus einer Reihe einfacher Irrationalititen der Art und Form
nach zu ermdglichen.

1. Algebraische Darstellung einer regulir-reguliren
Uebergangsform,
Eine regulir-vegulire Uebergangsform war definirt als regulire
Riemann’sche Fliche F', deren einzelnes Blatt selbst eine regulire

v
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Eintheilung der Art trug, dass die ,,Gesammtfliche“ eine regulire
war. Von der Gruppe der Gesammifliche ist damit eine gewisse
Untergruppe abgespalten, welche durch die regulire Blittereintheilung
definirt ist. Algebraisch ausgesprochen ist von der Gesammiirrationalitiit
etn Theil, welcher der reguliren Blittertheilumg entspricht, abgesondert.
Indem wir dort von , Horizontalsubstitutionen* absehen, bleibt eine
Gruppe von Verticalsubstitutionen iibrig, die in der Gesammtheit aus-
gezeichnet ist: indem wir hier die Irrationalitit, welche der regquliren
Blatteintheilung zukommt, adjungiren, reduciren wir die Gesammi-
wrrationalitit auf die Irrationalitit, welche jener Gruppe von Vertical-
substitutionen entspricht. Zur algebraischen Formulirang trennen wir
zwey Fille:

a) Das Geschlecht des einzelnen Blattes der Uebergangsform ist

gleich Null. .

Es definire dann F(, y) == 0 die Riemann’sche Fliche F¥, von
der Eintheilung der Blitter abgesehen, Ftigen wir eine Gléichung
f(y, #) = 0 hinzu, wo ¢ eine eindeutige Function von y, und fragen nach
der Verzweigung von % in Bezug auf 2, so ist durch die zugetretene
Function f eine Spaltung jedes einzelnen Blattes der urspriinglichen
Pliche F bewirkt. Ergiebt dann die Verzweigung von y in Bezug
auf 2 gerade jene regulire Riemann’sche Fliche f, welche uns
in der obigen reguliren Eintheilung jedes Blattes von F vorliegt, so
bildet die Verzweigung von % in Bezug auf #z gerade die Gesammt-
fliche unserer regulir-reguliren Uebergangsform. Dabei miissen selbst-
verstindlich die Constanten fiir beide Flichen so bestimmt sein, dass
die Eintheilung f des einzelnen Blattes der Uebergangsform iu der
geometrisch verlangten Weise erfolgt. Die Moglichkeit einer solchen
Bestimmung folgt aber eben aus dem Vorhandensein der Uebergangs-
form, sofern wir den Riemann’schen Satz, dass zu jeder Rie-
mann’schen Fliche eine Function gehort, fiir giiltig erachten.

b) Das Geschlecht des einzelnen Blattes der Uebergangsform sci

grosser als Null.

Fine solche Fliche stellt sich, wenn wir von der Eintheilung
eines Blattes zuniichst absehen, mit Hiilfe zweier Parameter (§ 7.) in
der Form F(y, y, #) = O dar und dabei besteht zwischen y und 2 noch
eine Relation f(y,#) =0, welche jenes einzelne Blatt bezeichuet.
Formuliren wir jetzt — und auf Grund jener obigen Riemann’schen
Principien ist dies moglich — diese Relation zwischen y und # gerade
so, dass sie die regulire Eintheilung / definirt, welche in der Ueber-
gangsform auf jedem Blatte getroffen ist, so stellt analog wie vorhin
die Bezichung zwischen 5 und z die Gesammifliche dar, Hier ist
aber noch eine Erweiterung zuzufiigen. Die auf jedem Blatte der F°
getroffene Eintheilung kann selbst der Art sein, dass die einzelnen
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Gebiete derselben einen hoheren Zusammenhang als 1 haben; d. h.
wenn wir die entsprechenden (homologen) Rinder eines solchen Gee-
bietes vereinigen, entsteht eine Fliche von hoherem Geschlecht als
Null. Dann bediirfen wir zur Darstellong dieser Eintheilung ebenfalls
zweier Parameter 2z, w Die algebraische Formulirung besteht also in
diesem Falle aus drei Gleichungen:

F(n, 9y, 2, w) =0,

Iy, 2 w) = 0,
Dabei definirt die Verzweigung von 7 in Bezug auf f die Fliche F’
von der Eintheilung ihrer Blitter abgesehen; dier Verzweigung von ¥
in Bezug auf f, die Fliche f (die Blatteintheilung); die Beziehung
von 7 zu f, endlich stellt die Gesammtfliche dar. Selbstverstdndlich
ist auch hier die richtige Lagenbeziehung der beiden Flichen auf
einandér durch Bestimmung gewisser Constanten in den Klichenglei-
chungen zu treffen.

2. Algebraische Darstellung der Uebereinanderlagerung
zweler Riemann’scher Flichen.

Eine regulire Riemann’sche Fliche F' von zerfallender Gruppe
liess sich durch die Uebereinanderlagerung von FKlichen F,, F, - - -
darstellen (§ 4.). Es seien

Fi(y,2) =0, Fy(y,,s=0---

die Gleichungen dieser Flichen. Wir setzen zunichst wieder die Blatter
unserer Flichen vom Geschlechte Null voraus. Bilden wir dann
irgend eine rationale Function 5 unserer y;, so stellt die Verzweigung
von 7 in Bezug auf z unmittelbar die Fliche F dar. Dabei muss die
rationale Function der y; so beschaffen sein, dass durch ihre Bildung
keine Irrationalitat verloren geht; es muss, wie wir uns kurz ausdriicken
wollen, eine ,,allgemeine’ rationale Fanction der y; sein. Der Unterschied
zwischen uneigentlichem und eigentlichem Zerfallen, d. h. das Kintreten
hez. Nichteintreten einer ,, Reduction (pag. 483) ist algebraisch dadurch
bezeichnet, dass in zweien oder mehreren der Irrationalititen y;, die ja im
Allgemeinen zusammengesetzte sind, implicite ein und dieselbe Irratio-
nalitdt vorkommt, die dann natiirlich in der Gesammtirrationalitit nur
einmalzihlend auftritt.

Analog gestaltet sich die Uebereinanderlagerung, wenn das Ge-
schlecht der Blitter unserer Flichen F,, F, ... grosser als Null ist.
Die Relation (%, 2) == 0 zwischen den zwei dann vorhandenen Para-
metern ist in diesem Falle, wie dies ja auch geometrisch deutlich, fiir
alle libereinandergelagerten Flachen dieselbe.
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Das Resultat unserer Ueberlegungen ist das folgende:

Es ist in jedem Falle moglich , den von uns eingeschlagenen grome-
trischen Gang der Zerlegung einer Gruppe algebraisch zu verfolgen. Wir
komnen unmitlelbar  den Tabellen I und IT, dic wir fiir die Compo-
sition ciner Gruppe aufgestellt, dic sugelirigen algebraischen Bezichungen
an die Seite sctzen, soferme wir wwr dic daber auftretenden cinfachen
Irrationalititen kennen.

Wir entwickeln die wirklich rechnerische Durchfithrung an den
schon oben, Abschnitt I, gebrachten Beispielen.

§ 9.
Beispiele.
Beispiel 1.

Wir verlangen, den beiden Tabellen, welche wir in § 6. (pag. 492)
fiir unser erstes Beispiel der Decomposition einer reguliren Riemann-
‘schen Fliche entworfen haben, die algebraische Formulirung zur Seite
zu setzen. Dies wird, entsprechend der Mehrdeutigkeit jener Zerlegung,
in verschiedener Weise bewerkstelligt werden konnen.

I. Wir wollen, von der Gruppe der Fliche [4, 4, 4]; N == 16 als
zerfallender Gruppe ausgehend, die Trrationalitit der Fliche |2, 3, 8];
N — 96 aufstellen. Die Darstellung der ersteren Fliche durch die
Uebereinanderlagerung zweier Kreistheilungstypen:

4 B C
4, 4] ; N= 4
[4, 4; N— 4
(4, 4, 4]; N=16
ist uach § 8., 2 algebraisch unmittelbar gegeben, wenn wir 4 gleich einer
,,allgemeinen® rationalen Function R- zweier vierten Wurzeln aus
linearen Functionen von z, setzen, deren eine bei 4 und B, die andere
bei BB und C verzweigt ist. Nehmen wir, der folgenden Darstellung
wegen, diese Verzweigungen fiir die speciellen Werthe z =&, &,

1 [wo g=ce"’ :!, so haben wir

(1) . n=R(n, 1),
wobel
-~ g —
fm BTt o sz
als algebraische Darstellung unserer Fliche. Indem wir jetat auf jedem
Blatte dieser Fliche cine Eintheilung nach dem Kreistheilungstypus
[3,3]; N =23 anbringen und dabei die Verzweigungspunkte 4 auf

homologe Stellen dieser Eintheilung fallen lassen, entsteht, wie wir
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oben gesehen, die Klxc),e |

. 13, 3,4); N =48 (vergl, pag. 489 und
Fig. 3 der Tafel I). Aigebraié;h’set;en wir
@ e

= 2,
. 27
so hat 7 in Bezug auf o

. die verlangte Verzweigung. Denn fiir z,=0
‘f_l_ld 4y ==o0 hat eine Verzweigung der Blitter zu dreien statt, wiahrend
fiir 2, =.1 [und nur fiir diesen Werth] 2, die Werthe 1, &, & annimmt
und somit an dieser Stelle die Blatter der Fliche zu vieren zusam-
menh#ngen,

Um jetzt schliesslich auf die Fliche (2, 3, 8]; N = 96 zu kommen,
hab.en wir jedes Blatt der eben behandelten Fliche nach dem Kreis-
theilungstypus (2, 275 2V — 2 so einzutheilen, dass ein Eckpunkt 2 auf
#, =1 fillt, wihrend die Stellen, an welchen die Blitter zu dreien

zusammenhéngen, 2, == O, oo, homologe Stellen der Eintheilung werden.
Algebraisch ersetzen wir 2, durch

(3) [ia_tl_]’ =

Dann ist die Verzweigung von y in Besug auf s dargestellt durch
die 96 blittrige Fliche , deren Blitter bei # =0 zu zweien, bei z =1
zu dreien und bei 2 == oo zu acht zusammenhingen.

Wir haben hier successive die Irrationalitit unserer Fliche auf-
gebaut. Der umgekehrte Weg wiirde verlangen, die fertige Gleichung
zwischen  und z aufzulésen. Dann haben wir der Reihe nach die
in den Gleichungen (3), (2), (1) gegebenen Irrationalititen zu adjungiren.
Jede dieser Adjunctiomen bewirkt dann eine Reduction der Gruppe
unserer Gleichung, die wir gerade geometrisch an der zugehorigen
Uebergangsform erkannt haben.

Die Reihenfolge der Gleichungen (1), (2), (3) stellt sich unmittelbar
dem beztglichen Theil der Tabelle II unserer Gruppenzerlegung an
die Seite. Der Aufbawu der ganzen Gruppe aber lisst sich am besten
erkennen, wenn wir jetzt die Beziehung zwischen % und z in ausge-
rechneter Form schreiben:

4 S VAL, i SV
vy V’-

2
R Ve L
" v, | Y

Vze—1
II. Gehen wir w=ur Herstellung der gewollten Irratioualitit von

einer anderen Art der Gruppenzerlegung aus, so stellt sich dieselbe
sunschst in etwas anderer Form dar. Begiunen wir z. B. [vergleiche
die Tabelle pag. 4927 mit der Fliche

(&) [2,2,2,2); N=2

und gehen der Reihe nach durch die Flichen
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(8) [4: 4, 4, 4.}3 N“""‘jx
(?) (2,2, 4, 4]; N=8,
(&) 4, 4, 41; N == 18,
(&) 13, 3, 4]; N = IR
zu unserer gewiinschten Fliche

(©) {2, 3, 8]+ N =96,

so ergiebt sich folgende entsprechende algebraische Formulirung:

Flache (&) zunichst ist unmittelbar gegeben durch die Gleichung
(4) =gt — 1%,

Fliche () wird erhalten, wenn wir noch zuftigen
(5) (5 — 1) = (8 — 1),

Um jetzt auf die Flichen () und (8) zu kommen, sind die Rela-
tionen einzufithren
(6) 2" = 83,

(M 8y? = 2,.

Durch diese Substitutionen wird aber zuniichst eive Heduclion
unserer Irrationalitiit bewirkt, indem wir jetzt die Bezichung zwischen
n und z;, bez. zwischen 3 und z, ausgedriickt haben durch die Formeln

b e 2,2
und | 3 1
W=z — L

Wir diirfen desshalb hier nicht » selbst als die abhiingig Vuriable
in unseren Gleichungen annehmen, sondern irgend eine rationale Fune-
tion von % und £,. Es stellt dann die Beziehung von

® 7 == R(1, 2,)
zu 2,, wobei die Gleichuny
=g — 1

*) Wir specialisiren mit Riicksicht auf die folgenden Gleichungen, analog
wie vothin, wieder die Constanten unserer Gleichung. Die allgemeine algebraische
Formulirung der FHiche « miisste ja, vou linearen Transformationen des P'ara
meters abgesehen, eine willkfirliche Constante enthalten.

**} Wir haben anf pag. 491, Anmerkung erwithnt, dass es zwei wesentlich
verschiedene reguliire Flachen [4, 4, 4, 4}; N == 4 giebt. lhre algebraische For-
mulirung ist allgemein die folgende:

P=E—a)z—b@E—c—d
filr unsere oben bebandelte Fliche, und

pe= (8 —a)(z — B) (s —c)' (s —d)
fiir jene zweite regulire Fliche. Der }]nterschied in der Zusammeuvhingung der
einzelnen Blatter, wie wir ihn dort fiir beide Flichen gekennzeichnet haben, wird
hier sofort durch Umkreisung der Verzweigungspunkte deutlich
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statthat, in gleicher Weise wie oben Gleichung (4) uund (5), unsere
Fliche B dar, aus welcher wir die Flichen y und & ableiten.

Indem wir also Gleichung (8) an die Stelle der speciellen Glei-
chungen (4), (5) treten lassen, schreibt sich die Gleichung der Fliche (y)
explicit in folgender Gestalt:

®) =R {i/z.x')' -1, 1/;4';‘}
und ebenso die fiir Fliche () in der Form
(10) W =R{Ys —1, Va,}

Wir sehen, wie auch hier die Higenschaft, dass die Gruppen
unserer letzten beiden Flichen zerfullend sind (vergl. pag. 490 u. 491),
zu Tage ftritt.

Die Darstellung der weiteren Flichen (¢) und (§) gestaltet sich nun
genau wie eben in I. durchgefithrt. Nur ist, um eine vollstindige Ueberein-
stimmung mit den dortigen Formeln (1) zu erlangen, dabei in Gleichung

(10) der Parameter z, durch eine lineare Function z, = — & —24- - &

zu ersetzen, was wir der kiirzeren Schreibweise wegen hier umgangen
haben. ‘

Jetzt lassen sich fiir unsere Fliche den in pag. 492 gegebenen
wgruppentheoretischen Tabellen unwmittelbar dureh unsere in I. und II.
abgeleiteten Formeln die Glied fiir Glied entsprechenden ,algelraischen
Tabellen an die Seite stellen, wie dies wohl keiner weiteren Aus-
fiithrung bedarf.

Beispiel 2.

Die algebraische Formulirung unseres zweiblittrigen Doppelringes
(pag. 493 und Fig. 7 der Tafel 1) gestaltet sich folgendermassen:

Wir haben zunichst den Doppelring durch eine Gleichung zwischen
den Grossen y, #z auszudriicken, welche wir dann als Parameter unserer
Kliche einfithren. Am einfachsten wihlen wir dazu die Fuuction

f(yaz)=y?_ z(z—~1)(z—a)(z——b)(z—c}=0,
fiir welche die Verzweigung von y in Bezug auf 2 dargestellt ist durch
die Fldche [2, 2, 2, 2, 2, 2]; N =2 (p = 2), deren Verzweignngs-
punkte wir in Fig. 8 (Tafel I) angedeutet haben. Mit gleichem Rechte
konnten wir irgend eine andere Gleichung f(y, 2) = (0, welche eine
Riemann’sche Fliche vom Geschlechte zwei ergiebt, zu Grunde legen.
Jetzt haben wir eine Funetion
Fn,y,2) =0

zu bilden, welche sich zweiblattrig tiber f(y, 2) = O ausbreitet und
dabei in Bezug auf diese Function unverzweigt ist. Dies leistet un-
mittelbar: )

n=R(y, V(e —a) # — b)),
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wo K irgend eine allgemeine rationale Function bedeutet. Deun jedem
Werthepaare y, 2, welches uns eindeutig einen Ort auf dem Doppel-
ringe bestimmt, entsprechen zwei Werthe 4. Dabei ist die Fliche un-
verzweigt und die beiden Blatter hiingen nur lings jener geschlossenen
Curve zusammen, welche die Verzweigungspunkte a, b umgiebt. Ent-
sprechend den 15 Paaren der 6 Verzweigungspunkte erhalten wir 15
wesentlich verschiedene Formen unserer Gleichung, die wir ebenso un-
mittelbar hinschreiben kénnen. Indem wir die 15 Durchschlingungs-
curven, die wir so erhalten, aus nur 4 derselben zusammensetzen
konnen, kommen uusere Fille auf jene 15 Moglichkeiten zuriick, die
wir auf pag. 493 fiir unsere Fliche unterschieden haben.

I11. Abschnitt.
Die reguliren Riemann’schen Fliichen vom Geschlochte p = 1.

§ 10.
Aufzéhlung der hierhergehdrigen Flichen.

Das Problem der reguliren Riemann’schen Flichen vom Ge-
schlechte p == 1 ist bekannt und identisch mit dem Problem der Trans-
formation und Theilung der elliptischen Functionen.*) Hier soll es
mit den fiir regulire Riemann’sche Flichen allgemein gewonnenen
Gesichtspunkten behandelt werden.

Wir trennen mit Riicksicht auf die folgende Darstellung die regu-
liren Riemann’schen Flichen vom Geschlechte p =1 in folgende
zwei Gruppen.

Erste Gruppe.

1. Ueber einem Ringe vom Geschlechte p = 1 sich ausbreitend
hat man M-blittrige unverzweigte Flichen, deren Blitter lings der
Meridian- und Breitencurven des Ringes ineinander geschlungen sind.

2. Ueber der complexen Ebene sich ausbreitend N = 2 M- bliittrige

*) Man vergl. hierzu, da ich mich im Folgenden der Weierstrass'schen
Bezeichnungen bedienen werde: Felix Miiller: ,,De transformatione functionum
ellipticarum**. Diss. inaug. Berlin 1867. Kiepert: ,Aufldsung der Transforma-
tionsgleichungen und Division der elliptischen Functionen,” Borchardts Journal.
Ba: 76, p. 34£.

Weiter sehe man noch:

Briot-Bouquet: ,,Théorie des fonctions doublement périodiques ete.”
p. s02ff. Christoffel: ,Sul problema delle temperature stazionarie etc. Annali
di matematica. S¢ 1L t.1. p. 99, die Abhandlungen von Sehwarz in Borchardt’s
Journal Bd. 70, p. 118, Bd. 75, p. 320 und dessen mebrerwihnte Preisschrift, so-
wie Klein, Ann. XV, p. 278
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Flichen, deren Blitter an vier Stellen je paarweise zusammenhingen
und die wir demgemiiss als Fldchen
2,2 2 2 N=2M
bezeichnen.
Zweite Gruppe.
Hier trennen wir folgende iiber der complexen Kbene ‘sich aus-
breitende Flichen:
la. Flichen von der Verzweigung
[2, 3, 6]
und der Blitterzahl
N=6m? und N = 18m2
1b. Die Flichen
(3, 3, 3],
N=23m® und N = 9Im?,
und endlich
2. Die Fléchen
|.2’ 47 4]7
N=4m* und N = 8m2%)

§ 11.
Die Flachen der ersten Gruppe.

Wir untersuchen zunéichst die iiber einem Ringe p — 1 unver-
zweigt sich ausbreitenden Flichen und fragen, auf wie viele Weisen
sich ein solcher Ring M-blattrig iiberdecken ldsst.

Indem wir beriicksichtigen, dass eine Verschlingung der einzelnen
Blitter des Ringes nur lings zweier Curven, also etwa der Meridian-
und der Breitencurve des Ringes in Betracht kommt, lisst sich die
Zahl der Losungen allgemein ibersehen.

Zwei Ringe zuniichst konnen auf drei Weisen, nimlich 1, lings
einer Meridiancurve, 2. lings einer Breitencurve, 3. lings Meridian-
und Breitencurve durchschlungen werden. Ersetzen wir unsere beiden
Ringe durch ebene Parallelogramme, so haben wir die Rinder der-
selben in der Art, wie es Fig. 1 (der Tafel II) angiebt, zusammen-
zuheften, um unsere drei Flichen zu erhalten. Dabei sind unsere
beiden Ringe jetzt nebeneinander, die regulire Gebietseintheilung eines
neuen Ringes bildend, ausgebreitet. In dieser Form lassen sich auch
die weiteren Fille ibersichtlich discutiren. Man erhalt dabei allgemein
ausgesprochen das folgende Resultat:

*) Dass mit den hier aufgeziihlten Flichengruppen alle Flichen vom Ge-
schlechte p = 1 erschdpft sind, folgt aus geometrischen Betrachtungen, wie ich
sie in Theil I meiner Inaugural-Dissertation entwickelt habe.
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Ist M die Anzahl der ineinander zu schlingenden Ringe und M

von der Form M = q¢ . b3 - - ., so giebt es n ““:il_f“ verschiedene
Arten der M-bldttrigen reguliren Fliiche.

Dieselbe Zahl verschiedener Lésungen erhilt man auch fir die
reguliiren Flichen [2, 2, 2, 2]; N = 2 M; denn wir brauchen in unseren
eben erhaltenen regulér durchschlungenen Flichen nur auf jedem Ringe
die Eintheilung (2, 2, 2, 2]; N = 2 zu treffen [vgl. Fig. 2 der Tafel I1),
um unsere neuen Flichen zu erhalten.

Die Aneahl der verschiedenen Arien unserer Fliche ist run genau
auch die Zahl der Transformationen M Ordnung der elliptischen
Functionen, wenn wir dabei die Multiplicationen milzdhlen. Insoferne
wir es hier in der That mit Transformationsgleichungen der elliptischen
Functionen zn thun haben, musste sich dieses Resultat ergeben, dem
Umstande entsprechend, dass die Invarianten der vier Verzweigungs-
punkte guf unseren Ringen sich als Wurzel einer Modulargleichung
fiir die betreffende Transformation ergeben. Dabei miissen wir ener
bestimmien solchen Wurzel nicht mothwendiy eine bestimmie wunserer
Flichen suordnen , wohl aber entsprechen gewissen Gruppen von Moduln
awch gewisse Gruppen von Flichen, Diese Gruppirung entspricht dabei
dem Umstande, dass fir allgemeines M und unter Mitberiicksichtigung
der Multiplicationen die Modulargleichung reducibel ist und in cine
gewisse Anzahl irreducibler Factoren zerfallt.

Wir fuhren die Abzihlung der kiirzeren Ausdrucksweise wegen
an den Beispielen der Transformation 3' und 4'* Ordnung durch,
wobei die Abzihlung fiir den allgemeinen Fall unmittelbar deut-
lich wird,

Die Durchschlingung dreier Ringe zunichst ist auf vier Arien
mbglich. Indem wir unsere Ringe aufgeschnitien in Gestslt von
Parallelogrammen in die Zeichenebene breiten, sind diese vier Mog-
lichkeiten in Fig 3 durch die Zuordnung der Riinder unserer Purallelo-
gramme dargestellt. Diesen vier verschiedenen Flichen stellen sich
die 4 verschiedenen Transformationen 3t Ordnung zur Seite, welche
den Periodenpaaren
@ o o w20,

5’ w50, 3 ®, - g 71
entsprechen. Wir kénnen durch geometrische Umformung von einer
anserer Flichen zu allen anderen ibergehen, ebenso wi¢ wir dureh
“einen Wechsel in der Periodenbezeichnung die obigen Periodenpaare in-
einander Giberfihren kounen*) So geht Fliche 1 in Fliche 3 und 2
fiber, wenn wir in Fig 4a unter Beibehaltung der Zuordnung der

a"
R

w ]

'i Man vergleiche die analogen Betrachtungen bei Camille Jordan , Traité
des substitutions et des éguations algébriques'* p. 337f.
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Rinder eine andere Abtheilung in Gebiete |[Fig. 4b und 4c¢] treffen.
Die Kliche 4 geht in die erste durch eine blosse Vertauschung der
Meridian- und Breitencurven fber.

Die Durchschlingung von vier Ringen lisst sich auf 7 verschiedene
Arten bewerkstelligen, den 6 Transfoimationen und der einen Multi-
plication 4' Ordnung entsprechend. Jene 6 den Transformationen
entsprechenden Ilichen lassen sich analog wie vorhin ineinander {iber-
fiithren. Die siebente, davon abgesonderte, entspricht der Multiplication.
Diese letzte Fliche [in Fig. 5, Tafel II dargestellt] lisst sich dabei
erzeugen durch die Uebereinanderlagerung zweier zweibliittriger Ring-
flichen, fiir deren eine die Durchschlingung der Blitter lings einer
Meridiancurve, fiir deren andere sie lings einer Breitencurve statthat,
Analog konnen die Flachen titr Transformation M'e Ordnung, wenn
M von der Form a¢-b-¢--- und @, b, ¢ relativ prim zu einander
sind, erzeugt werden durch die Uebereinanderlagerung der Flichen fiir
Transformation a'er, 'er - . . Ordnung — der bekannte analytische Satz.

Was die Gruppe der 2. M Transformationen einer Fliche [2,2, 2, 2];
N =2M in sich angeht, so ist deren Zusammensetzung unmittelbar
deutlich. Zunichst ist die Untergruppe der M Verschiebungen in der
Gesammtheit ausgezeichnet, was sich in der M-blittrigen regulir-
reguliren Uebergangsform, an der wir bisher unsere Discussion ge-
fiihrt haben, ausspricht. Die Composition dieser letzten Gruppe be-
stimmt sich aber unmittelbar aus der Zerlegung der Zahl M in ihre
Primfactoren, Indem alle so kommenden einfachen Gruppen bloss
eyklische sind, folgt der Lekannte Abelsche Satz, dass, die Auflosung
der Transformationsgleichungen mit Hiilfe von Wurzelzeichen bewerk-
stelligt werden kann.

Die Theovie der elliptischen Functionen giebt uns unmittelbar die
analytische Formulirung unseres Problems, indem es gerade die Be-
ziehung zwischen zwei doppeltperiodischen Functionen mit den Perio-
den 2@, 2w zu den doppeltperiodischen Functionen uniit getheilten
Perioden sind, welche unsere Irrationalitit ergeben.

Wir betrachter “zunfichst die Flichen [2, 2,2, 27; N=2M. Wir
fithren in der Weierstrass’schen Bezeichnung p(u), p'(u) als doppelt-
periodische Functionen mit den Perioden 2 w, 20" ein, und bezeichnen

mit p (&), p (u) Functionen mit den Perioden 27’? und %?1 [indem wir

eine Transformation m . #'" Ordnung herausgreifen]. Dann ist p ()
eine Function, welche bei den 2 -m . Transformationen, welche

win +u -+ u %—? + v ?q;i [w und v dabei nach dem Modul m, bez. #

genommen)| tiberfithren, und nur bei diesen Transformationen ungedn-
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dert bleibt. Die Function p'(#) nimmt dabei 2.m . # verschiedene
Werthe an. Die Gleichung also, die zwischen p (u) und p’(u) besteht,
hat sicher dieselbe Gruppe, wie unsere 2 M -blittrige Fliache. Aber
die Relation ist auch wirklich durch unsere Fliche dargestellt, wie
wir dies sofort itbersehen, wenn wir die Verzweigung von p’ in Bezug

auf p untersuchen. Zu dem Knde fragen wir zuniichst, wie p in Bezug
auf p verzweigt ist, dann wie p’ in Bezug auf p.
Die Transformationsgleichung in transcendenter Korm:*)

(v, &, <) =pw
m—1 n—1

= p(u,®, 03')+ZO;¢Z"’{10 (u — 3%"9 — .QLN"L> —p (-2;:)‘ + ”2‘!,,;0’—)}

[wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass g und v nicht
gleichzeitig Null werden diirfen] ldsst unter Zuziehung der Relation:

2 290’ 2p 22" o
p(ut 2 4 )y (- 22 4 20
g+ ¢ =0 mod m, v 42 =0 mod n

die Stellen

P =20, () () p(+ )
als die Verzweigungsstellen der fiber p ausgebreiteten Fliche erkennen.
Dabei héingen dort die Blitter der dem Werthsysteme von p(u) ent-
sprechenden Fliche stets zu zweien zusammen: den Werthen p(0), p(@),
p(e), p(o-4«’) entspricht jedoch jedesmal ein in der betreffenden
Stelle unverzweigt verlanfendes Blatt.

Die so entstehende (nicht reguliire) Fliche hat das Geschlecht
Null. Indem wir dieselbe durch Nebeneinanderlegen ihrer Blitter
auf die Kugel ausbreiten, kommt die Darstellung der Fig. 6 auf Tafel 11
[welche fir den Fall m =4, # =3 entworfen ist]. An dieser Dar-
stellung ist die Theilong der verschiedenen Perioden leicht ersichtlich.

Fiigen wir jetzt unserer Gleichung die Relation

P =) ) — gpw) — g5

=V (p(w) — p(@)(p(®) — p(&)) (p@) — p(@ +a))

hinzu, so besitzt p’ in Beaug auf p jetst gerade die Veraweigung un-
serer reguliren 2. J[-blittrigen Fliche. Die Blitterzahl m - n der
eben besprochenen Fliche wird nimlich gerade verdoppelt und fiir die
vier Werthe, welche vorhin an der betreffenden Stelle unverzweigte

*) Man vergl. z B. Felix Miiller a. a. O. pag. 51T,

‘Mathemstische Annalen. XVIL 34
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Blitter ergaben, werden gerade durch die zutretende Quadratwurzel
Verzweigungspunkte 2 hergestellt. Geometrisch denken wir uns ein-
fach die wn Fig. 6, Tafel IT gezeichnete Fliche doppelt iiberdeckt und
dabet an jenen 4 markirten Stellen versweigt.

Die algebraische Darstellung unserer regulir durchschlungenen,
iibrigens unverzweigten M-blittrigen Flichen ldsst sich nun aus dem
Bisherigen sofort formuliren. Denken wir uns nimlich in der Fliche
2,2,2,2]; N=2M die Untergruppe der M Verschiebungen, wie
schon frither angegeben, in dem f-bléttrigen Ringe ersichtlich ge-
macht, der in jedem Blatte die Eintheilung (2, 2, 2, 2]; N = 2 trégt,
so haben wir blos das Weglassen dieser Eintheilung algebraisch aus-
zudriicken: Wir fragen jetzt nicht mehr nach der Verzweigung von
9’ in Bezug auf p allein, sondern wir fragen, wie ist p’ versweigt in
Bezug auf die Grissen p und p " als den unabhingigen Variablen.

Dabei besteht zwischen diesen beiden Parametern p, p  die Relation:

P =Vip' —gp—g,
vergl. § 8.]. In der That bleiben p und p  gleicheeitiy nur mebr
g P

20 20"

ungedndert bei den Transformationen von #« in # -+ g e i el

die Transformationen von der Periode 2, welche u in — u iberfihren,
sind weggefallen, da p eine ungerade Function ist.

§ 12
Die Flédchen der zweiten Gruppe.
Wir gehen zu den Flichen

(1a) (2,3,6]; N=6m> und N = 18m?,
(1b) [3,3,3]; N=3m*> und N = 9m?,
(2) [2,4,4]; N=4m? und N = 8m?

tber. Sie finden ihre algebraische Darstellung in Transformations-
gleichungen ewischen den speciellen doppeltperiodischen Functionen, fiir
welche g,, bezichungsweise g, gleich Null ist. In der That ist, wegen
der Dreizahl der Verzweigungsstellen, jetzt keine absolute Constante
mehr vorhauden,

1. Die Flédchen der Verzweigung [2, 3,6] und [3, 3, 3].

Durch einfache geometrische Betrachtungen an den zugehorigen
Flachennetzen iiberzeugt man sich, wie sehon oben erwihnt, dass
unsere Flichen durch die Verzweigung und Blitterzahl jedesmal volig
eindeutig definirt sind.
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Ihre Gruppe bestimmt sich unmittelbar durch die Bildung der folgen-
den regulir-reguliren Uebergangsformen: Die Fliche [2,3,6]; N=6m?
bez. [2, 3, 6]; N = 18m? zuniichst besitzt eine regular—regula,re Ueber-
gangsform, gebildet aus 3m? bez, 9m? Blittern (vom Geschlechte Null),
deren jedes die Eintheilung des Kreistheilungstypus [2, 2]; N =2
tragt [Fig. T der Tafel II]. Dabei héingen die Blitter zu je dreien an
den in der Figur gekennzeichneten Stellen zusammen. So ergiebt sich
die Gruppe der Flichen [3, 3, 3] N = 3m?, bez. N = 9m? als aus-
zeichnete Untergruppe der Gesammtheit. Die Zerlegung dieser Gruppe
wird ihrerseits durch eine m?, bez. 3m*-blittrige Uebergangsform deut-
lich, deren Blitter je die in I'ig. 8, Taf. II gezeichnete Eintheilung
tragen, wihrend sie ibrigens unverzweigt und nur ineinander ge-
schlungen verlaufen, Die in den Verschicbungen der m2-bléttrigen
Fliche in sich gegebene ausgezeichnete Untergruppe ist dabei die-
selbe, wie die vorhin allgemein bestimmte Gruppe der m? Ver-
schiebungen, welche sich durch m-Theilung der beiden Perioden 2@
und 2@’ des elliptischen Integrals ergab. Fir die 3m?blittrige Fliche
ist diese Multiplication noch mit einer Transformation 3'r Ordnung
verbunden, die wir sogleich noch niher betrachten.

Zur algebraischen Formulirung untersuchen wir Theilungsglei-
chungen der Functionen p(u), p'(u), wobei

2w =y4p (u) — 93 vin

ist und fiir welche 20 und 20 = 2¢ - @, wobei ¢ =-¢®, ein primi-
tives Periodenpaar ist.

I. Wir behandeln zuniichst die Fliichen |2, 3, 6]; N = 6m>
Es sei dann

.'l_’('“’)"p(“) % %)"——p(“: ;;; 5;); 5’(""):1"('”') “:’;:”; l);

so ist zunichst, wie fiir die Theilung selbstverstandhch, g2 =0,
Daher folgt:

plew)=sp(u);  p'(ew) =p (w)

und so sehen wir in p°(u) [oder auch etwa p’*(u)= 4p *(u) — g;]
eine Function, die bei den” 6m? Operationen, durch welche u in

—_ta”-u+y~%+ﬂ'£;2, rv=20,1,2

tibergeht, und nur bei diesen Operationen, ungeiindert bleibt. p'()
nimmt dabei andere und andere Werthe an.

Die Beziehung zwischen p'(#) und p *(w) besitzt also jedenfalls die-
selbe Gruppe, wie unsere Fliche [2, 3, 6]; N —6m Eine Dis-
cussion der Verzweigung von p° in Bezug auf p° zeigh aber, dass
diese Gleichung wirklich das analytische Bild unserer Fliche ist.

34%
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Wir untersuchen, dhnlich wie vorhin im allgemeinen Fall § 11.
pag. 505, zu dem HEnde am einfachsten zunichst, wie p in Bezug

auf p° verzweigt ist, und erhalten eine 3m? blittrige, im Allge-
meinen nicht reguliire Fliche vom Geschlechte Null, Fithren wir dann
p’ statt p als Unbekannte ein, so wird diese Fliche, die wir uns, durch
Nebeneinanderlegen der Blitter, auf der Kugel ausgebreitet denken,
verdoppelt und es werden die beiden iiber der Kugel liegenden Blatter
dabei an vier Stellen untereinander verzweigt. Dadurch erweist sich
dann die Gesammtfliche als eine 6m?-blittrige, deren Blitter an der
Stelle p*= 0 zu je dreien, bei p® =1 zu zweien und bei p’ = oo zu
je sechs zusammenhéngen.*)

II. Wollen wir jetzt zu den Flichen {3, 3, 3]; IV = 3m? itbergehen,
so thuen wir dies geometrisch durch die Bildung jener auf voriger Seite
erwihnten 3m?-blittrigen Uebergangsform [Fig. 7, Tafel IL), alge-
braisch durch Adjunction einer Quadratwurzel, welche den in der
Uebergangsform abgeschiedenen Kreistheilungstypus repriisentirt. **)
Wir fithren niindich eine Grisse 2 = V}}g—~] als unabhéingig Variable
ein, wobel die Constanten dieser Wurzel durch die soeben in I. er-
withnten Verzweigungsstellen bestimmt sind. Die Verzweigung von p’
in Bezug auf 2 ergiebt dann die gewollte Fliche, deren Blitter fiir
die Stellen 5 = - ¢, — ¢, oo zu dreien zusammenhiingen.

IIT. Was endlich die Flichen {2, 3, 6]; N == 18m? und ebenso
[3,8,3]; N == 9m? betritft, so dient zu ihrer Aufstellung die Bemerkung,
dass es fiir unsere speciellen doppeltperiodischen Funetionen mit g, = 0

*) Setzen wir speciell m =2, so ist die Verzweigung von p in Bezng auf
p° reguliir, dargestellt durch eine 12 blittrige Tliche, deren Blitter an zwei
Stellen zu dreten, an einer zu zwelen verzweigt sind. Es st die in den wieder-
holt citirten Arberten als Tetraedertypus bezeichnete Fliche. Indem wir p° statt
p als Unbekannte einfithren, erscheint diese Fliche verdoppelt und es werden
dabei an vier homologen Punkten (etwa den Tetraeder-Eckpunkten) diese beiden
Fliichen untereinander verzweigt, So kommt die Gesammifliche [2, 3, 6] N = 24,
Yig. 9 der Tafel II stellt die Eintheilung ciner Kuogel nach dem Tetraedertypus
in stereographischer Projection dar. Denken wir sie doppelt tberdeckt und die
beiden Blitter an den markirten Stellen verzweigh, so folgt die letztgenannte
Flache. Man sehe hiezu Schwarz in der Eingangs citivten Preisschrift, sowie
Klein, Ann. XIV, p. 154,

**) Etwas anders ausgesprochen: Wir gelangen von der sceben in I. be-
trachteten Eintheilung eines Ringes in Dreiecke mit den Winkeln 90°, 60°, 300 zu
der neuven Eintheilung in gleichseitige Dreiecke dureh Zusammenziehen je zweier
Nachbardreiecke. Algebraisch haben wir an Stelle der friheren unabhiingigen
Variabeln p° eine solche Function von p° als neue Variabele einzufiihren, die
iiber das gleichseitige Dreieck liuft, wenn p° sich tiber ein rechtwinkhiges Dreijeck
bewegt und das ergiebt die obige Formulirung,
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eine Transformation dritter Orduung giebt, fiir welche g, ebenfalls
gleich Null ist. Dieselbe ist gegeben durch die Gleichung
P— g
p o= _IL'};Z Y3
und dabei ist g, = — 27y, und g, =g, =10.

Indem wir eben jene Transformation anwenden, driickt sich die
Beziehung zwischen p” und p® geometrisch durch eine 18-blittrige re-
guldre Fliche [2, 3, 6] aus, Wir haben diese Fliche in Iig. 10 der
Tafel II dargestellt, an welcher die Periodenparallelogramme fiir die
Transformation dritter Ordnung deutlich hervortreten.

Wenden wir diese Transformation auf unsere eben behandelten
Multiplicationen an, so erhalten wir die simmtlichen weiteren Iille
unserer Flichen [2, 3, 6] und ebenso [3, 3, 3}.

2. Die Flichen [2,4,4]; N=4m? und N = 8w
Ganz analog lassen sich die Flichen der Verzweigung [2, 4, 4]
behandeln, wenn man die speciellen doppeltperiodischen Functionen
p(u) und p'(») zu Grunde legt, fiir welche g; = O ist.
Wir haben niimlich hier die Lelationen p(in) = — p(u);
P (i) = ip’ () und bemerken, dass 20 und 20’ = 29w ein primitives
Periodenpaar ist. Dic Beziehung zwischen p'(u, @, @) zu

(o 5 5
driickt sich dann geometrisch durch die Tliche [2, 4, 4]; N ==4m?
aus, wie dies analoge Ueberlegungen, wie die soeben in Fall 1. ge-
troffenen, zeigen.

Die Flichen, fir welche N = 8m? ist, werden dann erhalten durch
Auwendung noch der einen Transformation sweiter Ordnung, fiir welche
das transformirte g, ebenfalls wieder gleich Null ist. Diese Trans-
formation ist dargestellt in der Gleichung:

_ pE— 4 J2
p="

und dabei ist g, = — 4g,; g5 ==0.
Miinchen, Ende October 1880.




