
Ueber  Aufs te l lung und  Unte r suchung  yon Gruppe und 

Irrationalit~t~ regul '~rer t~ie m a n n '  scher Fl~tchen. 

V o n  

WAI~TRER DY~K in Leipzig. 
(Hierbei 2 lithograph~rte Tafcln,) 

Man hat noch kein allgemeines Princip, welches ftir eine geo- 
metrisch vollsti~ndig gegebene R i e m a u n ' s c h e  Fliiche die Frage naeh 
der zugehSrigen Irrationali~ht beantworten l'5sst. Die vorliegende Ab- 
handlung nimmt diese Fragestellung ftir die s!oecielle Classe der regu- 
ldren 1~ i e m a n n' schen Fliiche~ in Angriff Eine regul~-e R i e m a n n' sche 
Fl~iche ist dabei definirt als eine fiber der complexen Ebene oder tiber 
einer beliebigen R i e m a n n ' s c h e n  Fl~ehe hr-bliitlrig ausgebreitete 
Fl~iehe~ welehe durch eine Gruppe yon _h r Transformationen, die Ver- 
tauschungen der BlOtter, ungeEnder~ in sich iibergeht. Die Gruppe 
dieser Vertauschungen l'Esst sich einer geometrischen Discussion unter- 
werfen; wir erschliessen namentlich ihre Zusammensetzung aus ein- 
fachen Gruppen durch gestaltliche Umformungen der R i e m a n n ' s c h e n  
Fliiche. Jene einfachen Gruppen erscheinen uns bei dieser geometrischen 
Untersuchungsweise ebenfalls in Gestalr regul~rer R iemann ' s che r  
Fliiehen. Setzen wit dann die einfachen Irrationalitiiten, welche diesen 
letzteren .Fliichen ents~vrechen, als bekan~t voraus, so giebt die geomebrische 
Deformation unserer ursl)riinglichen Fliiche unmittelbar den Weg, wie 
wit jc~ne einfachen Irrationatitiiten z~ der Irrationaliti~t dieser Ft~iche 
yon zusammengesetzter Grudge zu verbinden haben; sie l~isst unmittelbar 
die Gleichung dieser ~liichc aufstellen. 

Der Ausgangspunkt vorliegender Untersuchung war die yon Herrn 
K le in  aufgeworfene Aufgabe, fiir die niedrigsten Geschlechter alle 
regul~iren l~iemann'schen _Fliichen aufzustellen und algebraisch zu 
fbrmuliren.*) Hiezu war zuniichst erforderlich, Methoden auszubilden, 

*) Klein ,,Ueber die Transformation siebenter Orduung der elliptisehen 
Functionen." ~Iath. Ann. Bd. XIV, p. 460 Anm. 

Citate auf Klein'sche Abhandlungen sind im Folgenden einfach dutch 
Annalenband und Seitenzahl bezeichnet. 
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alle regul~ren R i e m a n n ' s c h e n  Fl~chen fiir ein gegebenes Geschleeht 
in einer geometrischen Definition zu erhalten, und hieran knfipften 
sich die Untersuchungen, welche die Gruppe jener Fliiehen betreffen. 
Die Fl~chen vom Gesehlechte p --_~ 0, 1, 2~ 3 boten hiezu das Uebungs- 
material. 

In meiner Inauguraldissertation*), auf welche ich namentlich be- 
ziiglieh einer weiteren Ausfiihrung der geometrischen und gruppen- 
theoretischen Seite unseres Problems verweisen mScbte~ finde~ sich die 
Frage yon diesen Gesichtspunkten aus behandelt. 

In vorliegender Arbeit sind~ in Fortsetzung der dortigen Unter- 
suchungen, allgemeine Methoden dargelegt, Grupt~e [Abschnitt 1.] 
und Irrat ionali tgt  [Abschnitt 2.] einer reguliiren Ri  e m a n n'sehen 
Flilche aus der geometrischen Definition derselben zu erschliessen**). 
Neben den Beispielen, welche sich in beiden Abschnitten der Arbeit 
unmittelbar an die allgemeinen ErSrterungen anfiigen, sind in einem 
besonderen 3. Abschnitte die regul~iren Fl~ichen yore Geschlechte eins 
im Anschluss an unsere gruppentheoretischen Untersuchungen be- 
handelt und dabei ihre Beziehung zu dem bekannten Transformations- 
probleme bez. Theilungsprobleme der elliptischen Functionen entwickelt. 

Was die Speeialisirung der Fragestellungen auf regul~ire Rie -  
mann 'sche  Fl~ichen betrifft und die Beziehung zu den analogen all- 
gemeineren Fragen, so sei hieriiher das Folgende erw~hnt: 

Die Beschr~inkung a u f  regul~ire z ~ i e m a n n ' s c h e  .Fl~iche~ ist keine 
wesentliche, insofern man~ was die Aufstellung der zugehSrigen Irra- 
tionalit~it betrifft, jede R i e m a n n ' s c h e  Fl~ehe durch eine regul~ire er- 

*) Miinchen, Straub 1879. 
**) Die Frage nach allen reg~lgren l t iemann'schen t'~l~iehen eines gegebenen 

Geschlechtes tritt damit bier zurfick; doch sei gestattet, das Resultat in Kfirze an- 
zuffihreu, welches eine vollsti~ndige Aufzi~hlung der reguli~ren Riemann'schen 
Flgchen vom Gesehleehte Iu ~ 0, 1, 2, 3 ergiebt: 

Innerhalb der angefi~hrten Geschlechter sind die ey~lischen Grup~en yon t)rim - 
zah~ordnung, die Gru2pe des Zkosaeders und eine Grudge yon 168 Subs$itutionen 
[bei p ~ 3] die einzigen einfaehen Grulo2en. Die beiden letzteren definiren zwei 
yon Herrn K1 e in ausfiityrlich untersuehte Irrationalitgit~n *). 

Alte innerhalb unserer Geschlechter auftretenden zusamr/~engeset~ten Gruppen 
abet lassen sich in eine l~eihen/blge bloss cykliecher Gruppen zerlegen. 

Sgmmtliche Irra$ionalitiiten also, welehe du~'eh diese Flgchen definirt sind, 
lassen sich [mit Ausnahme jener beiden yon tterrn K l e i n  discutirten] dutch die 
blosse Ueber- und z~ebeneinandersSellung yon Wu~'zelzeiehen aufbauen. 

*) Man verglei~he bier die zugehSrigen Abhandlungen I-Ierrn K l o l n  7s in den  Annalen- 
b~nden IX his XV. Bezligllch de~ F~lle p~.-~-0 sehe man ferner:  S c h w a r z ,  ~,Ueber diejenlgen 
F~lle: in denen die G a u s s i sche hypergeometrische Reihe eine a]gebraische ~Func~ion fh~es vierten  
Elemontos 4arstellt." Borcha~dt's Journal ,  Bd. 75, p. 292 ft, und , ,Bestimmung e iner  specie lien 
Minimalfl~ehe." Preisschr/ft. Berlin 1871. 
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setzen kann, welche die Gruppe der Monodromie fiir die urspriingliche 
Fliiche charakterisirt. Der Uebergang yon der nichtregul&ren zur regu- 
liiren Fl~che stellt sich dabei analog dem Uebergange yon einer all.. 
gemeinen a]gebraischen Gleichung zu ihrer Gal  ois 'schen Resolvente. 
Thats~ichlich sind ja auch die Gleichungen, zu denen wit dutch unsere 
regul~iren Riemann 'schen  ]Fl~ichen gefiihrt werden, Galois 'sche Re- 
solvcnten ~nit einem oder ~nehreren 1)arametern. Iimofern nun gerade 
solche Irrationatit~ien, die in Form gewisser G al o i s' scher Resolventen 
erscheinen~ in bestimmtem Sinne als _Fundamentalirrationalit~iten zu 
betrachten sind*), auf die wir alle anderen transformiren, wird man 
gegebenen Falles eine solche Zuriickfiihrung einer nichtregul~iren _t~ie- 
n~ann'  schen t~l~iche auf  eine regul~ire zweckm~issiger Weise jedesmal 
auch wirklich durchfi~hren, and dami~ die zugehSrige Irrationalit&~ mit 
Hiilfe jener Fundamentalirrationalifiiten darstellen. Ich denke auf die 
geometrische Ueberfiihrung einer nichtregul~ren R i e m a n n' schen Fl~ich e 
in eine regulate und den entsprechenden algebraischen Process bei 
einer anderen Gelegenheit eingehen zu kSnnen. 

Eine analoge Beziehung~ wie die eben betrachtete, welehe gleich 
hier angeschlossen sein mag, besteht~ rein gruppentheoretisch genommen, 
zwischen dem Studium einer Grupp% sofern sie durch eine Galois 'sche 
~esolvente mit einem oder mehreren Parametern, also dutch eine regu- 
lgre l~iemann'sche Fliiehe definirt ist und dem Studium der gleichen 
Gruppe, insofern sie uns dutch eine allgemeine I~esolvente, also durch 
eine Gleichung schleehthin, gegeben ist, sofern sie also als Gruppe 
der Monodromie fiir eine ~ichtreg~d~ire Ftgche erscheint. 

Denken wit uns im ersten Falle zur Darstellung der einzelnen 
Substitutionen der Gruppe eine indexbezeichnung der Art eingeftihrt, 
dass wir jedes Blatt unserer regul~iren Fl~iche mit einem Index be- 
legen; es kommt dann die Gruppe durch bestimmte Vertauschungen 
dieser Indices zu Stande, wobei jeder Index einmal die Stelle jedes 
anderen vertritt**). Wir haben die Gruppe in einer Form dargestellt, 
in welcher sie einfaeh transitiv erscheint***). - -  Legen wir anderersei~s 
zum Studium de~ Gruppe eine beliebige Resolvente za Grunde, lesen 
wir sie also aus einer niehtregul~iren Fl~che ab, so liisst sich auch 
hier wieder eine Indexbezeichnung dureh Benennung der einzelnen 
Bl~t~er dieser Fliiche einfiihren und die Gruppe der Fl~che drtlck~ sich 
durch Vertauschungen dieser Indites aus. Aber dabei stellt sich die 

*) Man vergl, diese~Annalen Bd. XIV. pag. 170. 
**) Ffir unsere rein geometrische Discussion der Gruppen vertreten gewisser- 

massen die Bli~tter der Flache selbst jene Indexbezeichnung. 
~, ***) M~.n sehe hiezu den Aufsatz yon Cayley ,,On the Theory of Groups" in 
~t~e~ Proceedings of the London Math. Soc. Vol. IX. 1878. 
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Gruppe als mehrfach transitiv dar und besitzt neben ihrenJallgemeinen 
und wesentlichen Eigenschaften noch speeielle, welehe sieh auf die 
Auszeichnung jener Re~olvente~ also auf die specielle Form ihrer Dar- 
stellung beziehen. Man kann vielleleht jene wesentlichen Eigenschaften, 
die fiir alle mSglichen Darstellungen einer Gruppe unver~ndert bleiben, 
als die invarianten Eigenschaften der Gruppe bezeichnen. Es sind 
gerade diejenigen, deren wir zum Studium der Zusammensetzung unserer 
Gruppen bedtirfen. Insofern sie fiir sich, ohne ,fremde" Eigenschaften 
eben an jener ,, Galois 'schen Form" der Gruppe --  wenn dieser Aus- 
druck gestattet ist - -  auftreten, werden wir allgemein dazu gefiihr~, 
Gruzvpenuntersuchungen, die sich auf  ein Studium der zugeh6rigen Irra- 
tionalit~iten beziehen, stets eben an finer Form der Grulope durchzufiihren, 
in welcher sie einfach transitiv erscheint. 

Es sei schliesslich noch folgende Bemerkung gestattet. Wir gehen 
hier stets yon einer regul~ren R iem an n'schen Flilche aus und studiren 
die zugehSrige Gruppe. Die umgekehrte Frage, wie man zu jeder 
Gruppe eine reguliire R i e m a n n ' s c h e  _Fl~che finder, ist zun~chst aus- 
gesehlossen. Ich denke gerade dieser Fragestellung in Fortsetzung 
dieser Untersuchungen niiher tre~en zu kSnnen. 

Meinem verehrten Lehrer, tterrn Professor Dr. F e l i x  K l e i n ,  
bei dem ich Anregung and mannigfachste Unterstiitzung in vorliegender 
Arbeit land, bin ich zu gro'ssem Danke verpflichtet. 

I. Abschni~t.  

Geomet r i sch-gruppen theore t i scher  Thei l  des Problems.  

w  

Gestalten~ welche wir einer regul~ren Riemann 'schen Fl~ohe 
ertheilen kSnnen. 

Wir be~rachten regul~re R i e m a n n ' s c h e  F]~ichen F ,  welche sich 
_~-bl~ittrig iiber der complexen Ebene z, oder fiber" einer beliebigen 
R i e m a n n ' s c h e n  Fl~iche f ausbreiten, lhre l~egularit~it spricht sich 
geomet/risch zuntiehst dadurch aus, dass jedes Blatt genau so verzweigt 
ist wie jedes andere. Weiter aber, wenn die R i e m a n n ' s c h e  Fl~che f 
ein Geschlecht p > 0 besitzt, wenn also das ,einzelne BlatY' der tiber 
ihr ausgebreiteten Fl~iche far sich genommen ein Geschlecht to > (~ 
hat*)~ so kSnnen diese Bl~itter, ausser durch Verzweigungsschnitte 

*) Des kurzen Ausdrucks halber ist in der Folge unter dem ,,Geschlecht des 
einzelnen Blattes" elner Fl~che stets das Geschlecht verstanden, welches sich er- 
glebe, wenn wit ein Biatt der Fli~che yon den iibrigen Iosgetrennt und die dabei 
in demselben entstandenen Schnitte uns geschlossen denken. 
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irleinander iiberzugehen, auch l~ings geschlossener Curven ineinander ge- 
sch~ungen sein. Die _~egu]arit6t der Fl~che fordert dann, dass jecles 
~ l a t t  genau so verschlungen ist, wie jedes andere. Dabei haben wir 
auf  f bekanntlich 240 wesentlich verschiedene Durchschlinguugscurveu 
zu unterscheiden. 

Die i~egularit~it einer Fl~iche F verlangt insbesondere, dass, wean 
in einer gewissen Verzweigungsstelle, bez. l~ngs einer gewissen ge- 
schlossenen Curve u Bl~itter im Cyklus zusammenh~ngen, dort d~un 
die s~mmtlichen BlOtter zu je v verzweigt bez. verschlungen sind. 

Insofern uasere folgenden Untersuchungen wesentlich an tier Rie-  
m ann ' schen  Fl~ehe selbst gefiihrt werden, handelt es sich zuvbrderst 
um deren anschauliche Darste]lung. Wit werden hier vor allem die 
Darstellung verwenden~ in welcher die l~iemann'sche FHiche als eine 
/~'ei im _Raume gelegene erscheint, indem wit ihre 2/Bliitter uns nicht 
i~bereinander sondern nebeneinander gelegt denken.*) 

Fiir den Fall einer fiber der z-Ebene 2/-bli~ttrig ausgebreiteten 
regul~iren R i e m a nn'schen Fl.2che soll das Verfahren der Deformation 
zu einer frei im Raume gelegenen Ft~che, die dana in N Gebiete 
vom Geschlechte Null reguZ~ir eingetheilt erscheint, in Kfirze vorgeftthrt 
werden. Es ist diese Umtormung von Herrn Kle in ,  Ann. XIV, p. 458ff. 
uusfi~hrlich entwickelt. Wir wiederholen sie bier abet namentlich dess- 
h a l b ,  weil wir in der Folge-yon i~hnlichen Deformationen unserer 
t~ i e m ann 'schen Ft~ichen ausgedehnten Gebrauch zu machen habea. 

Es seien z, ,  z 2 . . .  z,, die Verzweigungsstelleu unserer 2r 
Fl~iche, so dass bei z, die Blis zu je vl, bei z: zu je v.~ u. s. w. 
zusammenh~ngen. Dann ]egen wir in der z-Ebene dutch die s~immt- 
lichen Verzweiguugsstellen eine geschlosseue Curve, der Art, dass die 
z - E b e n e  und gleicher Weise jedes Blatt der l~iemann'schen Fls 
in zwei Gebiete getheilt wird - -  ein schraffirtes und ein nichtschraffirtes 
- -  die im Sinne der analysis situs symmetriseh sin& Die Fli~che l~ags 
dieser Curve durchschneidend, erhalten wir 2.)V getremlte Gebiete, 
die wir nach passender Deformation in der friiheren Anorduung zu- 
sammenffigen, so zwar, dass die einzelnen Gebiete nicht mehr iiber, 
sondern nebeneinander zu liegen kommen. Dadureh werden die Win4ungs- 
punkte  der Fl'~che aufgehoben. Wo v Bliitter im Cyklus iibereinauder 
l a g e n ,  da.liegen jetzt 2 .v  abwechselnd sehraffirte uud nichtschraitlrte 
Gebietstheile~ einen Cyklus bildend, nebeneixmnder. Die Fl~che ist 
somit  verwandelt in eine frei im Raume gelegene~ geschlossene Fl~iche, 
die in 2.24" abwechselad schraffirte uud nichtschraffirte n-Ecke ein- 
getheil~ ist~ und zwar ist die so erzeugte Eintheitung zun~ehst eine 

*) Eine schon yon ICie m ann gebrauch~e Vors~ellungsweise. Vergl. Ann. XIV, 

p.  134:. 
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regul~ir-symmetrische~ insofern wir jedes der 2Y Bl~itter unserer urspr[ing- 
lichen Fliiche noch in zwei zu einander symmetrische Theile getrennt 
haben. Wenn auch diese Spaltung der einzelnen, unseren B]~ittern 
entsprechenden Gebietstheile far die folgenden Betrachtungen nicht 
wesentlich ist, so ermSglieht sie uns doch eine grSssere Uebersicht- 
lichkeit, in der geometrischen Darstellung unserer Fliichen und zugleich 
eine freiere Beweglichkeit in ihrer Auffassung, indem wir bet Auf- 
hebung dieser Spaltung, also beim Uebergang yon einer regul~r-sym- 
metrischen Eintheilung zu ether bloss regul~ren, noch die Wahl haben, 
we~ches der n an ein schraffirtes n-Eck der Eintheilung anstossenden 
nichtschraffirten n-Ecke wir mit dem ersteren zusammen als ein ]3latt 
unserer Fliiehe betraehten wollen. 

Zu ether fibersiehtlichen Zeichnung der durch unseren Process erhal- 
tenen Fl~iche denken wit uns dieselbe in eine einfaeh zusammenhiingende 
zerschnitten und breiten ein solches ,,Netz der Fl~che" in die Zeichnungs- 
ebene aus. I)abei liisst sich dieses Netz beziiglich tier versehiedenen 
Polygone der Eintheilung in bestimmter regul~irer Weise anordnen. 
Nehmen wir etwa einen Eckpunkt v [um den sich 2.v abwechselnd 
sehrafflrte und niehtschraffirte n-Ecke lagern] in die Mitre, so breitet sich, 
falls wir nur die Zerschneidung unserer Fl~iche passend getroffen haben, 
um diesen Pmfl~t das Netz in v-facher Regularit~t und v-facher Symmetrie 
aus - -  die letzteren Begriffe dabei im Sirrne der analysis situs genommen. 

Wir erleichtern uns die Uebersicht eines solchen Netzes durch 
Einffihrung auch ether gestaltlichen Symmetrie, indem wit unsere 

Polygone als Kreisbogenpolygone mit den Winkeln -~- zeichnen*), wie 

dies bet den ersten Netzen, die man studirte, zufolge der functionen- 
theoretisehen Betrachtungen yon selbst der Fall war**). 

Dutch analoge Deformationen liisst sich nun jede regulKre l~ie- 
m a n n'sehe Fl~che in eine fret im Raume gelegene reguliir eingetheilte 
Oberfliiche verwandeln; nur sehen wit im allgemeinen Falle davon ab, 
die einzelnen Gebiete dieser Eintheilung, die, fiir sich betraehtet, jetzt  
allgemein einen hSheren Zusammenhang als i haben, wetter in einen 
schraffirten und einen nichtschraffirten Theil zu spalten, wie wit dies 
ftir den Fall der tiber der z-Ebene ausgebreiteten R i e m a n n ' s e h e n  
Fliichen soeben gethan haben. 

w 
Die Grupl)e ether regnli~ren Riemann'schen Fl~he.  

Die Gruppe einer reguliiren Riemann ' schen  Fliiche ist dadurch 
gegeben~ dass wir ein bestimmtes Blatt in jedes andere und in sich 

J 

*) Man vergleiche hierzu Ann. XIV, p. 463. 
*~) Schwarz a a O. Borchardt's Journal, Bd. 75, p. 316. 
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selbst iiberf~ihren. Bei diesen Zuordnuagen sollen stets contigue B|~tter 
wieder in contigue fibergehen. Dadurch wird dann jedesmal die Fliiche 
eindeutig ia  s ich transformirt; die Punkte der Fl~che werden dabeije zu 
_N Punkten ein ander zugeordnet, welche in der reguliiren R i e m an n' sch en 
Fl~che fibereinander, in der stellvertretenden regul~ir eingetheiltetl 
Oberfl~iche an  ,homologen Stellen" der Gebietseintheilang liegea. Die 
Verzweigungspunkte der Fl~iche, bez. die Polygon-Eckpunkte der 

~V N � 9  Punkten. Fl~cheneinthei lung bilden Punktgruppen yon nur ~ ,  ~ �9 

Diese Punkte  bleiben also bei gewissen Transformationen lest, bei 
denjenigen nKmlich, welche die Bl~itter des betreffenden Cyklus in 
einander fiberfiihren. DemgemKss wollen wir Transformationen unserer 
Fl~iehe in sich, bei denen ein Pm~kt der Fl~che fest bleibt, als Drehungen 
um diesen P u n k t  bezeichnen, w~hrend wit andererseits Transforma- 
tionen der Fl~iehe in sich, bei denen keiner ihrer Punkte lest bleibt, 
als Verschiebungen bezeichnen. 

Zur wirktiehen Aufstelhmg der _N TransformatJonen einer Fliiche 
in sich fragen wit zuniichst nach der l~eriode der einzelnen Substi~u- 
tionen und untersuchen dana das u der etwa vorhandenen aus- 
gezeichneten Punktgruppen bei diesen Transformationen. Hiernaeh 
trennen wir die einzelnen Substitutionen in mater sich gleichberechtigte. 
Eine Transformation bewirk~ n~mlich eine besti,nmte gegensoitige Zu- 
ordnung der Punkte unserer Fl~iche. Jede aualoge Zuordnung eut- 
spricht einer gleichberechtigten Transformation. F~ein gruppentheore- 
tisch ausgedrtickt sind mit einer Substitution S alle Substitutionen 
S" ~--- T -1  $ I ' ,  d. i. alle aus S ,,transformirten " Substitutionen*) gleich- 
berechtigt [:Z' bezeichnet dabei irgend eine Substitution unserer Gruppe]. 
Handelt es sich speciell urn ,, Drehungen" der Fl~iche in sieh, so fragen 
wir nach Anzah l  und Art  der dabei festbteibenden Punkte. Bleiben 
dana bei einer Drehung yon der Periode /~ [deren es urn einen Puukt 
qo (~) giebt~ wo tp die bekannte zahlentheoretische Function bezeichnet I 
gewisse a der  Punkte v**) [~u ein Theile)" yon vJ lest, wRhrend die 
iibrigen P u n k t e  v sich in Gruppen yon je /~ Punkten cyklis@ ver- 

tauschen, so giebt es im Ganzen N getrennte Punktgruppen yon je 

a Punkten v ,  deren jede bei q~(~) Drehungea you tier Periode fL fest 

�9 ) Man vergleiche etwa C. Jord~tn, Tr~itd des substitutio~a et des dqua- 
tions algdbrlques, p. 28ff. Im Folgendeu ist stct~ da~ Jordan'sche Werk clt[rt~, 
well dort die begrifflichen Definitionen der hter studirten gruppentheorehschen 
Eigenachaften zusammengestellt 8~nd. 

�9 *) Wit verstehen dabei un~r den ,,Punkten ~" nut die N~, zusammengeh~rigen 

Yerzweigungspunkte, in welchen fiir eine gewisse Stelle der Riemaun'schen 
Fl~che die s~immtlichen B1Rtter zu je ~ zusammenhRngen. 
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bleibt. Diese iV Gruppen yon r Drehungen sind dann ~teichbe- 
C f , ~  

rechtigte. 
Eine hiernach angeordnete Uebersicht der -h T Transformationen 

lg, sst uns die Gruppe einer Fl'gche mit allen ihren Untergruppen er- 
kenuen. Wit wenden uns jetzt zu deren rein geometrischem Stadium. 

w  

Goometrischos Konnzoichon einer Untergruppe und speciell einer 
,, ausgezeichneten Untergruppe". 

Das S~udium unserer Gruppen richter s i o h -  im Hinblick auf 
die spgtere Aufstellung der durch unsere Fl~ichen definirten Irrationali- 
t g t e n -  hauptsiichlich auf das Vorhandensein , ausgezeichneter Unter- 
gruppsn"*), also auf die Frage, ob die Gruppe einfach oder zusammen- 
gesetzt ist. Im letzteren Falle haben wit die Factoren der Composition ~'*) 
und ihre gegenseitige Anordnung, die uns unmittelbar den gruppen- 
theoretischen Aufbau unserer ]rrationalita~ versinnlicht, zu erschliessen. 
lndem wir diese Untersuchungen, im Anschluss an die geometrische 
Definition unserer Gruppen, in geome~rische Form kleiden, haben wit 
vor allem die 5Frage nach einem geometrischen Charakteristikum einer 
Untergru~re iiberhaupt und s peciell einer ausgezcichnetcn Untergruploe 
der gegebenen Gruppe zu beantworten. Zu dem Ende betrachten wir 
noch weitere Deformationen unserer R iemann 'schen Fl~ichen. 

Wit haben in w 1. die fiber der z-Ebene oder fiber einer [~ie- 
m an n'schen Fliiche f N-bl~ttrig ausgebreitete reguliire R iem a n n'sche 
Fl~iche durch Nebeneinanderlegen der Bl~itter in eine regul~ir einge- 
~heilte 0berfl~iehe verwandelt. Wit  fassen jetzt gewisse Uebergangs- 
stadien einer solehen Deformation ins Auge, bei denen noch nicht 
alle BlOtter nebeneinander ausgebrei~et sind, sondern dieselben thefts 
iiber-, theils nebeneinander liegen. Eine solche ,, Uebergangsform" be- 
steht also im Allgemeinen aus M :Bl~ttern, deren jedes eine gewisse 
Gebietseintheilung triigt. Die einzelnen Bli~tter, je vom Geschleehte2', 
h~ingen dabei mi~ einander allgemein l~ngs gewisser Verzweigungs- 
schnitte und l~ngs geschlossener Curven zusammen~ so dass die Ueber- 
gangsform erst als Totalit~it aufgefasst die urspriing|iche regut~ire 
Fl~che darstellt. 

Wir richten unser Augenmerk speeiell auf das Vorhandensein 
regul~irer Uebergangsformen, welche wit Mgendermassen definiren: 

N~ BlOtter vom Geschlechte /0' sind unter einander regullir ver- 

*) Nach einer yon Lie herrfihrenden Bezeichnung sind darunter solehe Unter- 
grulopen verstanden, die mit der Gesamm~heit aller Transforma'6onen vertauseh- 
bar sind. 

**) Vgl. C. Jorclan, a. a. 0 pag. 41ft. 
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bunden;  jedes Blat~ ist in gleieher Weise~ wie jedes andere in N. z 
(]ebiete tier Art eingetheilt, dass die Gesammtfl:,iehe eine in N--~--N t �9 2V 2 
Gebiete regul~ir getheilte HSehe darstellt. 

Die N Transform~tionen dieser Fl~iehe lassen sieh dann zusam- 
rnensetzen aus : 

1. Den Substitutionen I', T' �9 �9 .~ welche ein gewisses Gebiet A in 
sSmmtliehe unter bez. fiber ibm befindliehen iiberftihren. Wit heissen 
diese ~r 1 Substitutionen die Vcrticalsubstitutionen. 

2. Den ~r 2 Substitutiouen S, S ' . . . ,  welche dasselbe Gebiet A 
in sitmmtliche mit ihm auf dem gleichen Blatte gelegenen tiberfiihren 

den Horizontalsubstitutionen. 
Bei den Vcrticalsubstitutionen T, T ' . . .  werden s[immtliche Ge- 

biete  der Fliiche in dariiber beziehungsweise darunter gelegene fiberge- 
ft ihrt  [ohne dass darLlm im Atlgemeinen die Gesammtheit der Gebiete eines 
Blattes in die Gesammtheit der Gebiete eines anderen Blattes iibergeht]. 
Die Iteration und Combination der Substitutionen T, I"  ergiebt stets 
wieder ebeu solche Substitutionen..Die Verticalsubstitutionen bilden also. 
eine geschlossene Gruppe yon Operationen, eine Untergruppe der Gesammtheit. 

Ffir die Horizontalsubstitutionen gelten im Allgemeinen analoge 
Siitze niche. Es gehen bei ihnen tibereinanderliegende [und ebenso neben- 
einanderliegende] Gebiete im A}tgemeinen nicht wieder in tibereinunder 
liegende[bez.nebeneinanderliegende] fiber. Dass dieseSubstitutionen hier- 
nach im Al]gemeinen keine Gruppe bilden, bedarf wohl kaum derErwlihnung. 

Wit  sl)ecialisiren jctzt u~tscre Ucbcrgangs/brmca : 
Die Gebietseintheilung, welche in jedem einzelnen Blatte vorliegt, 

sel l  fiir sich genommen eine regul~ire und die Verzweigung bez. Durch- 
schlingung der einzelnen Blii~er untereinander dabei fiir alle homologen 
Stellen dieser Eintheilung dieselbe seia, so class wieder die regul~ire 
Gesammtfliiche aus unserer Uebergangsform resultirt. Wit wotlen solche 
specielle Uebergangsformen, die uns in tier Fo]ge hauptsiichlich be- 
schiiftigen, als ,,reg~diir-rcguliire" bezeiehnen. 

Die -hr., Horizontalsubstitutionen bilden auch jetzt noch nicht noth- 
wendig eine Gruioloe; abet sie definiren indirect eine Gruplge in der jetzt 
reguliiren Ei~,theilung des einzelnen Blattes dcr Uebergangs[brm. 

Ffir die Vertiealsubstitugonen gilt jetzt der Satz: 
.Die Untergr~t$pe, welehe wit in den N~ Vcrticalsubstitutionen einer 

regutiir-reguI~iren Uebergangstbrm abgeschiedcn haben, ist eine in der 
Gesan, mtheit ausgezeichnete. *) 

�9 ) In meiner Dissertation sind nur die ,,ausgezeiehneten Untergruppen" in 
geometrische Betrachtung gezogen und so ist in tier dortigen Terminologie [vgl. 
dor~ pag. 36 ft.] in der ,,regulliren Uebergangsform" eine ,,ausgezeichnete Unter- 
grulope" gekenn~.eichnet, w~hrend die ,,regul~re Uebergangsfom" in ihrer jetzigen 
Definition Kennzeichen fiberhaupt einer Un~ergruppe der Gesammtheit ist. 
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Zum Beweise maehen wit eine gaaz allgemeine Substitution S,  
welehe ein Gebiet A einer Verticalreihe Rj fiberfiihrt in ein Gebiet 
/3 einer anderen Verticalschicht /~2; hierauf eine Verticalsubstitution 
T,  welche das Gebiet B in ein neues C derseiben Schichte /~2 tiber- 
gehen l~isst. Wenden wir dann die Substitution S rfickwi~rts an 
[ffihren also JB wieder naeh A zurfick], so geht das Gebiet C in ein 
viertes 2) t iber ,  welches der urslgriinglichen Verticalreihe Rt angch6rt~ 
dean jetzt gehen aueh bei den I-Iorizontalsubstitutionen tibereinander- 
liegende Gebiete wieder in tibereinanderliegende fiber. Also ist 
S -1 T S  = T'~ d. h. die Gruppe der u eine in der 
Gesammtheit ausgezeichnete. 

Im folgenden Paragraphen wird uns ein specieller Fall dieser 
Uebergangsformen beschiiftigen, dadurch charakterisirt, dass dabei 
nieht nur die Verticalsubstitutionen, sondern auch die Horizontalsub- 
stitutionen f(ir sich genommen eine Gruppe bilden. 

w 
Zerfallende Gruppen. 

Bilden im speciellen Fa]le aueh die Horizontalsubstitu~ionen einer 
regul~r-reguliiren Uebergangsform eine Gruppe, so ist diese ebenso, wie 
die Gruppe der Vertiealsubstitutionen in der Gesammtheit ausgezeiehnet 
und mit jener gleichgestellt. Wit  heissen dann die Gruppe der Gesammt- 
fl~iche ~erfallend. ]hre Substitutionen setzen sieh niimlieh zusammen :" 

1. Aus der Gruppe der Verticalsubstitutionen, bei welcher die ein- 
zelnen BlOtter tier Uebergangsform in ihrer Totalitgt vertauscht werden. 

2. Aus der Gru~vpe der Horizontalsubstitutionen, bei denen die 
einzelnen Bl~itter der Uebergangsform je in gleieher Weise in sich 
transformirt werden. 

Dana ist es mSglich, unserer Uebergangsform Uj eine zweite U~ 
an die Seite zu stellen, in der die ttorizontalsubstitutionen dort als 
Vertiealsubstitutionen hier erscheinen und amgekehrt. Die Gesammt- 
gruppe wird dann auch erzeug~ wean wir die Gruppen der tlorizontal- 
substitutionen bezfiglieh yon U~ und yon U 2 mit einander combinirem 
Nehmen wir dem entsprechend ein Blatt der U 1 und ebenso ein Blatt 
der U s heraus~ so sind dies ftir sieh genommen zwei in _AT 1 bez. 2/~ 
Gebiete reguliir eingetheilte Fli~chen ~'t und/~2~ dutch deren , Simul- 
tanstellung" die ~r ~ _AT I �9 _AT 2 bl~ittrige Fliiche /~" sich erzeugen l~sst. 
Zu dem Ende denken wir uns die 2' 1 und F 2 so ,,zurfick" deformirt, 
dass die ~ i  bez. 2Y~ Gebiete wieder tibereinander zu liegen kommen. 
Sie bilden dann zwei Fliichen, die fiber der z-Ebene oder allgemeiner 
fiber einer R i e m a n n ' s c h e n  Fli~ehe f~ in gleicher Weise wie die Ge- 
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sammtflKche 3~', a usgebreite~ sind. Durch diese Umformung liegen jetzt 
die homologea Stellen der Flfichen $'z, 2'e und ff iibereiuander, und 
dadurch ist es mSglich, die Combination der Transformationsgruppen 
yon 1/'~ uhd F.~ dnrch welche wit die Gruppe der E erhalten, auch 
geometrisch zu bewerl~stelligen. Die N~ Transformationen yon F~ in 
sich stellen sich n~irnlich dutch ebensoviele. ~i'ransformationswege" dar, 
welche yon einem Kusgangsblatt ia sSmmtliche andere Bl,~tter ffihren. 
Das Gleiche gilt ftir die ~.~ Transfocmationen der Fliiche 2"v Die 
Combination dieser Transformationswege ergiebt also die N~. N - ~ N  
Substitutionen, durch welche die Fl~che 2" in sich iibergeht. Wir 
kSnnen unmit telbar  sagen: 

:Die tZliiche ~' entsteht durch die Uebereinanderlagerung der beiden 
Fl~ichen .F, und .F~. 

Insbesondere kSnnen wir die Verzweigung yon 2' unmittelbar aus 
derjenigen yon 2"~ und ~'e aSlesen. Hiingen niimlich an ether SteUe 
die Blg~ter yon ~'~ zu j e v , ,  die yon 2": zu je v~ zusammen, so sind 
dort die Bl~itter yon 2" zu .ie v verzweig~, wo v das kleinsle gemein- 
schaftliche Mul~iplum yon % und v~ ist. Das G!eiche gilt beziiglich 
dot Durchschlingungen der BIKtter. 

Umgekehrt  k~nnen wit jetzt aueh durch Uebereinanderlagerung 
zweier regul~irer R i e m a n n ' s c h e r  FIKchen F ,  und F 2 yon N, bez. 2Y2 
Bl~ttern eine neue rbguliire Fliiche ~ erzeugen, welche dann eine zer- 
fallende Gruppe definirt. Die Verzweigung und Durchschlingung der 
BIKtter setzt sich dabei in der eben geschilderten Weise zusammen 
aus Verzweigung und Durchschlingung der beiden erzeugenden Fl~ehen. 
Diese Auffassung ether zerfallenden Grup~e ist jedoch eine allgemeinere 
als die soeben betrachter 

Die Bli~tterzahI der erzeugten Fliiche 2 '  wird n~imlich nut dann, 
�9 * . ~ l t  

wenn dm belden Fl~chen yon emander ,unabh~ngig"  sind, 2 r  2r 
�9 At2 sein. 

KSnnen wit  abet ~us F I u n d  /;'~ je eine regul~ir-regul~re Ueber- 
gangsform ableiten~ f'iir welche die regul~ire Eintheilung der Bl~itter in 
beiden Formen dieselbe ist und der Art, dass die in beiden ]~in- 
Sheilungen homologen Stelle~ bet der Uebereinanderlagerung sich decken, 
so kommr wenu wit hier durch Combination der Transforma~ionswege 
beider Fl~ichen unsere resultirende Fliiche bilden~ nur eine Fli~che yon 
der Bli~tterzahl N---~ ~ "wenn /) die Ordnung jener dutch die 
reguii~re Gebietsein~heilung definirten Fl~che ist; denn ersichtlich setzen 
sich die W ege ,  welche wit in den beiden reguliir eingetheilten Fl~chen 
unserer Uebergangsformen ziehen~ immer nur zu Wegen ether eben- 
solchen Fliiche zusammen und so tre~en die zugehSrigen Substitutionen 
nich~ zweimal-, sondern nut einmalziihlend in der Gesammthei$ auf. 
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Eine derar~ige Uebereinanderlagerung zweier Fl~ichen mag als eine 
,~febereinanderlagerung mit Reduction" bezeichnet sein. Wit nennen 
dabei die Gruppe der entstandenen Fl~ehe ebenfaUs eine zerfallende, 
und zwar ,uneigentlich zerfallend" in die Gruppen yon F 1 und /7'. 

w  

Die suooossive Decomposition einer Gruppo, die dutch eine regulire 
Riemann'sche Flicho delinirt ist. 

Die in den vorangehenden Paragraphen abgeleiteten Hfilfsmittel 
gestatten uns jetzt~ alle Fragen, welche die Gruppe einer regul~iren 
R i e m a n n ' s c h e n  Fl~iche betreffen, auf geometrischem Wege, dutch 
eine endliche Anzahl vor~ Yersuchen, zu beantworten. 

Wit erhalten alIe Untergruppen der gegebenen Gruppe durch die 
Bildung aller mSgliehen regulgren Uebergangsformen der zugehSrigen 
Riemann ' schen  Fliiche. Die gegenseitige Stellung dieser Unter- 
gruppen erhellt aus dem Yerhalten jener Uebergangsformen zu 
einander. 

Ftir das Studium der Decomposition einer Gruppe f~ll~ das Haupt- 
gewicht auf eine Aufsuchung tier ausgezeichneten Untergrur2en , also 
die Erage nach reguliir-reg~d~iren Uebergangsformen. 

Lieg~ uns nun in einer regul~iren R i e m a n n ' s c h e n  Fl~che eine 
Gruppe vor, deren Decomposition wir suehen~ so haben wir der Reihe 
nach die s Schritte auszuffihren:*) 

1. Wit  untersuchen~ ob die Grulope einfach oder zusammengesetzt 
ist. Eine Gruppe ist einfach, wenn sie [ausser der identischen Sub- 
stitution] keine ausgezeichnete Untergruppe besi~zt, zusammengesetzt 
im entgegengesetzten Falle. Gelingt es also nicht~ aus einer reguli~ren 
R ie m ann'schen Flgche eine regulgr-regul~ire Uebergangsfbrm abzuleiten, 
so ist die zugehb'rige Gruppe einfac~, entgegengesetzten Falles ist sie 
zusammengesetzt. Die Untersuchung einer einfachen Gruppe ist damit, 
vom gruppentheoretischen Standpunkt, zun~ichst abgeschlossen. Fiir 
die zusammengesetzte Gru2~ve fragen wir welter: 

2. Ist die Grudge zerfallend oder nichtzerfallend? Gelingt uns die 
Erzeugung der unsere Gruppe definirenden R i emann ' sehen  Fliiche ~" 
in tier w 4. gemeinten Weise dutch Uebereinanderlagerung zweier 
reguli~ren R i e m a nn'schen Fliichen /7" und /~", so ist die.Gruppe zer- 
fallend in die Gruppen dieser beiden Fl~ichen. An diese ~vendet sich 
dann gleicherweise die Untersuchung, und indem wit diesen Process 
soweit mSglich forbetzen, erhalten wit eine Reihe yon Fl~ichen 
2'!, 2'2, / ~ . . . ,  welche jetzt nichtzerfa~lende Gruppen definiren und 

*) w 11. der Disa. inaug. 
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deren Uebereinanderlagerung die Flilehe 2' erzeugt. Wit heissen dann 
diese Fl~ichen die Componenten, in welehe die vorgelegte Gruppe zerf~illt. 
Die Bliitterzahlen ~1, -7V'2, N3," ' '  derselben mSgen als .F6ctoren des 
Zerfallens bezeichnet sein. Dabei ist _N I . N ~ . N  3 . . . .  N, sofern die 
Uebereinanderlagerung eine einfache ist, und wir heissen dann die 
Gesammtgruppe eigentlich zer/allencl. Tritt jedoch [und dies ist die 
allgemeinere Art der Uebereinanderlagerung] eine ,,I~eduetion" in dem in 

w 4. gemeinten Sinne ein, so is~ N-~- N1"2i*'Ns"" pp--1 Q~-I..., wenn P, Q . . .  

die Ordnungen jener gemeinsamen Fl~eheneinthei]ungen, p, q . . .  die 
Anzahl bezeichnet, in welcher sie sieh in den Componenten der Fl~iehe 
finden; wir bezeichnen dann die Gruppe als uneigentlich ~erfallend in 
die Fl~chen 2' 1, 2'2, F 3 . . .  

Die Zerlegung einer Fl~iehe in ihre niehtzerfallenden Bestandtheile 
kunn nun entweder nu.r auf eine oder auf mehrere Arten mSglich sein, 
und wit wollen darnach ein- und mehrdeutig zerfallende Gruppen unter- 
scheiden; dabei kann es auch vorkommen, dass gem~iss einer Zerlegung 
die Gruppe eigentlieh zerfallend ist, w~hrend sie sich gemi~ss einer 
anderen als uneigentlieh zerfallend darstelllb. 

Nach Zerlegung der Gruppe in ihre nichtzerfallenden Bestandtheile 
haben wit 

3. die _~'rage nach der Einfachheit be~. der Zusammensetzung dieser 
letzteren zu beantworten. Ist eine Gruppe zusammengesetz~, so kSnnen 
wir*) eiae Reihenfolge yon Untergruppen aufstellen, deren jede aus- 
gezeichnet in der unmittelbar vorhergehenden enthalten ist und dabei 
nicht gleichzeitig Theil einer dort enthaltenen umfassenderen ausge-  

ze i chne ten  Untergruppe.**) 
Geometrisch suchen ~vir also zun~chst eine regul~ir-regul~ire Ueber- 

gangsform zu-der regut~ren R iemann'schen Fl~iche der Art, dass die 
Gruppe ihrer Ver~icalsubstitutionen in keiner ,,umfassenderen" Ueber- 
gangsform dieser Fliiche in Form yon Verticalsubstitutionen enthalten 
ist. Die reguliire Riemann'sehe Fliiche, welehe diese Uebergangs- 
form, yon der Gebietseintheilung des einzelnen Blattes abgesehen, 
bildet, mit anderen Worte~, die in der Ausgangsfl~iche enthaltene aus- 
gezeichnete Untergruppe, untersuchen wit dann analog beziiglieh 
etwaiger ausgezeichneter Untergruppen u. s. f. 

Dabei kann es vorkommen, dass in einer der so successive auf- 
tretenden Fliichen mehrere Uebergangsformen entha|ten sind, dere~n 

*) C. Jordan ,  ~. a. 0. pag. 41ft. 
**) Die Iterstellung einer sotchen Reihenfblge ausgezeichneter Untergruppen 

is~ selbs~verst~ndlich auch ffir jede zerfa~lende Gruppe m6glicb; doch wird man1 
wenn es sich um die systematische Zerlegung der Gruppe handelt, diese zweck- 
m~siger Weise immer erst in ihre nicht zerfalle~den Bestandtheile trennen. 



486 w.  D~c~. 

keine die andere umfasst; dann greifen wit zuniichst irgend eine der- 
selben zu weiterer Decomposition heraus; ebenso mit den anderen ver- 
fahrend, erhalten wir dann mehrere Reihen yon Zerlegungen, deren 
keine vor der anderen bevorzugt ist. Wir wollen damn (analog wie 
oben bei den zerfal]enden Gruppen) sagen, die herr. G~'uppe l~isst eine 
mehrdeutigfl Decomposition zu. Ferner kann eintreten, dass gewisse 
Gruppen unserer l~eihenfolge ihrerseits wieder zerfallende sincl [ohne 
dass datum die (]-esammtgruppe eine zerfallende zu sein braucht]. Wir 
zerlegen sie dann in ihre nichtzerfallenden Bestandtheile, deren jeder 
fitr sich weiter zu discutiren ist. 

Die Zergliederung der Gruppe erreicht ihr Ende, wenn wit bei 
einfachen Gruppen angekommen sind, welche also nur die identische 
Substitution [1] ausgezeiehnet enthalten. 

Die Bl~itterzahlen Nt,  N.2, . . . ,  Nk, 1 tier successive gebildeten 
Uebergangsformen s[nd unmittelbar die Ordnungen der successive aus.- 

N ~v, 2v~ 
gezeichneten Untergruppeu; die Zahlen 2V~ ' ~ , ,  �9 �9  ~ geben dann 

die Zahl der Horizontalsubslbitutionen jeder Uebergangsform an: Es  
sind die Factoren der Composition unserer Gru~vpe. Jene Gruppen aber, 
welche in unseren successiven Uebergangsformen durch die regul~ren 
Eint;heitungen je der einzelnen BlOtter, diese fiir sich als regulhre R i e -  
m a n n ' s c h e  Fl~ichen betrachtet, defiuirt sind~ bilden die einfachen 
Gruppen, aus deren Composition die Gesammtgruppe entsteht. 

Die ~Reihenfolge der Factoren der Composition giebt uns die Reihen- 
folge der Zerlegung unserer Gruppe an. Die oben auch geometrisch 
erkaunte Mehrdeutigkeit dieser Zerlegung spricht sich in der Vertausd,- 
barkeit gewisser Faetoren der Composition aus. Ergab eine der Ueber- 
gangsformen eine zerfallera~e Gruppe, so stellen sich die Factoren der 
Composition fiir die Zerlegung derselben in ihre niehtzerfallenden Be- 
stand,helle ais gleichmi~ssig berechtigte neben einander. Dabei ist noch 
eine m5gliehe Vieldeutigkeit dieser Zerlegung, sowie die MSglichkeit 
einer Reduction bei der Uebereinaaderlagerung (pag. 483) zu beaehten. 

In der auf tier nebenstehenden Seite abgedruckten Tafel stellen 
wir in gedr~ngten Definitionen die Gesichtspunkte zusammen, welche 
sich aus unseren geometrischen Betrachtungen ffir die Discussion einer 
Gruppe ergeben haben, die uns ia Form einer regul'~ren R i e m a n n'schen 
Fl~che vorliegt. 

Um jetzt ein vollst~ndiges Bild der Composition einer zu unter- 
suchenden Gruppe G zu entwerfen, ~tellen wir ftir sie zwei Tabellen 
auf: die eine, Tabelle L, ziihlt die regul~ren Fl~ichen auf, welche 
in den successive auseinander abgeleiteten regul~r-reguliiren Ueber- 
gangsformen als Definitionen der ausgezeichneten Untergruppen auf- 
treten; Tabelle IL glebe jene einfachen Gruppen, denen das System 
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r 

Einfache Gruppe. 
Die Fl.~che F be- 
sitzt keine regulSr- 
~'eguliire Uebe~'- 

gangs form. 

[Zu pag. 486.] 
Gruppo G, 

def ini r t  durch eine regul~ire R i e m a n n ' s c h e  Fl~iche F .  

Zusammengesetzte Grnppe. 
Die Fl~che F besitzt wenigstens eine regul~ir.regu- 

15re Uebergangsfarm. 

�9 Nichtzerfallende Grnppe. 
Die Fli~che F kann nicht 
durch ,,Uebereinanderlage- 
rung" yon Fli~chen F t ,  F~.-- 

erzeugt werden 

Zerfallende flrnppe. 
Die Flitche /7 kg, nn dutch 
,, Uebertinanderlagerung " 

mehrerer Fllichen F t ,F t . -  �9 
erzeugt werdvn. 

Grnppe mit ein-i Gruppe mit 
deutiger Decom-! mehrdeut. De- 

position. I composition. 
Es existirt nut  Esexistiren meh. 

,,eine umfas- 1fete gleichge- 
sendste Ueber- ~ stellte ,, umfas- 

gangsform." ] sendste Ueber- 
I gangsformen." 

,, ,, , 

~Eindeutig zer. Mehrdeutig zer- 
fa|lende flrnppe, i! fallende Gruppe. 

I 

Es existirt nut i Es existiren meh- 
due l~eihe yon ~ rere Eeihen yon 
,, componire~den ' ,, componirenden 
Fl~ichen " 1 Fl  ~ichen " 

Weitere Untersuchung der 
durch die Verticalsubstitu- 
tionen der Uebergangsfor 

men definirten Gruppen. 

Uneigentliehes 
Zerfallen. 

Die Uebereinan- 
derlagerung der 
Fl'~chen~t,F~.. �9 
ist eine ,, Ueber- 

ei, tanderlage- 
rung mlt Be. 

duction." 

Eigentliehes 
Zerfallem 

Die Uebereinan- 
derlagerung der 
Fl~chen 2'1, Fffi... 
ist eine ,, Ueber- 

einanderlage- 
rung ohne I~e- 

duction/' 

Weitere Untersuchung der 
niehtzerfallenden Bestand- 

theile unserer Gruppe. 
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der jedesmaligea Horizontalsubstifutionen entspricht und welche in der 
regul~iren Einthei~lung der Bliitter der Uebergangsformen vorliegen. 

In beiden Tabellen, deren letztere uns unmittelbar auch die 
Factoren der Composition ergiebt, charakterisiren wir den gruppen- 
theoretischen Aufbau der Gesammtfl~che auch noch durch die Stellung 
der einzelnen Glieder. Dabei sind ftir TabelleI. Fl~,ichenformen iibereinan- 
der yestellie, wenn die eine Flttche als ausgezeichneter Theil in der vor- 
hergehenden en~halten ist, nebeneinanderyestellte, wenn die befr. Formen 
als Componenten des Zerfallens far die n~chst hShere Form, die dann 
eine zerfallende Gruppe definirt, erscheiuen. Der Aufbau wird sieh 
da ver~isteln, we wit auf mehrere Weisen aus eiaer Flttehe ausge- 
zeichnete Untergruppen ausscheiden kSnnen, deren keine die andere 
umfasst. Dann ist die Decomposition auf mehrere Weisen mSglich, 
die zwar dieselben ZahIen als compositionelle Factoren ergeben*)~ aber 
in verschiedener Anordnung und dutch verschiedene Fl~ichen definirt. 
Die Anordnung der Tabelle II. l~iuft.J weft fiir jede Uebergangsform 
in I. die regtfi~ire u und Durehschlingung der Blt~tter unter- 
einander, in II. die regul~ire Eintheilung des einzelnen Blattes gegeben 
ist - -  mit der Anordnuag der Tabelle I. parallel. 

w 
Beispiolo. 

Wir wollen die hiermit exponirten Methoden der Gruppenunter- 
suehung an einigen speciellen regul~ren R i e m a n n'schen Fliichen n~iher 
verfolgen, welche wir sp~terhin auch als Beispiele der a]gebraischen 
Formulirung unseres Problems verwenden. 

E r s t e s  B e i s p i e l .  
Wir untersuehen zun~ichst die Gruppe einer 96-bl~ttrigen regul[iren 

Fl~iche, deren einzelne BlOtter an einer Stelle zu je zweien, an einer 
zweiten zu je drelen~ an einer dritten zu je aeht zusammenh~ngen. 
Diese Angaben fiber die Verzweigung zusammen mit den Anforde- 
rungen der vSlligen Regularit~t bestimmen in unserem Falle die Fl~iehe 
eindeutig, was allgemein keineswegs statthat.**) 

In dem w ]. entwickelten Sinne komm~; als geometrische Represen- 
tation unserer Fl~ehe das in Fig. ] (der Tafel I) gezeichnete Netz, 
welches wir uns in der beigesehriebenen Weise geschlossen zu denken 
haben. Die Fl~che besitzt das Gesehlecht ~o ~ 3 und wir wollen sie 
Ktirze halber bezeichnen als Fl~iche [2, 3, 8]; N ~ 96. 

*) Naoh dem Satz yon der Erhal~ng tier Fac~oren der Composition; verg]. 
C. Jordan. a. a. O. p. 42. 

**) Man vergleiche etwa die in meiner Dissertation angeftihrten Beispiele 
pag. 26ff. und pag. 60ft, sowie die Discussion der FRlle io ~ 1 in Theil III. der 
vorliegeaden Arbei~ und das auf pag. 491 u. 499 Anm. erw~hnte einfachste Beispiel. 
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Die 96 Transforma~ionen nun, durch welche unsere Fl'3che in sich 
tibergeht, trennen sich in folgende: 

a) in Drehungen um die Punkte 8. 
Bet diesen trennen wir wieder: " 

a) Die 6 . 4  Drehungen yon der Periode 8, bet denen jedes- 
real 2 Punkte 8 fest bleiben. 

fl) Die 3 . 2  Drehungen yon der Periode 4, bet denen jedes- 
real 4 Punkte 8 lest bleiben. 

~) Die 3 .  l Drehungen yon der Periode 2, bet denen jedes- 
real 4 Pm}kte 8 lest bleiben. 

b) in 16. 2 Drehungen um die Punkte 3 (yon der Periode 3), be, i 
denen jedesmal 2 PuJtkte 3 fest bleiben. 

c) In 12. 1 Drehungen um die Punkte 2 (yon der Periode ~), bei 
denen jedesmal 4 Punkte 3 lest bleiben. 

Fiigen wit hierzu noch 
d) 18 Versehiebungen unserer Fl~che in sich, je yon der Periode 4~ 

und endlich 
e) die identische Transformation (yon der Perlode 1), bet der jedes 

Blatt sich selbst zugeordnet ist, 
so haben wit damit eine vollst~indige Tabelle unserer 96 Transformationen. 

Die Gruppe, die sich hierin kennzeichnet, ist eine zusammenge- 
setzte. Ihre Zergliederung wird in folgenden geometrischen Ueber- 
legungen klar: 

1. Unsere Fli~cbe besitzt eine umt~assendste reguliir*reguliire Ueber- 
gangsform, bestehend aus 48 Bl~ittern [je yore Geschlechte Nt~ll], die 
unter sich dutch die regulate Verzweigung [3, 3, 4]*) verbunden sind i 
dabei ist auf jedem Blatte eine regulate Eintheilung nach dem ,Kreis- 
theilungs~ypus c,**) [2, 2]; N----- ~2 derart getroffen, dass einer der  
Eckpunkte 2 auf die Stelle zu liegen kommt, an welcher die B1Ktter 
zu vieren verzweigt sind, wiihrend die Verzweigungspunkte 3 der 
Fliiche auf homologen Stellen der Gebietseintheilung liegen. Fig. 2 
(Tafel I) zeigt die reguliire Eintheilung eines Blattes, wobei die mar- 
kirten Punkte der Zeichnung die Verzweigungsstellen der Bliitter unter  
sich andeuten. Bei A hiingen die Blis zu vieren, bei B und C zu 
je  dreien zusammen. Die Gesammtfl~iche stellt so unsere ursprtlngliche 
Fl~che [2, 3~ 8]; ~ ~ 96 dar, withrend wir in der Gruppe der FIKche 
[3, 3, 4]; A r---~ 48 eine ausgezeichnete Untergruppe der Gesammtheit 
erkennen. 

2. Die Fliiche (3, 3, 4); ~ ----- 48 besitzt eine umfassendste Ueber- 
gangsform in Gestalt einer 16-bliitirigen Fl~iche, deren jedes Blatt, 

*) Wir halteu an der zu Anfang des Paragraphen eiugeffihrten Art der Be- 
zeichnung fiir die Verzweigung einer Flt~che lest. 

~) Wegen dieser Ausdrucksweisen vergl, z. ]3. Ann. XII, p. 167. 
Mathematische A.nnaleu, XVII .  33 
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yore Gesehlechte Null, die Eintheilung des Kreisiheilungstypus [3, 3]; 
_,~'-----3 tri~gk Dabei sind die Bl~itter unter sich an drei homologen 
Stellen der Gebietseintheilung zu je vieren verzweigt [Fig 3, Tafel 1]. 
Dadurch ist eine ausgezeichnete Untergruppe der Gesammtheit aus- 
gesehieden, charakterisirt durch die Fl.~che [4, 4, 4]; N ~  16. 

Diese Untergruppe ist dabei auch ausgezeichnet in unserer urspriing- 
lichen Flaehe [2, 3. 8]; -h T ~  96. Diese letztere Fli~che besitzt n~imlieh 
eine Uebergangsform [die natfirlich keine ,,umfassendste" ist], in 
weleher die einzelnen Bl~itter [vom @eschlechte Null] eine Eintheilung 
nach dem ,,Doppe]pyramiden~ypus" [3, 2, 2]; i~ -~  6 tragen~ w~hrend 
sie, 16 an Zahl, unter einander an drei homologen Eckpunkten 2 zu je 
vieren verzweigt sind [Fig. 4, Tafel I]. 

3. Die Gruppe" der letzten Fliiche is~ nun eine zerfallende, indem 
wit sie erzeugen kSnnen dutch Uebereinanderlagerung zweier Rie- 
mann 'scher  Fl~ehen~ deren jede einen Kreistheilungstypus [4, 4]; ~---~4 
repri~sentirt. Bei der ersten dieser F]gchen finder dabei die Yer- 
zweigung der BlOtter zu vieren an zwei Stellen A und B start, wiihrend 
die BlOtter der zweiten Fli~che an zwei S~e]len B und C untereinander 
verzweigt sind. So entsteht durch die Uebereinanderlagerung die 
16bl~ttrige Fliiche, deren Bl~itter bei A,  .B und C zu vieren verzweigt 
sind. Wit  drticken die Uebereinanderlagerung kurz aus dutch die 
Schreibweise: 

A B C 
[4, 4] . ;  2 v _ - 4  

[4, 4]; i v = 4  
[4, 4~ 4]; N ~  16. 

4. Die Zusammensetzung jeder der beiden letzten cyklischen Gruppen 
ist sofor~ klar. Sie spricht sich fiir jede derselben aus in einer zwei- 
bl~ttrigen Uebergangsform, deren jedes Blatt (veto Geschlechte Null) 
eine Eintheilung nach dem Kreistheilungstypus (2, 2); N ~  2 tr~gt 
und wobei diese Bl~itter an den Eckpunkten jener Eintheilung unter- 
einander verzweigt sin& 

5. Start, wie eben, die Zerf':illbarkei~ der Grul~pe [4, 4, 4]; N ~  16 
zu bent~tzen, kSnnten wir die Zerlegung der Gruppe auch durch sucees- 
sires Abscheiden ausgezeiehneter Untergruppen bewerkstelligeh. Diese 
sind der Reihe nach definirt durch die Fl~chen 

[2, 2, 4, 4]; N ~  8, 
[4, 4, 4, 4]; N =  4. 

Die Zerlegung der letzten Gruppe charakterisirt sieh in einer zwei- 
blilttrigen Uebergangsform, deren jedes Blatt, yore Gesch]echte eins~ 
die reguliire Eintheilung [2, 2, 2, 2]; _h/-: 2 tdigt, w~hrend gleich- 
zeitig die beiden B]iitter, die wir uns als zwe[ tibereinander liegeade 
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Ringe denken, an jenen Eckpunkten 2 unter einander verzweigt sin& 
Beide Ringe sind dabei noch l~ngs einer Meridian- und einer Breiten- 
curve ineinander geschlungen*). Fig. 5 stellt die so einge~heilten und 
verzweigten Ringe aufgeschnitten und in die Zeicheuebene ausgebreitet 
dar. Die Durchschlingung ist dabei in der kreuzweisen Zusammen- 
heftung der BlOtter ersichtlich. 

Die Zerlegung der Fl~iche [2, 2, 4, 4]; N =  8 l'~sst sieh noeh 
durch die Bemerkung modificiren, dass ihre Gruppe zerfallend ist. Wit 
kSnnen die Flache erzeugen durch folgende Uebereinanderlagerung: 

['2, 4, 4]; %T=4 

[2, 2] ; _ ~ = ~  
[2, 2, 4, 4]; ~ =  

Demgem~ss leitet sieh aus ihr (vergl. p. 482) 
Uebergangsform Ut, welche die Fl~che [4, 4, 

, 

neben der oben gegebenen 
4, 4]; ~---~ 4 ergab, noch 

eine zweite zweibl~ttrige Uebergangsform U. 2 ab. Jedes Blatt derselben, 
yore Gesehlechte eins [wit denken es uns wieder als einen Ring], tr~g~ 
dabei die Eintheilung [2, 4, 4]; N ~---4. Dabei sind die Bl~itter an 
vier homologen Stellen der Einh~eilung untereinander verzweig~ und 
ausserdem noch l~ngs zweier Curven, der Meridian- und Breitencurve 
des Ringes~ ineinander geschlungen. In Figur 6 der I. Tafel sind 
beide Ringe aufgeschni~ten und iibereinanderliegend gezeichnet, wobei 
die Durchschlingung der Ringe wieder dutch die kreuzweise Zusammen- 
heftung der BlOtter zu Stande kommt. 

6. Wollen wir nun die Zerlegung unserer Gruppe iibersichtlich 
darstellen, so bilden wir ftir die P~eihenfolge unserer Uebergangsformen 
jene in w 5. pag. 486 erw~ihnten Tabeltea, welche ftlr unser Beispiel 
auf pag. 492 zusammengestellt sin& Die erste giebt uns die ausge- 
zeichneten Untergruppen, die als Vert~calsubstitutionen der Uebergangs- 
s gegeben sind, die zweite die jcdesmal getroffene regul~ire Ein- 
theilung der BlOtter dieser Uebergangsformen und damit die in den 
I-]orizontalsubstitutionen definirten Gruppen. 

Z w e i t e s  Be i sp ie l .  

In der vorigen Reihe yon Fl~ehen boten sieh, in einfaehster Gestalt, 
zwei Beispiele yon regul~ren Rie m an n' schen Fl~ichen, deren BlOtter 
(yore Geschlechte eins) gleichzeitig verzweigt und ineinander geschlungen 
waren (Fig. 5 u. 6 der Tafel I). Wit woUen noch in Ktlrze eine Fl~iche 

, *) Lassen wir diese Durchschlingung der beiden Ringe fort, so ist die nun 
en~standene Fl~che gleichf~lls eine regulgre, Eine Be~rachtung der beiden, so 
gegebenen Fl~chen [4, 4, 4, 4]; N -= 4 zeigt, dass dieselben zwar die gleiche Gruppe 
besitzen, class diese aber bei beiden in verschiedener Weise zu Stande kommt. 
Man vergl, die auf pag. 499 gegebene algebraische Formulirung beider Fl~tohen. 

33* 
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e r w g h n e n ,  deren Bli~tter nut liings gescMossener Curven mif, einander 
zusammenhliDgen : 

Eine Flilehe yore Geschlechte p ~ 2, die wir etwa als Doppelring 
[vergl.  Fig. 7 der Tafel ]] uns vorstellen kSnnen, sei doppelt iiber- 
deckt .  Wenn wit die beiden Bliitter l~ngs geschlossener Curven in- 
e inander  iibergehen lassen, haben wir in einfaehster Form sine regulii.r 
versehlungene Ri e m a n n' sche F1Kche vom Geschleehte p ---~ 3. 

A u f  dem Rings p ~ 2 unterseheiden wir nun v@r wesentlich ver- 
schiedene Durchsehlingungscurve,1 [etwa die in der Figur gezogenen]. 
I n d e m  wir nun die Bliitter liings einer dieser Curven oder liings zwei, 
d re i ,  vier derselben ineinanderschlingen, entstehen lauter wesentlich 
yon einander verschiedene regulKr verschtungene Fl~ichen p ~ 3. Es 
lr also der'Satz: Es giebt iiber dem gegebenen Doppelringe ausge- 
breitet fiinfzehn versehiedene _Fl~ichen der gemeinten Art. 

Selbstverstiindlich besteht die ,,Gruppe" dieser Fl~chen in der Ver- 
t au schung  der beiden BlOtter, welche als eine Verschiebung der Fliiehe 
in sich zu bezeichnen ist. Wir kommen im a]gebraischen Thei] auf da.~ 
Beispiel  zur[iek. 

Zu weiteren Gruppeuuntersuchungen werden uns die im hbsehnitt Ill. 
behandel ten regul~iren R i e m a n n' schen Fl~ichen yore Gesehlechte p ~ 1 
Anlass  bieten. Welter mag bier auf die ausftthrlich behandelten Bei- 
spiele meiner /nauguraldissertation verwiesen sein. 

II. Abschnitt. 

Algebraiseher Theft des Problems. 

w 
Die algebraischen Bezishungen im Allgemeinen. 

Ehe wit specie]l zur Auf'stellung der Irrationalif~iten fibergehen, 
die dutch unsere reguliiren R iemann ' schen  Fliichen definirt sind, 
formuliren wir allgemein die algebraischen Beziehungen, welche uns 
in den versehiedenen Gestalten, die wir einer Riem a n n'schen Fliiche 
er the i l t  haben, vorliegen. 

Dem Umstande entsprechend, dass wir es hier l~ur mit reguliiren 
I ~ i e m  ann'schen Fl~ichen zu thuen haben, sind, wie sehon in der Ein- 
l e i t ung  erwiihnt, alle unsere Gleiehungen Galois'sche Gleidtunge~ 
m i t  einem oder mehreren Parametern. Jede Wurzel ,/~ derselben drtickt 
s ich also dutch jede andere ~ und iibrigens die Parameter rational aus. 

W i t  betrachten nun R i e m an n'sche Fl~ichen 2', sofern sis sich fiber 
der  complexen Ebene z und insofern sie sieh iiber einer anderen Rie-  
m a n n '  schen FIKehe f, yore Geschlechte p, ausbreiten. Diese letzteren 
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Fliiehen fdenken wir uns dabei am einfaehsten durch huflSsung ihrer Ver- 
zweigungspunkte als ,,frei im Raume" gelegene Ri  e m a n n' sche Fliiehen 
ausgebreifet (vergl. w 1.). Dann haben wir bei den fiber der Ebene z 
oder, was gleiehbedeutend, fiber einer R i e m a n n ' s c h e n  Fl~che f yore 
Gesch]echte p ~ 0 ausgebreiteten Fl~chen auf die Verzweigung, bei 
den tiber einer allgemeinen R i e m  ann '.sehen Fl~iche f [deren Geschlecht 

> 0 ist] ausgebreiteten l?l~ichen auf Verzweigung und Versehlingung 
der einzelnen Bl~itter zu ach~en. 

Im ersteren Falle giebt uns eine complexe Variable z eindeutig 
den Ort in der Ebene an und diese fiihren wir als unabh~ngig Variable 
ein. Im zweiten Falle bedarf es zur Punktbestimmung auf f zweier 
Yariablen y, z. Zwischen diesen besteht eine Relation f l y ,  z]-----O, 
die, sofern wit darin ~ als unabh~ingig Variable auffassen, eben unsere 
Fl~iche f definirt. Ueber dieser breitet sich die Fl~che F(~/, y, z) ~ 0 
aus, bei der es nut auf die Verzweigung und Durchschlingung yon ~/ 
in .Bezug auf f(y, z)--~ 0 ankommt. 

So definirt z. B. 2'(~, y,  z) ~- 0 eine v511ig nnverzweigte und nut 
verschlungene Fliiche, wean die Verzweigungen fiir V in Bezug auf z 
in Ort und Ordnung mit denen yon y in Bezug auf z fibereinstimn|en. 
Es mag hierbei noeh bemerkt sein, dass wir, geometriseh sowohl wie 
analytisch, die Durchsehlingung zweier Bli~tter ULIS entstanden denken 
kSnnen dutch das Zusammenrficken zweier Verzweigungspunkte, welche 
durch einen nicht zusammenziehbaren Verzweigungsschnitt verbunden 
sind. Es f~llt dabei die Verzweigung fort, w~ihrend doch die Bl~itter 
liings jenes Sehnittes in einander tibergehen. 

w 
Algebraisohe Formulirung fiir dio Deoomposition der (]ruppo oiner 

reguliiron Riemann'schon Fl~che. 
Wit wenden uns jetzt dem Probleme zu, eine regul~ire R i e -  

mann 'sehe  Fl~che durch eine Gleichung mit einem bez. mit zwei 
Parametern darzustellen. Zu dem Ende gehen wir auf die geometrische 
Methode zurfiek, mit deren Hfilfe wir die Zusammensetzung der Gruppe 
einer l~iem an n'schen Fl~ehe aus einer Reihe yon einfachen Gruppen 
studirt haben. Sie bedarf nur tier algebraischen Umsetzung, um auch 
sofort die Zusammensetzung der Irrationalit~it jener R iemann ' s chen  
Fl~iche aus einer Reihe einfaeher ]rrationalit~ten der Art und Form 
nach zu ermSglichen. 

1. A l g e b r a i s e h e  D a r s ~ e l l u n g  e l n e r  r e g u l ~ r - r e g u l ~ r e n  
U e b e r g a n g s f o r m .  

Eine regulii.r-regul~ire Uebergangsform war definirt als regul~ire 
l~ iemann 'sehe  Fliiche F ,  deren einzelnes Blatt selbst eine regul~re 
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Eiatheilung der Art trug, dass die ,,Gesammtfl~iche" eine reguliire 
war.  V o n d e r  Gruppe der Gesammtfl~ehe ist damit eine gewisse 
Untergruppe abgespalten, welehe durch die regul~ire B|Ettereintheilung 
definirt ist. Algebraisch ausgesprochen ist yon der Gesammtirrationalit~it 
ein Theil, welcher der regul~ren .Bliittertheilttng entspricht, abgesondert. 
Indem wir dort yon ,,Horizontalsubstitutionen" absehen, b|eibt eine 
Gruppe yon Verticalsubstitutionen iibrig, die in der Gesammtheit aus- 
gezeichnet ist: indem wit h~er die Irrationalit6t~ welche der reguliiren 
-Blatteintheilung zukommt, adjungiren, reduci~'en wit die Gesammt- 
irrationalit6t auf die Irrationalit6t, welche jener Gruppe yon Vertical- 
substitutionen entspricht. Zur algebraischen Formulirung trennen wit 
zwei F~ille: 

a) Das Gesehlecht des ein~elnen Blattes der Uebergangsform ist 
gleich iVull. 

Es definite dann F(V , y ) ~  0 die i~ i emann ' s che  Fliiche F ,  yon 
der  Eintheilung der Bl~itter abgesehen. Ftigen wir eine Gl~ichung 

f ( y ,  z) ~ 0 hinzu, we z eine eindeutige Function yon y, und fragen nach 
der  Yerzweigung yon V in Bezug auf z, so ist durch die zugetretene 
Function f eine Spaltung jedes einzelnen Blattes der urspriingliehen 
Fl~che F bewirkt. Ergiebt dann die Verzweigung yon y in Bezug 
au f  ~ gerade jene reguliire R i e m a n n ' s e h e  Flliche f~ welche uns 
in der obigen reguliiren Eintheihng jedes Blattes yon /~' vorliegt, so 
bildet die Verzweigung yon U in Bezug auf z gerade die Gesammt- 
fliiche unserer regut~r-regul~ren Uebergangsform. Dabei mitssen se]bst- 
verst~ndlich die Constanten fiir beide Fliichen so bestimmt sein, dass 
die Eintheilung f des einzelnen Blattes der Uebergangsform ia der 
geometrisch verlangten Weise erfolgt. Die M5glichkeit einer solchen 
Bestimmung folgt abet eben aus dem Vorhandensein der Uebergangs- 
form~ sofera wit den Riemann ' schen  SaCz, dass zu jeder Rie- 
m aan ' schen  Fl~che eine Function gehSrt, s giiltig eraehten. 

b) ])as Geschlecht des ein~elnen Blattes der Uebergangsform ~ei 
grSsser ats IVuU. 

Eine solche Fl~iche stellt sich~ wena wir yon der Eintheilung 
eines Blattes zuniichst absehen~ mit Hiilfe zweier Parameter (w 7.) in 
der Form F ( ~  y, z) ~-- 0 dar und dabei besteht zwischen y und z noch 
eine Relation f(y, ~ ) = 0 ,  we]che jenes einzelne Blatt bezeiehnet. 
Formuliren wit jetzt - -  und auf Grund jener obigen Riemann 'schen  
Principien ist dies mSglich -- diese Relation zwischen y und z gerade 
so~ dass sie die regul~ire Eiatheilung f definirt, welche in der Ueber- 
gangsform auf jedem Blatte getxoffen ist, so stellt analog wie vorhin 
die Beziehung zwischen ~ und z die Gesamm~flii.che dar. Hier is~ 
abet  noeh eine Erweiterung zuzufiigen. Die auf jedem Blatte der F 
getroffene Eintheilung kann selbst der Art seiu, dass dig einzelnen 
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Gebiete derselben einen hSheren Zusammenhang als 1 haben; d. h. 
wenn wit die entsprechenden (homologen)R~inder eines solchen Ge- 
bietes vereinigen, entsteht eine Fl~che yon h5herem Geschlecht als 
Null. Dann bediirfen wir zur Darstellung dieser Eintheilung ebenfalls 
zweier Parameter z, w Die algebraische Formulirung besteht also in 
diesem Fatle aus drei Gleichungen: 

/~(~, y, ~, w)-----O, 

f (y, z, w) = 0 ,  
f~ (~, w) = 0. 

Dabei definirt die Verzweigung yon V in Bezug auf f die Fliiche /~' 
yon der Eintheilung ihrer Bliitfer abgesehen; die. Verzweignng von y 
in Bezug auf f, die Fl~iche f (die Blatteintheilung); die Beziehung 
yon ~ zu /~ endlich stellt die Gesammtfl~che dar. Se]bstversti~ndlich 
ist auch hier die richtige Lagenbeziehung der beiden Fl~chen auf  
einandgr dutch Bestimmung gewisser Constanten in den F]~chenglei- 
chungen zu treffen. 

2. A l g e b r a i s c h e  D a r s t e l l u n g  der  U e b e r e i n a n d e r l a g e r u n g  
zwe ie r  l ~ i e m a u n ' s c h e r  Fl~ci len .  

Eine regulate [4iemann'sche Flache 2' yon zerfaliender Gruppe  
liess sich dutch die Uebereinanderlagerung yon Fl~ichen ~ l ,  ~ " ' "  
darstellea (w 4.). Es seien 

F , (y , ,  ~ ) =  o, ~'~(y,, ~) ---- o . . .  
die Gleichungen dieser F]~chen. Wir setzen zaniichst wieder die BlOtter  
unserer Fliichen yore Geschlechte Null voraus. Bilden wir dann 
irgend eine rationale Function ~ unserer Yo so stell~ die Verzweigung 
yon ~/ in Bezug auf z unmittelbar die Fl~che F dar. Dabei muss d ie  
rationale Function der Yi so beschaffen sein, dass dutch ihre B i ldung  
keine Irrationalitat verloren geht; es muss, wie wir uns kurz ausdrticken 
wollen, eine ,,allgemeine" rationale Function der Yi sein. Der Unterschied 
zwischen uneigentlichem und eigentlichem Zerfallen, d. h. das E i n t r e t e ,  
bez. Niehteintreten einer ,, Reduction" (pag. 483) ist algebraisch dadurcb_ 
bezeichnet, dass in zweien oder mehreren der Irrationalit~ten y~, die j a im 
Allgemeinen zusammengesetzte sind, implicite ein and dieseibe I r ra t io-  
nalitiit vorkommt, die dann natiirlich in der Gesammtirrationalitiit n u r  
einmalz~ihlend auftri~t. 

Analog gestaltet sich die Uebereinanderlagerung, wenn das Ge-  
schlecht der BlOtter unserer Fl~ichen F , ,  t7'~_ . . .  grSsser als Null  ist .  
Die Relation f(v,  z ) =  0 zwischen den zwei dann vorhandenen P a r a -  
metern ist in diesem Falle, wie dies ja aueh geometrisch deutlich, fo r  
alle iibereinandergelagerten Fl~ehen diesetbe. 
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Das ]~esultat unserer Ueberlcgungea ist das folgende: 
Es is~ in jedem ]~'alle n~.Sflich, den yon uns eingeschlage~ncn gr'omc- 

trischen Gang der Zerlegung einer Gruppe algebraiseh zu ver/blgen. Wir 
k6nnen unmitlelbar den ]',belIen I und II ,  die wir [~ir die Compo- 
sition einer Gru29pe au['gestellt, die zvgelt6rig~.n algcbraischen ]~eziehungen 
an die Seitc setzen, soferne wir nut die dabei auftrctenden einfachen 
Irrationalitiiten kennen. 

Wit entwickeln die wirktich rechnerische Durchftihrung an den 
schon oben, Abschnitt I~ gebrachten Beispielen. 

w  

Boispielo. 
Bei sp i e l  ]. 

Wir verlaagen, den beiden Tabellen, welche wir in w 6. (pag. 4!)2) 
fiir unser erstes Beispiel der Decomposition einer regulhren t~i eman n- 
'.~chen Fl~iehe entworfen haben, die algebraische Formullrung zur Seis 
zu sefzen. Dies wird, entspreehend der Mehrdeufigkeit jener ZerIegung, 
in verschiedener Weise bewerkstelligt werden kSanen. 

I. Wir wol]en, yon der Gruppe der Fl~iche [4, 4, 4]; . Y ~  16 als 
zerfallender Gruppe uusgehend, die ]rrationalit~t der Fli[che 12, 3, 8]; 
~ T ~  96 aufstellen. Die Darstel[ung der ers~eren Fl~che durch die 
Uebereinanderlagerung zweier Kreistheilungstypen: 

A B C 
[4, 4] ; 4 

[4, 4]; 2 r  4 

4, 4]; i v =  

l IWO 

wobei 

is~ nach w 8, 2 algebraisch unmittelbar gegeben, wenn wir ~ gleich einer 
,,allgemeinen" rationalen Function R" zweier vierten Wurzeln aus 
linearen Functionell yon z I setzen, deren eine bei A und B, die andere 
bei /$ und C verzwclgt ist. Nehmen wir, der folgenden Darsteltung 
wegen, diese Verzweigungea t'fir d/e specielle~l Werthe z I ~ ~, ~", 

2irt" 1 
e z J ,  so haben wit 

---- 14 (~1, ~ ) ,  

als algebraische D~trstellung unserer Fl'Xche. Indem wir jetzt auf jedem 
Blatte dieser Fl~che cine Ein'theilung nach dem Kreistheihmgstypus 
[3, 3]; N---~ 3 anbringen und dabei die Verzweigungspunkte 4 auf 
homologe Stellen dieser E~atheilung fallen lassen, entsteh~, wie wir 
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oben gesehen~ die l~'l:&che [3,3, 4]; N = 4 8  (verg[. pag. 489 und 
Fig. 3 der Tafel I) .  A l g e b r a i i c h  setzen wir 
(~) ~ l  3 = ~ ,  
so hat ~ in Bezug a u F  zu die verla~gte Verzweigung. Denn fiir z~-----O 
und z2 ~ c~ ha~ e i n e  V e r z w e i g u n g  der Bl&tter zu dreien statt, w~hrend 
fiir z 2 ~ 1 [und n u t  i'i_ir diesen Werth] ~1 die Werthe 1, ~, e 2 annimmt 
und somit an dieser S t e l l e  die BlOtter der Fliiehe zu viereu zusam- 
menh&ngen. 

Um jetzt s c h l i e s s l i e h  auf die Fl~che [2, 3, 8j; 2r ~ 96 zu kommen~ 
haben wir jedes B l a i r  d e r  eben behandelten Fl~tche nach dem Kreis- 
theilungs~ypus [2, 2-] ; _ ~  ~___ 2 so einzutheilen, dass ein Eckpunkt 2 auf 
z 2 ~ ] f'~ll~, w~hrend  d i e  Stellen, an welchen die Bllltter zu dreiea 
zusammenh~ingen~ ~u ~ O ,  oo, homo|oge Stellen der Eintheilung werden. 
Algebraisch ersetzen w i r  ~ durch 

(3) [ , ,  
L ~ . -  I j  = ~" 

Dann ist die V e r z w e i g u n g  yon ~ in Bezug auf z dargestelit dutch 
die 96 bliittrige F l i i c h e  , deren Bl~t~er bei z ~ 0 zu zweien, bei z ~ 1 
zu dreien und bei z c~) zu acht zusammenhiingen. 

Wit  haben b i e r  s u c c e s s i v e  die Irrationalitiit unserer Fl&che auf- 
gebaut. Der u m g e k e h r t e  W e g  wtirde verlangen, die fertige Gleichung 
zwischen */ und z a o f z u l S s e n .  Dann haben wir der Reihe nach die 
in den Gleichungen (3) ,  (2), (I) gegebenen Irrationali~ten zu adjungiren. 
Jede dieser Ad junc t~ io l i en  bewirkt dann eine Reductioa der Gruppe 
unserer Gleichung, d i e  wir gerade geometrisch an der zugehSrigen 
Uebergangsform e r k a n n t  haben. 

Die Reihenfolge d e r  Gleichungen (1), (2), (3) stelR sich unmittelbar 
dem bezilglichen T h e i l  t ier  Tabelle II unserer Gruppenzerlegung an 
die Seite. Der A u f b a u  der  ganzen Gruppe aber l~sst sich am besten 
erkennen, wenn w i t  j e tz t~  die Beziehung zwischen ,/ und z in ausge- 
rechneter ~'orm s c h r e i b e n :  

. . . . .  vi+  ..... 

I / [ -  ~ ~ v - -  g~,_ 

II. Gehen w i r  z u r  Herstellung der gewolRen Irrationalitiit v(m 
einer anderen Ar t  t i e r  Gruppenzer|egung aus~ so stellt sich dieselbe 
zuniichst in e~was a n d e r e r  Form dar. Beginnen wir z. B. [vergleiehe 
die Tabe]le pag. 4 9 2 ~  xn i t  der Ftiiehe 

und gehen der R e i h e  ~aach dutch die Fliiehen 
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(~) [4,  4,  4, 4 j ;  N==4, 

(~) [4, 4, 4]~ N =  16, 

(~) I~, :~, 4]; N = .t,~ 

zu unserer  gewiinschten FIKche 

(~) [~, 3, 8]:  z V =  96, 

so ergiebt  sich tolgeude entsprechende algebraische Formul i rung:  

4,99 

Fl~che (a) zuniichst ist unmit te lbar  gegebon dt~rch die Gleichung 

(4) , f  = z,* - 1 *). 
Fliiche (/]) wird erhal ten,  wenn wir noch zufilgea 

(5) (z, ~ - -  I)" = (z~" - -  I)**). 

Um je tz t  auf  die Fl~chen (7) und (~) zu kommen ,  sind ,lie Rela- 
t ionen einzufithren 
(6) z~  •ffi z~, 

(7) ~3 ~ = ~.  

Durch diese Substitutioneu wird ~ber zuniichst eiuo liealuction 
unserer Irrat ionMit~t  bewirkt ,  indcm wir je tz t  die Beziehung zwischen 

und g3, bez. zwischen ~ und z t attsgedriickt haben durch die Formoln 

~ m, z32-- 1 
und 

~ l = = z ~  _ _  t .  

W i t  dtlrfen desshalb bier nicht ~ selbst als die abhiingig Variable 
in unseren Gleichungen a tmehmen,  soudern irgend eiae rat ionale Func- 
tion yon ,/ und g2. Es stellt  dana  die Beziehung yon 

(s)  ,f ~ / ~ ( , ~ ,  ~ )  
zu z , ,  wobei die Gle iehuag 

r/* ,.ffi ~2 ~'-- l 

*) Wir specialiairen mit Riicksicht auf die folgenden Gleichungen, gnMog 
wio vorhin, wieder dle Constanten uneerer Gieichung. Die allgemtine algebr~cho 
Formulirung der FRtche ~z mflsste ja, yon linearen Tran~formatmnen deJ Pars 
meters gbgesehen, e/~e willktlrliche Const~nte enthattem 

**) Wit haben auf pag. 491, Anmerkung erwltbnt, d~s es zwei wesenthch 
verschiedene regulate Fl~hen [4, 4, 4, 4]; ~ , -  4 giebt, thro algebr~Jche For- 
muliruug ist allgemein die folgende: 

~* = (z --  ~) (* - -  b) (: --  c) {= -- d) 
flit unsero oben beh~ndelte FiChe, und 

~* , -  (J - -  a )  (z  - b) (* - -  c)* (z - -  dp 
fitr jene ~weite regulltre Flttche. Dvr Unterschied in der Zusmmmeuhttngung der 
einzelnen Blittter, wie wir ihn dort fflr m beide Fl~ichen gekennzeichnet hP.ben, wlrd 
bier sofort durch Umkreisung der Verzweigungspunkte deutiich 
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statthat, in gleicher Weise wie oben Gleichung (4) uud (5), unsere 
Fl~che fl dar, aus welcher wir die Fl$chen y und ~ ableiten. 

]ndem wit also Gleichung (8) an die Ste]le der speciellen Glei- 
chungen (4), (5)-treten lassen, schreibt sich die Gleiehung der Fiiiche (7) 
explicit in folgender Gestalt: 

(9) R { V T -  1, 
und ebenso die ftir Fl~che (8) in der Form 

(10) ~ ' =  R {V~---1-,  i / ~  }. 

Wir sehen, wie aueh bier die Eigenschaft, class" die Gruppen 
unserer letzten beiden FliicheJi zerfallend sind (vergl. pug. 490 u. 491), 
zu Tage tritt. 

Die Darstellang der weiteren Fls (~) und (~) gestalte~ sich null 
genau wie eben in ]. durchgeftihrt. Nur ist~ um eine vollst~ldige Uebereiu- 
s~inamung mit den dortigen Forme]n (1) zu erlangen, dabei in Gleichung 

Z4' - -  $ 
(10) der Parameter z4 durch ei~e tineare Func6o~ z4 -~  ~ e z-~,- : f-  

zu erse~zen~ was wit der ktirzeren Schreibweise wegen bier umgangen 
haben. 

Jetz~ lassen sieh fiir unsere Fl~iehe den in pag. 492 gegebenen 
,,gruppentheoretischen" Tabellen unmittelbar durch unsere in I. und II. 
abgeleiteten Formeln die Glied ffir Glied entspreehenden ,algeb~'aische~" 
Tabellen an die Seite stellen, wie dies wohl keiner weiteren Aus- 
ffihrung bedarf. 

B e i s p i e l  2. 

Die ~lgebraische Formulirung unseres zweibl~ittrigen Doppelringes 
(pag. 493 und Fig. 7 der Tafel I) gestaltet sich folgendermassen: 

Wir h~ben zuniichst den Doppelrlng dutch eine Gleichung zwischea 
den GrSssen y ,  z auszudriicken, welche wir dann als Parameter unserer 
FlKche einffihren. Am einfachs~en w~ihlen wit dazu die Fuuction 

f ( y ,  z) = y~ --  ~(z - -  1) (~ - -  a) (~ - -  b) (z - -  c) = O, 
fiir welche die Verzweiglu~.~" yon y in Bezug auf z dargestellt is~ durch 
die F]~ehe [2, 2, '2~ 2 , 2,  2~j; N ~  2 (p -~- 2), deren Verzweig~mgs- 
punkte wir in Fig. 8 (Tafel I) angedeutet haben. Mit gleiehem Rechte 
kSnnten wit irgend eine andere Gleiehung f(y,  z)---~ 0, welche eine 
14i em a n n'sche Fliiche veto Geschlechte zwei ergiebt, zu Grunde legen. 

Jetzt haben wit eine Function 

zu bilden, welche sich zweiblii~rig iiber f ( y ,  z ) ~  0 ausbreitet und 
dabei in Bezug auf diese Function unverzweigt ist. Dies leistet un- 
mittelbar : 

~ / = / ~ ( y ,  / / ( z -  a) ( z -  b)), 
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wo -,7/irgend eine allgemeine rationale Function bedeutet. Denn jedem 
Wer thepaare  y, z ,  welches uns eindeutig einen Oft auf  dem Doppel- 
t inge  best immt,  entsprechen zwei Werfihe ~. Dabei ist die Fl.;iche un- 
verzweigt  und die beiden BlOtter hi~ngen nu t  l';ings jener  geschlossenen 
Curve zusammen,  welehe die Verzweigungspunkte a ,  b umgiebt. Ent-  
sprechend den 15 Paaren der 6 Verzweigungspunkte erhalten wir 15 
wesentl ieh verschiedene Formen unserer Gleichung, die wir ebenso un- 
mit telbar  hinschreiben kSnnen. Indem wir die 15 Durehschlingungs- 
curven ,  die wir so erhalten,  aus nur 4 derselben zusammensetzen 
kSnnen ,  kommen unsere F'~lle auf  jene 15 MSglichkeiten zurfick, die 
wir auf pag. 493 fiir unsere Fliiehe untersehieden haben, 

III .  A b s c h n i t k  

Die reguliiren Ri e m a  nn ' s chen  Fllichen yore Geschlechte  p ~- 1. 

w ~o. 

Aufz~hlung der hierhergeh~rigen Fl~chon. 

Das Problem der regu]~ren R iemann'schen Fl~chen vom Ge- 
schlechte J0 ~ Iist bekannt und identisch mit dem Problem der Trans- 
formation und Theihmg der elliptischen FmJctionen.*) Hier soll es 
mit den ftir reguIEre Riemann'~che Fl~icherl allgemein gewonnenen 
Gesichtspunkten behandelt werdeL,. 

Wir trennen mit Riicksicht auf die folgende Darstellung die regu- 
]'~ren Riemann'schen Fl~ichen yore Geschledlte p---~ 1 in iblgende 

zwei Gruppen. 

Erste Gruppe. 

1. Ueber einem Ringe vom Gesehlechte p ~ 1 sich ausbreitend 
hat man M-bl~,ttrige unverzweigte Fl~chen, deren BI.Mter ]Rngs der 
Meridian- und Breitencurven des Ringes ineinander geschlungen sin& 

2. Ueber der complexen EbeJ~e sich ausbreitend N---~ 2M-bli~ttrige 

*) Man vergl, hierzu, da ich reich im Folgenden der Weiers t rass 'schen 
Bezeiehnungen bedienen werde : Fel ix  M ~i lle r: ,,De transformatione functi~num 
ellipticarum". Diss. inaug. Berlin 1867. K iepe r t :  ,,Aufl~tsung der Transforma- 
tionsgleichungen und Division der elliptischen Functionen." Borcbardts Journal. 
Bd: 76, p. 34tf. 

Weiter sehe man noeh: 
B r i o t - B o u q u e t :  ,,Thdorie des ibnctions doublement pSriodlques etc." 

p. 302ff. Chr i s to f fe l :  ,,Sul problema detle temperature stazioaarie etc." Amlali 
di matematica~ S e 1I. t . I . p .  99 fl:, die Abhandiungen yon S c h w a r z in Borchardt's 
Journal Bd. 70, p. 118, Bd. 75, p. 320 und dessen mehrerw'~hnte Preisschrift, so- 
wie Kle in .  Ann. XV. p. 278fl: 
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Fls deren Bliit~er an vier Stellen je paarweise zusammenhEngen 
und die wir demgem~ss als Fliichen 

[2, 2, 2, 2]; ~ =  2 M  
bezeiebnen. 

Z w e i t e  G r u p p e .  

Hier trennen wit folgende fiber der eomplexen Ebene'sich aus- 
breitende Fl~chen : 

]a. Fliichen yon der Verzweigung 

[2, 3, 6J 
und der Bls 

N ~ 6 m  ~ und 2 f = 1 8 m  2. 

1 b. Die Fl~chen 
[3, 3, 3], 

N m - g m  ~ und N ~ 9 m  ~, 
und endlich 

2. Die Fl:,ichen 
[2, 4, 4], 

N ~ 4 m  '2 und N ~ 8 m  ~.*) 

w 11. 

Die Fliichen der ersten [ruppe. 

Wir untersuchen zunlichst die tiber einem Ringe io ~ 1 unver- 
zweigt sich ausbreitenden Fl[ichen und fragen, auf wie viele Weisen 
sich ein soleher Ring M-bl~ttrig tiberdeeken liisst. 

Indem wit beriicksichtigen, dass eine Verschlingung der einzelnen 
BlOtter des Ringes nur l~ings zweier Curven~ also etwa der Meridian- 
und der Breitencurve des Ringes in Betracht kommt, li~sst sich die 
Zahl tier LSsungen allgemein fibersehen. 

Zwei Ringe zun~ehst kSnnen auf drei Weisen, n~mlich ]. l~ngs 
einer Meridiancurve, 2. l~ngs einer Breitencurve, 3. l~ngs Meridian. 
und Breitencurve durchschlungen werden. Ersetzen wir unsere beiden 
Ringe durch ebene Parallelogramme, so haben wir die R~inder der- 
selben in der Art, wie es Fig. 1 (der Tafel II) angiebt, zusammen- 
zuheften, nm unsere drei Fl~icben zu erhalten. Dabei sind unsere 
beiden Ringe jetzt nebeneinander, die reguliire Gebietseintheilung eines 
neuen Ringes bildend, ausgebreitet. In dieser Form lassen sich auch 
die weit.eren F~lle iibersichtlich discutiren. Man erh~ilt dat)ei allgemein 
ausgesprochen das folgende Resultat: 

*) Dass mit den hier aufgeziihlten Fl~ehengruppen alZe Fliichen vom Ge- 
sohlechte p ~  1 ersehSpft sind, iolgt aus geometrischen Betrachtnn_gen, wie ich 
sie in Theil I meiner Inaugural-Dissertation entwiekelt babe. 
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Ist M die Anzahl do" ineinander zu schlingenden Ringe to~d M 

yon der Form M = a ~ �9 b, ~ �9 so giebt es I - [  a"+t -  t verschiedole 

A rten der M.bliittrigen reguMren Elgche. 
Dieselbe Zahl verschiedener LSsungen erh~lt man aueh fur die 

reguliiren Fliiehen [2, 2, 2, 2]; 27 ~ 2M; denn wir braucheu in unseren 
eben erhaltenen regular durehschiungenen Fliichen nur aufjedem Ringe 
die Eintheilung [2~ 2, 2, 2] ; N---~ 2 zu treffen [vgl. Fig. 2 der Tafel I|)j 
um unsere neuen Fl~chen zu erhalten. 

Die Anzahl der versckiedenen Arten unse~'o. Fl~ichc ist nun get, au 
auch die Zahl do" Transformationen M t~ Ordnung de," eUiptische~, 
Functionen, wenn wit  dabei die Multiplieationen mitsiihlcn. Insoferne 
wi t  es bier in der That mit Transformationsgleiehungen dot elliptisehen 
Functionen zu thun haben, musste sich dieses Resultat ergeben, dem 
Umstaude en~spreehend~ dass die Invarianten der vier Verzweigungs- 
punkte auf unseren Ringen sieh als Wurzel einer Modulargleichung 
fitr die betreffende Transformation ergebelJ. Dabei miissen wit  einer 
5estimmten solchen Wurzel nicht nothwmdig eine bestimmte unserer 
_h'lSchen zuordnen, woM abet ents~'echen gewissen Gruppen yon Moduh~ 
auch gewisse Gr~eppen yon _Fliichen. Diese Gruppirung entspricht dabd 
dem Umstande, dass /iir allgemeines M und unto" Mitberii~'sieht(gung 
tier MuZtipZicationen die Modulargleichung reducibel ist tmd in eine 
gewisse Anzahl irreducibler Factoren r 

Wir flihren die Abziihlung der kilrzeren Ausdrucksweise wegen 
an den Beispielen der Transformation 3 ~'' und 4 t~' Ordnung durch, 
wobei die AbzKhlung ffir den allgemeinen Fall umnittelbar deut- 
]ich wird. 

Die J)urchschlingung dreier t~inge zun~chst ist auf vier Arten 
mSglieh. ]ndem wir unsere Ringe aufgesehnitten in Gestalt yon 
Paratlelogrammen in die Zeiehenebene breiten~ sind diese vier MSg- 
lichkeiten in Fig 3 dutch die Zuordnung der Riinder unserer Paralleio- 
gramme dargestellt. Diesen vier versehiedenen Fl~chen stellen sich 
die 4 verschiedenen Transformationen 3 t~ Ordnung zur Seite, welehe 
den Periodenpaaren 

en~preehen. Wit kiinnen durch geometrisehe Umformung yon einer 
unserer Fl~iehen zu allen anderen ~ibergehen, ebenso wie wlr dureh 
e inen  Weehsel in der Periodenbezeiehnung die obigen Periodenpaare in- 
einander ttberfilhren kSnnen.*) So geht Fliiehe l in Fliiehe 3 und 2 
fiber, wenn wir in Fig 4a unter Beibehaltung der Zuordnung der 

�9 ) Man vergleiche die analogen Betrachtungen bei C a m ill e J o r d a n ,,Traits 
des substitutions et des dquations algdbriques" p. 337fl: 
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R~rlder eine andere Abtheilung in Gebiete IFig. 4b und 4c] treffen. 
Die Fl~che 4 geht in die erste durch eine blosse Vertauschung der 
Meridian- und Breitencurven fiber. 

1)ie Durchschlingung yon vier l~ingen 1Ksst sich auf 7 verschiedene 
Arten bewerkstelligen, den 6 Transfolmationen und tier einen Multi- 
plication 4 L~ Ordnung entsprechend. Jene 6 den Transfbrmationen 
entsprechenden Fl~ichen lassen sich analog wie vorhin ineinander ~iber- 
ftihren. Die siebente, davon abgesonderte, entspricht der Multiplication. 
Diese letzte Fliiche [in Fig. 5, Tat'el II dargestellt] l~iss~ sich dabei 
erzeugen durch die Uebereinanderlagerung zweier zweiblii~triger Ring- 
fl~chen, ffir deren eine die Durchschlingung der BlOtter l~ngs einer 
Meridiancurve, ffir deren andere sic l~ngs einer Breitencurve statthak 
Analog kbnnen die Fl~chen fffr Transformation M t~r Ordnung, wenn 
M yon der Form a .  b. c . . .  und a, b, c relativ prim zu eiuander 
sind, erzeugt werden durch die Uebereinanderlagerung der Fl~ichen ftir 
T r a n s f o r m a t i o n  a tev, b te . . . .  Ordnung ~ der bekannte analy~ische Satz. 

Was die Gruppe der 2M Transformationen einer Fl~che [2,2, 2, 2]; 
2 V ~  2:3I in sieh angeht, so ist deren Zusammensetzung unmittelbar 
deutlich. Zun~ehst ist die Untergruppe der M Verschiebungen in der 
Gesammtheit ausgezeichnet, was sich in der M-blEttrigen reguls 
regul~ren Uebergangsform, an der wir bisher unsere Discussion ge- 
ftihrt haben, ausspricht. Die Composition dieser letzten Gruppe be- 
stimmt sich abet unmittelbar aus der Zertegung der Zahl M in ihre 
Primfactoren. Indem alle so kommenden einfachen Gruppen bloss 
cyklische sind, folgt der bekannte A b e l'sche Satz, dass. dicta uflSsung 
der Transformationsgleichun~den mit Hiilfe yon Wurzelzeichen bewerk- 
stellig~ werden kann. 

Die T heorie der elliptischen Fun&ionen giebt uns unmittelbar die 
analytische Formuliru~g unseres Problems, indem es gerade die Be- 
ziehung zwischen zwei doppeRperiodischen Functionen mi~ den Perio- 
den 2co, 2co" zu den doppeltperiodischen Fanctionen mit g~hei l ten  
Perioden sind, welche unsere ]rrationalit~t ergeben. 

Wit betrachten"zuniicbst die FIEchen [2, 2~ 2, 2j; N ~ 2 M. Wit 
ftihren in der W e i e r s t r a s s'schen Bezeiehnung io (u), io' (u) als doppelt- 
periodische Functionen mit den Perioden 2 ca, 2cd ein, und bezeichnen 

. . . .  o~ ~ [indem wit mit p (u), 19 (u) Functionen mit den Perioden ~ -  and - ~  

eine Transformation m .  n t~" Ordnung herausgreifen]. Dann i s t~(u)  
eine Function', welche bei den 2 - m - n  Transformatlonen, welche 

2~o 2co' 
u in -t- u -[-/~ -~- + v ~ [/x und v dabei nach dem Modul m, bez. n 

genommen] fibcrffihren, und nut bei diesen Transformationen ungeiin- 
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deft bleibt. Die Function p'(u) nimmt dabei 2 .  m - n  verschiedene 
Werthe an. Die Gleichung also, die zwischen ~(u)  und p'(u) besteht, 
hat sicher dieselbe Gruppe, wie unsere 2M-blRttrige Fliiche. Aber 
die Relation ist auch wirklich durch unsere F1Rehe dargestellt, wie 
wir dies sofort tibersehen, wenn wir die Yerzwelgung yon p' in Bezug 
auf p untersuchen. Zu dem Ende fragen wir zun~ichst, wie p in Bezug 
auf ~ verzweigt ist, dann wie p' in Bezug auf p. 

Die Transformationsgleichung in transcendenter Form:*) 

( r ~o') 
to ~, ~ ,  ~ =~(u )  

o u 

[wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass g und v nicht 
gleichzeitig Null werden dilrfen] 1Rsst unter Zuziehung der Relation: 

g q- t t ' -=O rood m, v..f-v'~__O rood n 

die Stellen 

~(-~-), ~( :  + -~) ~ ( ~ ) = ~ ( o ) ,  ~ ( ~ ) ,  - ~ 

als die Verzweigungsstellen der fiber p ausgebreiteten Fl~che erkennen. 
Dabei h~ngen dort die BlOtter der dem Werthsysteme yon to(u) ent- 
sprechenden Fl~iche stets zu zweien zusammen : den Werthen p (0), p(co), 
to(eo'), p(eo-~-e~') entspricht jedoch jedesmal eiR in der betreffenden 
Stelle unverzweigt verlaufendes Blatt. 

Die so entstehende (nicht reguliire) FlKche hat das Gesehlecht 
Null. Indem wir dieselbe durch Nebeneina'nderlegen ihrer Blt~tter 
auf die Kugel ausbreiten, kommt die Darstellung der Fig. 6 auf Tafel II 
[welche ffir den Fall m ~ 4, n ~---3 entworfen ist]. An dieser Dar- 
stellung ist die Theilung der verschiedenen Perioden leicht ersichtlich. 

Ftigeu wir jetzt unserer Gleichung die Relation 

to'(~) = t /~p~  (~-~_ g~p (~) - g~ 

= V (~<~) - ~ (o))(to (~) - v~o')) (p(~) - ~ ( ~  + ~')) 
hinzu, so besitzt ~' ia Bezug auf ~ jetzt gerade die Verzweigmlg un- 
serer regul~iren 2.  M-b]~ttrigen Fliiche. Die Bli~tterzahl m ,  n der 
eben besproehenen Fliiehe wird ni~mlich gerade verdoppel~ und fiir die 
vier Werthe, we]che vorhin an der betreffenden Stelle unverzweigte 

*) Man vergl, z B. Felix MCiller a. a. O. pag.  5ft. 
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Bl~itter ergaben~ werden gerade durch die zutretende Quadratwurzel 
Verzweigungspunkte 2 hergestellt. Geometrisch denken wit uns ein. 
fach die in _Fig. 6, Tafd I I  gezeichnete -Fl~iche doppelt iiberdeckt und 
dabei an jene~ 4 markirten Stellen verzweigt. 

Die algebraisehe Darstellung unserer regular durchschlungenen, 
iibrigens unverzweigi~en _~/-bl~ittrigen Fl~chen l~sst sich nun aus dem 
Bisherigen sofort formuliren. Denl~en wir uns niimlieh in der Fl~iehe 
[2, 2, 2~ 2]; _N ~ 2 M  die Untergruppe der /~/ Verschiebungen, wie 
schon frfiher angegeben, in dem M-bliittrigen Ringe ersichtlich ge- 
macht, der in jedem BIatte die Eintheilung [2, 2~ 2~ 2]; _N ~ 2 tr~gt, 
so haben wir blos das Weglassen dieser Eintheilung algebraisch aus- 
zudr(icken: Wit  iYagen je~z~ nicht mehr nach der Yerzweigung yon 
p' in Bezug auf p allein, sondern wir fragen, wie ist p" verzweigt in 
:Bexug auf die Gr6ssen p und p' als den unabh~ingigen Variablen. 
Dabei besteht zwisehen diesen beiden Parametern p-, ~ '  die Relation: 

[vergl. w 8.]. In der That bleiben p und p '  gleichzeitig nnr mebr ' 
2ca 2co' unge~ndert bei den Transforma~ionen yon u in u -~-/~ - ~  ~ v ; 

die Transformationen yon der Periode 2~ welehe u in - - ~  iiberfiihren, 
sind weggefallen~ da ti' eine ungerade Function ist. 

w 12. 

Die Fl~ichen der zweiten Gruppe. 

Wit gehen zu den Fliichen 

(la) [2, 3, 6]; N~--- 6m 2 und N ~  18.m ~, 
( lb)  [3, 3, 3]; N ~ 3 m  ~ und N ~  9m 2, 
(2) [2, 4, 4]; N-----4m 2 und N ~ -  8m ~ 

fiber. Sie finden ihre algebraische .Darstellung in Transformations. 
gleichungen zwische/a den speciellen dozvpeltperiodischen -Functionen , fiir 
welche g2, beziehungsweise g3 gleich Null ist. In der Thai ist, wegen 
der X)reizahl der Verzweigungsstellen, jetzt keine absolute Constante 
mehr vorhanden. 

1. Die  F l ~ e h e n  der  V e r z w e i g u n g  [2,3~ 6] u n d  [3, 3, 3]. 

Dutch einfache geometrische Betrachtungen an den zugehSrigen 
Fl~ichennetzen fiberzeugt man sieh~ wie sehon oben erwiihnt, dass 
unsere Ftlichen durch die Verzweigung und Bliitterzahl jedesmal vSl-lig 
eindeutig definirt sind. 
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Ihre  Gruppe bestimmt sich unmittelbar durch die Bildung der folgen- 
den regul~ir-regul~ren Uebergangsformen : Die Fl~iche [2, 3,6]; ~V----- 6 m ~, 
bez. [2, 3, 6]; ~V ~ 18m 2 zun~chst besitzt eine regul~ir-regul~e Ueber- 
gangstbrm, gebildet aus 3m 2 bez. 9m ~ Bliittern (yore Geschlechte Null), 
deren jedes die Eintheilung des Kreistheilungstypus [2, 2]; ~ 2 
tr~g~ [Fig. 7 der Tafel II]. Dabei hiingen die BlOtter zu je dreien an 
den in der Figur gekennzeichneten Stellen zusammen. So ergiebt sich 
die Gruppe der Fl~chen [3,3~ 3] ~ 3m 2, bez. N----9m ~ als aus- 

r O" zeichnete Untergruppe der Gesammtheit. Die Zerle~ung dieser Gruppe 
wird ihrerseits dutch eine m2~ bez. 3m2-blii.ttrige Uebergangsform aleut. 
lich, deren Bliitter je die in Fig. 8, Tar. II gezeichnete Eintheilung 
tragen~ withrend sie tibrigens unverzweigt und nur ineinander ge- 
schlungen verlaufen. Die in den Verschiebuugen der m~-bli~ttrigen 
Fliiche in sieh gegebene ausgezeiehnete Untergruppe ist dabei die- 
selbe~ wie die vorhin allgemein bestimmte Gruppe der m ~ Ver- 
schiebungen, welche sich dureh m-Theilung tier beiden Perioden 2co 
und 2co' des elliptischen Integrals ergab. Ffir die 3m2-bl~ittrige Fl~ehe 
ist diese Multiplication noch mit ether Transformation 3 t~' Ordnung 
verbunden~ die wir sogleich noch nigher betrachten. 

Z u r  algebraischen _Formulirung unbersuchen wiv Theilungs.qlei. 
chungen der Functionen p(u ) ,  ~ ' (u ) ,  wobei 

ist und ftir welche 2co und 2 ~ ' ~ 2 s . e o ,  wobei ~-----ea, ein primi- 
tives Periodenpaar ist. 

I. Wir behandeln zuniichst die Fl~ichen [2~ 3, 6]; _h r ~ 6m ~. 
Es set dana 

fD fD fO' 

so ist zun~iehst~ wie ftir die Theilung selbstverst~tndlich~ g~ ~ O. 
Daher folgt: 

- -  

und so sehen wir in pa(u)  [oder auch etwa p-'~(u)---  4p-a(u) - - ~ ]  
eine Function, die bet den" 6m ~ Operationen, durch welehe u in 

~__ ~'. u -}- ~ -~ ~ . - ~ - - ,  v ~ O , l , 2 

iibergeht~ und nur bet diesen Operat~onen, ungelindert bleibt, p ' (u)  
nimm~ dabei andere und andere Werthe an. 

Die Beziehung zwisehen ~v' (u) und p ~(u) besitzt also jedenfalls die- 
selbe Gruppe, wie unsere Fliiehe [2, 3, 6]; .~V~-6m ?. Eine Dis- 
cussion der Verzweigung yon p' in Bezug auf ~a zeigt abet, d~ss 
diese Gleichung wirklich das analytische Bild unserer Fliiche ist. 

3~* 
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Wir untersuchen, ~hnlieh wie vorhin im allgemeinen Fall w 11. 
pag. 505, zu dem Ende am einfachsten zun~ichst, wie I~ in Bezug 

auf ip  '~ verzweigt ist, und erhalten eine 3 m  e b]~ttrige,  im Allge- 
meinen nieh~ regul~re Fl~iche yore Geschlechte Null. Ffihren wir dann 
# star t /~ als Unbekannte ein, so wird diese Fl~tche~ die wir uns, durch 
Nebeneinanderlegen der BlOtter, auf der Kuge] ausgebreitet  de,  ken, 
verdoppelt and es werden die beiden fiber der Kugel liegenden BlOtter 
dabei an vier Stellen unterelnander verzweigt. Dadureh erweist sich 
dann die Gesammtfl~che als e[ne 6m~-bl~ttr ige,  deren Bl:s an der 

Stelle ~ 3  0 zu je dreien, bei p ~  I zu zweien und bei ~---~ oo zu 
je sechs zusammenh~ingen.*) 

H .  Wollen wir jetzt zu den F]~ehen [3, 3, 3]; N ~--- 3m'-' fibergehen, 
so thuen wit dies geometrisch dutch die Bildung jener  auf voriger Seite 
erw:,ihnten 3m~-bl[~trigen Uebergangsform [Fig. 7~ T~fel II.)~ aIge- 
braisch dureh Adjuaction einer Qu~dratwurzel, welche den in der 
Uebergangsform abgesehiedenen Kreistheilungstypus repr'~sentirL ~*) 

Wir  i'fihren nSmlieh eine GrSsse z ~--- ~ / ~ : ~  1 als unabh~ngig Variable 
ein~ wobei die Constanten dieser Wurzel durch die soebe~ in I.  er- 
w[thnten Verzweigungsstellen bes~imm~ sind. Die Verzweigung yon p '  
in l]ezug auf z ergiebt d~mn die gewollte F15che, deren BlOtter flit 
die Stellen ~ ~ - J - i ,  - - i ,  c~ zu dreien zusammenhSngen. 

]]I .  Was endlich die Fl.~ehen I2, 3, 6]; N---~ lSm ~ und ebenso 
[3,3,3J; N ~ 9m ~ betrifft, so dient zu ihrer Aufstellung die Bemerkung, 
dass es flit unsere speciellen doppeI~periodisehen Fm~etionen mit g., ~ 0 

*) Setzcn wir specmll m ~ 2, so is~ die Verzwelgung yon 2~ in •ezug auf 
--3 p reguYir, dargestellt durch eine 12 bl~ttrise Fl~che, deren BlOtter ,nn zwei 
Ste]len zu dreien, ~m einer zu zweien verzweigt sin& Es 1st die in den wieder- 
holt citirten Arbelten als Tetraede~'typus beze~chnete Fl'~che. Indem wit p'  start 
p a l s  Unbekannte einffihren, ersct~cint diese Fl[~che verdoppelt und es werden 
dabei an vier horaologen Punkten (e~wa den Tetraeder-Eckpunkfen) diese beiden 
Fl~ehen untereinander verzweigt. So kommt die Gesammtfl~$che [2, 3, 6] N ~  '24. 
Fig. 9 der Tafel II stell~ die Eintheilung einer Kogel nach dem Tetraedertypus 
in stereographiseher Prqiection d,~r. Denken wir sie doppelt fiberdeekt nnd die 
beiden Blfitter an den markirten Stellen verzw~igt, so folgt die letztgenannte 
Fl~ehe. Man sehe hiezu Sehwarz  in der Eingangs eitirteD Preissehrift, sowie 
Klein, Ann. XIV~ p. 154. 

**) Etwas anders au~gesprochen: Wit gelangen yon der soeben in I. be- 
trachteten Eintheilung eines l~[nges in Dreiecke mi~ den Winkeln 90 ~, 60 o, 30 o zu 
der neuen Eintheilung in gleichseitige Dreiecke dureh Zusammenziehen je zweier 
Nachbardreieeke. Algebraiseh haben wit an Stelte der frfiheren unabh~ngigen 

- - 3  Variabeln ~3 eine solche Function yon 1o als neue Variabele einzuffihren, die 
fiber das gleiehseitige Dreieek l~uft, wenn ~3 sich fiber ein rechtwinkhges Dreieck 
bewegt und das ergiebi die obige Formulirung. 
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eine Transformation drifter O~'d,ung giebt, ffir welehe ~ ebenfalls 
gleich Null is~. Dieselbe ist gegebeli dutch die Gleictmng 

p~ - g3 
29 - -  /~, 

und dabei ist g~ -~ - -  27g 3 und ~ ~ g~ --= I). 

Indem wit eben jene Transformation anwendell, dr[ickt sich dig 

Beziehung zwisehen 29' und p3 geometrisch dutch eine 18.blittrige re- 
gt~lire Fliiche [2, 3, 6] aus. Wir  haben d i e se [  h~che ill t~lg. 10 der 
Tafel iI  dargestellt, an welcher die Periodenparallelogramme ftir die 
Transformation drifter Ordmmg deutlich hervortrebn. 

Wenden wir diese Transformation auf unsere eben behandelten 
Multiplieationen an, so erhalten wit die s~mmtliehen weiteren FSlle 
unserer Fl iehen [2, 3~ 6] und ebenso [3, 3, 3]. 

2. Die F l~ ichen  [2, 4, 41 ; AT ~ 4m'-' u n d  N-~- 8m ~. 

Ganz analog lassen sieh die Fl~ichen der Verzweigung [2, 4, 4] 
behandeln, wenn man die speciellen doppeltperiodischen Functionen 
p(u) und p'(u) zu Grunde legt, fiir welche go "~-0 ist. 

Wit  haben nRmlict; lfier die Relationen p ( i u ) ~ = -  p(u); 
p'( iu)  ~ @'(u) und bemerken, dass 2a~ und 2 d - - ~  2ito ein primitives 
Periodenpaar ist. Die Beziehu,~g zwisohen 29'(u~ to, to') z~ 

ddiek~ sich dann geometrisch dutch die Fl'iehG [2, 4, 4]; N ~  4m ~ 
aus, wie dies analoge Ueberlegungen, WiG dig soeben in Fall 1. ge- 
troffenen, zeigen. 

Die Fl~ehen, ftir welehe N ~ 8m ~ ist, werden dann erhalten dutch 
Auwendtmg noch der einen Transformation zweiter Ordnung, ffir welche 

das tr~nsformirte g3 ebenfalls wieder gleich Null ist. Diese Trans- 
formatio~ ist dargestell~ in der Gleichung: 

1 
-- lie-- 4 g~ 
P ~  p 

und dabei ist g2 ~- -- 4g2; g3 == O. 

M~inchen,  Ende October 1880. 


