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1. Zur Relativitdtstheorie. II.
Vierdimensionale Vektoranalysis!);

von A. Sommerfeld.

§ 5. Die Differentialoperationen der vierdimensionalen
Vektoranalysis,

An Stelle des allgemeinen Symbols lor (Lorentzoperation)
von Minkowski filhren wir die spezielleren Differentialopera-~

tionen ein
Div, Rot, Grad,

als vierdimensionale Erweiterungen der in der gewdhnlichen
Vektorrechnung iiblichen Operationen

div, rot, grad.

Das zusammenfassende Symbol lor wird man (dhnlich wie
das Hamiltonsche 7 in der gewihnlichen Vektorrechnung)
dann bevorzugen, wenn man unter Verzicht auf die anschau-
liche Bedeutung der einzelnen Schritte Vektorformeln sym-
bolisch verifizieren will. Da hier aber, ebenso wie in Teil I,
gerade auf die geometrische Deutung der Nachdruck gelegt
werden soll, empfiehlt es sich, das Zeichen lor, je nach seiner
Anwendung auf Sechser-, Vierervektoren oder Skalare, in der
angegebenen Weise zu spezialisieren. Dabei kommt die Di-
vergenzoperation in doppelter Bedeutung zur Verwendung, als
Vektordivergenz und als skalare Divergenz, so daB es bei vier
Dimensionen eigentlich vier fundamentale Vektoroperationen
gibt, gegen die drei Differentialoperationen der gewdhnlichen
Vektorrechnung. Zur Unterscheidung werde ich die Vektor-
divergenz mit deutschen Lettern schreiben (Div), die skalare
mit lateinischen (Div).

1) Vgl Teil I, Ann. d. Phys. 82. p.749. 1910, an welchen die
Numerierung der Gleichungen und Paragraphen anschlieBt.
Annalen der Physik, LV, Folge. 38, 42
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Wir werden iiberall so operieren, als ob die vierte unserer
Weltkoordinaten xyz!{ reell wire (vgl. hierzu die Anm. anf p. 752
von Teil I}, Diese Fiktion stdBt, soviel ich sehe, nirgends auf
Schwierigkeiten, sie ist andererseits eine wesentliche Voraus-
setzung fiir die Einfachheit der geometrischen Ausdrucksweise,
nach der wir im folgenden z. B. von einem Senkrechtstehen
schlechtweg, statt von einem nichteuklidischen Senkrechtsieben
sprechen werden, und ermdglicht es, die vierdimensionalen
Vektorbegriffe aufs engste an die uns geliufigen dreidimensio-
nalen anzuschlieBen.

Der folgende Weg, den wir zweimal in umgekehrter Rich~
tung durchlaufen, 1Bt erkennen, daB unsere Aufzihlung eine
vollstindige sein diirfte und daB alle hierbei erhaltenen Bil-
dungen ihrer Definition nach vom Koordinatensystem unab-
hingig sind.

a) Die skalare Divergenz. Es sei 42 ein beliebig ge-
staltetes vierdimensionales unendlich kleines Raumgebiet?) in
der Umgebung des betrachteten Raumzeitpunktes @, 48 das Ele-
ment der (dreidimensionalen) Begrenzung von 4.2, n die duBere
Normale auf d8. P sei ein beliebiger Vierervektor, P, seine
im Sinne von Gleichung (7) gebildete Normalkomponente. Aus
dem 7Zierervekior P entsteht cine skalare Grofe Div P, die wir
folgendermaBen definieren?):

16 Div P = Lim L2225,
1) R >

wobei die Integration nach d8 fiiber die ganze Begrenzung
von AZ zu erstrecken ist.

Wihlen wir 4.3 speziell als vierdimensionales Parallelo-
piped mit den Kantenlingen dx dy dzdl, so haben wir

. 6P, dP, apP, a P,
(163:) DlvP=—a;—+'737v+ :

0% el

1) Wir bezeichnen durchgehends mit ds, do, dS, d2 das Element
einer Linje, Fliche, eines drei- oder vierdimensionalen Raumes, gleichviel
ob z. B. dS einen gekriimmten oder ,ebeunen dreidimensionalen Raum
bedeuntet.

2) Damit ein solcher Limes existiert, muB P natiirlich gewissen
Stetigkeitsbedingungen geniigen; daf der Limes von der Form des Ge-
bietes 42 unabhiingig ist, sieht- man z. B., wenn man 42 in hinreichend
kleine Parallelopipede unterteilt. Die entsprechende Bemerkung gilt fiir
alle folgenden analogen Grenziiberginge.
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Ist P die in (1) definierte Viererdichte, so wird, wie Minkowski
bemerkt,

DiVP_—(agb’+69bv a@”n_l_ )

mit der linken Seite der Kontinuititsgleichung in der gewdhn
lichen Hydrodynamik kompressibler Fliissigkeiten (bis auf den
Faktor 1/c) identisch.

b) Die Vektordivergenz. Wiahrend wir unter a) von einem
Vektor erster Art (Vierervektor) ausgingen und einen ,,Vektor
nullter Art“ (Skalar) erhielten, gehen wir jetzt von einem
Vektor zweiter Art (Sechservektor) aus und leiten daraus einen
Vektor erster Art (Vierervektor) ab, Die Komponente desselben
nach einer beliebigen Richtung s definieren wir folgendermaBen.
Sei § der durch den betrachteten Raumzeitpunkt ¢ senkrecht
zu s gelegte dreidimensionale Raum, 48 ein unendlich kleines
Gebiet desselben in der Umgebung von @, do das Element
seiner (zweidimensionalen) Begrenzung; die zu diesem senk-
rechte Ebene, die nach der Anm. 2 auf p. 758 eindeutig be-
stimmt ist und sowohl die Richtung s, wie die im Raume §
gelegene (duBere) Normalenrichtung » von da enthilt, werde
durch s» angedeutet, und es bezeichne f,, die im Sinne der
Gleichung (8) gebildete Komponente des Sechservektors f nach
dieser Ebene. Dann sei die s-Komponente der Vektordivergenz
von f:

17 Divf. = Lim L fn 8
17 ivf, = i =

wo sich die Integration nach dg auf die ganze Begrenzung
von A48 bezieht.

Wihlen wir speziell s als z-Richtung, 48 als ein im
y zl-Raume gelegenes dreidimensionales Parallelopiped von den
Kantenliingen dy, dz, dl, so ergibt sich nach (17)
Div fy = o gegr (4241 L2 dy + d1dy. %L a2

ale afzy afx- ale
+ dydz. dl} 4 ey O

und etwas allgemeiner fir eine belleblge der Koordinatene
richtungen j =z, y, 2, &:

(178.) fDIU]‘; af:z + v af;y

dfj, af,,

+

_|_

’

42%*
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in welchem Ausdruek natiirlich einer der vier Differential-
quotienten wegen f; = 0 verschwindet. Die formale Uberein-
stimmung dieser Blldung mit derjenigen in (16a) moge die
Beibehaltung desselben Namens trotz der verschiedenen geo-
metrischen Bedeutung motivieren.

Bedeutet im hesonderen f den Sechservektor des Feldes,
so wird z. B. fiir j = x wegen (2) und (2a)

Divf, =99 _ 9% 10C,

und fir j =1
Divf,=1 + ay’ + ax)

Nach den Feldgleichungen ist ersterer Ausdruck gleich
ov,[c, letzterer gleich {p, so daB aus dem Feldvektor durch
die Operation Div direkt die Viererdichte entsteht. Die
eine Hilfte der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen ein-
schlieBlich der elektrischen Divergenzbedingung schreibt sich
daher einfach
(18) Divf = P.

¢) Die Erginzung der Rotation. Wir gehen von einem
Vektor dritter Art N (dreidimensionale Raumgrofe, vgl. Teil I,
p. 159) aus, neben dem wir zugleich seine Argdnzung (einen
Vektor erster Art) betrachten, den wir hier zum Unterschiede
mit B bezeichnen wollen, wobei z.B. B,= U, ist. Wir leiten
daraus einen Fektor zweiter Art, die Rotation von U bzw. die
Ergingung der Rotation von B ab; ilire Komponente nach
einer Ebene s's” definieren wir folgendermaBen: Sei & die zu
s’s” senkrechte Ebene durch den betrachteten Punkt @, Ao
ein unendlich kleines Gebiet von ¢ in der Umgebung von @,
ds ein Klement der Begrenzung von As. Der Normalraum
auf ds enthilt die Richtungen s's” und die Richtung der
innerhalb Ao gezogenen #uBeren Normalen n auf ds. Die
Komponente von % nach diesem Normalranm ist %y, ,= 9,.
Dann sei die Komponente der Rotation von % nach der
Ebene 5" 5":

(6(&c

%I L ot d
Roty % = Lim /2wen ®
40=0 4o
(19

= Lim fiﬁ.ﬁ_

Ada=0 4o
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Ist z. B. 46 ein Rechteck mit den Seitenlingen dn, ds, wobei

die Aufeinanderfolge der Richtungen s s”ns die positive, d.h.
dieselbe sei wie die der Achsen xyz!, so wird:

1 48, 9B,
19a Rot,,,,,ill—:—m;{ds.ﬁdn—dn. s ds}
{192) _ 88, _ 48,

T an ds

Der unten folgenden Definition fiir die Rotation eines
Vektors erster Art B und der fritheren Gleichung (4¢) fiir den
Zusammenhang eines Sechservektors mit seiner Erginzung ent-
spricht es, wenn wir hierfiir auch schreiben:

(191b) Rot_, % = Rot}, B = Rot, % = Rot?, ¥.

Durch die Definition (19) berechnen wir also fiir den Pektor
erster Art B die Erginzung der Rotation nach der HEbene s's”
oder die Rotation nach der dazu senkrechten Ehene ns, zu-
gleich aber auch fiir den Vektor dritter Art A die Rotation fiir
die Ebene s's” oder .ihre Erginzung fiir die dazu normals
Ebene ns

d) Der @radient. Dem bisherigen Wege wiirde es ents
sprechen, jetzt von einer vierdimensionalen Raumgrofe U aus-
zugehen, die als ungerichtet skalaren Charakter haben wird,
und -aus ihr einen Pektor dritter Art abzuleiten, der durch

r

seine Komponente nach dem beliebigen Raum ss's” zu geben
sein wird. Hierzu hatten wir in der zu ss's” normalen Rich-
tung n ein unendlich kleines, lineares Gebiet 4n abzugrenzen
und als Ersatz fiir die ausgeartete Integration fiber die Be-
grenzungspunkte von An die Differenz AU sowie schlieBlich
als Komponente des entstehenden Vektors dritter Art zu bilden:
Grad“,,u U = Lim %U— = -‘—3—2
An=0 4% on

Statt dessen werden wir jetzt unser Verfahren dual umkehren,
von dem Vektor nullter Art 7, d. h. einer ebenfalls skalaren
GroBe ausgehen und daraus ejnen VFekfor erster Art, den
Gradienten von ¥, ableiten, indem wir seine Komponente nach
einer Richtung s entsprechend definieren durch:

av
(20) Grad, V= ——g-,
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insbesondere also seine vier rechtwinkeligen Komponenten
durch:

20a) 3V 8V 8V V.

Bz ' 9y 6z ' al

¢') Die Rotation. Jetzt gehen wir von einem Fekior erster

Art B aus und leiten daraus einen Fekfor zweiter Art, seine

Rotation, ab. Ihre Komponente nach einer beliebigen Ebene

gewinnen wir, indem wir in dieser Ebene ein Gebiet Ao ab-

grenzen, um dieses herum das Linienintegral von B er-

strecken usw. nach der zu (19) und (19a,b) analogen Formel
0%, 0%,

21) Rot, , ® = Lim L Beds _ %~ _ 9%,

e oo 4o o0s’ s

Unter s's” sind zwei zueinander senkrechte, in Ao gelegene
Richtungen verstanden, so zwar, daB die Drehung von s nach
s” denselben Sinn hat, wie der Umlauf von s um Aa. Bei
dem jetzigen Verfahren erhalten wir also direkt die Rotation
des Vektors erster Art, statt wie bei c) ihre Ergénzung.

Ein geeignetes Beispiel liefert der Begriff des elektro-
dynamischen Patentials, auf dessen naturgemidBe KEinfithrung
wir im niichsten Paragraphen bei Gleichung (25a) zuriick-
kommen, wihrend wir ihn hier nur historisch anfiihren. Man
fasse das Vektorpotential % und das skalare Potential ¢ der
gewdhnlichen Theorie zu dem ,,Viererpotential* & zusammen,
mit den Komponenten

@1a) @,=9%, O=9, O=9, G=ig.

Aus ihm berechnet sich das Feld durch die einheitliche
Formel

(21b) f = Rot @,

z. B. (vgl. (21)):

—_— — T

(21b)

1 0%
e ot )’

welche die unsymmetrischen Formeln der gewshnlichen Theorie:

O =rot¥, @=—grad¢—%%¥
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zusammenfaBt. Zwischen dem skalaren und Vektorpotential
hat man in der gewdhnlichen Theorie die uniibersichtliche
Bedingung:

dlv?I+—~——-O;

diese lautet jetzt einfach nach (16a)
(21c) Divd =0.

bY) Die EBrginzung der Vektordivergenz, Ausgehend von
einem FVektor zweiter Art [ leiten wir die Komponente eines
Vektors dritter Art nach einem beliebigen Raum § ab, indem
wir innerhalb § ein unendlich kleines Raumstiick 48 abgrenzen
mit dem zweidimensionalen Oberflichenelement do und den in
ihm enthaltenen zueinander senkrechten Richtungen s's”; s sei
die Normale von 8. Wahrend wir in b) die Normalkompo-
nente von f zu do bildeten, betrachten wir jetzt das Flichen-
integral der Tangentialkomponente von £, niamlich:

*_ f f;’ 7 do

(22) DivfF= }gn(x) 15"
Wihlen wir speziell s als 2-Richtung und 48 als dreidimen-
sionales Parallelopiped im yzI-Raum, so werden die drei
Flachenpaare s"s” seiner Begrenzung bzw. parallel z{, ly, yz
und daher

(22a) Divfr= Gt Ofie g e

Fiir die rechte Seite konnen wir nach (4b) auch schreiben:
af;y af ;z af ::l
dy 0% ar’

wodurch die gewihlte Bezeichnung Divf* und allgemeiner

Div f;* im Hinblick anf (17a) gerechtfertigt wird. Bedeutet f
speziell den Feldvektor, so hat man nach (22a) und (2):

a_ ;{36 9G, 149,
Divf, "(ay 9r e at)

dhnlich fiir die y- und z-Richtung und fiir die /-Achse:
ary, arr are
DivfF = fis + iy 4 8% _ (6$=+8©y+a@.)_

dx dy 8% o

Diese Ausdriicke verschwinden aber nach den Maxwell-
Lorentzschen Feldgleichungen; die zweite Hilfte dieser Glei-
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chungen einschlieflich der magnetischen Divergenzbedingung
schreibt sich also:

(18" Divf*=0.

8) Die skalare Divergenz. Ausgehend von einem Fekior
dritter Art und seinen Komponenten nach den Tangential-
rdumen eines vierdimensionalen Raumstiickes 43 kénnte man
schlieBlich aus dem Vektor dritter Art eine skalare GriBe,
seine Divergenz, durch die zu a) analoge Definition ableiten.
Wegen der Vertauschbarkeit der Vektoren dritter und erster
Art untereinander (vgl. den SchluB von § 1} wiirde dadurch
gegeniiber a) nichts Neues entstehen.

Die hier betrachteten Differentialoperationen sind ihrer
geometrischen Einfithrung nach, bei der von einem Koordi-
natensystem fiberhaupt nicht die Rede war, unabhingig von
der Wahl des Bezugssystems; ihre Koordinatenausdriicke ver-
halten sich also invariant bzw. kovariant gegen Lorentztrans-
formationen. Dies gilt inshesondere von den Feldgleichungen (18)
und (18%. Die umstindlichen Rechnungen, durch die Liorentz
(1895 und 1904) und Einstein (1905) ihre vom Koordinaten-
system unabhiingige Giiltigkeit erweisen und die Bedeutung
der transformierten Feldvektoren feststellen muBten, werden
also im System der Minkowskischen ,,Welt“ gegenstandslos.

§ 6. Die Integralséitze von Gauss, Stokes, Green in vier
Dimensionen.

So wie man in der gewdhnlichen Vektorrechnung die Sitze
von GauB und Stokes unmittelbar aus dem Begriff der div
und rot erhiilt und den Greenschen Satz mittels des Be-
griffes grad an den Gaussschen anschlieBt, so wird man hier
aus den Begriffen der skalaren und vektoriellen Divergenz und
der Rotation drei Integralsitze gewinnen, die wir als Gauss-
schen, Gauss-Stokesschen und Stokesschen Satz bezeichnen
wollen; dabei steht der ,Gauss-Stokessche Satz“ ebenso in
der Mitte zwischen dem eigentlichen Gaussschen und Stokes-
schen Satz, wie der Begriff der Vektordivergenz zwischen dem-
jenigen der skalaren Divergenz und der Rotation steht. Der
Greensche Satz folgt dann aus der Verbindung des Gauss-
schen Satzes mit dem Begriff des Gradienten.
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a) Der Gausssche Satz Er lautet, wenn P einen Fierer-
vektor, X ein vierdimensionales Raumgebiet, § seine dreidimen-
sionale Begrenzung mit der #uBeren Normalen n bedeutet:

23) EfDideZ’ =§[P,,ds.

Teilt man nimlich das Raumgebiet = in hinreichend
kleine Raumelemente d X auf wnd wendet auf jedes derselben Glei-
chung (16) an, so heben sich von den /d§8 iiber die Be-
grenzungen alle inneren auf, weil sie doppelt mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen vorkommen, und es bleiben nur die
Anteile der duBeren Begrenzung § von X ibrig.

Im besonderen sei DivP = 0. Konstruiert man eine
Réhre von P-Linien (Linien, die iiberall die Richtung des
Vektors P haben) und schneidet diese Rohre an einer be-
liebigen Stelle mit einem (,ebenen® oder gekriimmten) Raum §,
go erhalt man, dem Gaussschen Satz zufolge, stets denselben
Wert von /P, dS. Hierin liegt, wenn P die Viererdichte be-
deutet, die Unabhingigkeit der Ladung vom Bezugssystem
(vgl. I, p. 7152).

b) Die beiden Formen des Gauss-Stokesschen Satzes. Es
sei [ ein Sechservektor, § ein beliebiges (nicht notwendig
sebenes®) dreidimensionales Raumstiick, welches innerhalb der
vierdimensionalen ,,Welt“ gelegen ist, und s die Normale auf
einem Element d§ desselben. Die Begrenzung des Raumes §,
welche eine geschlossene zweifach ausgedehnte Fliche sein
wird, sei ¢; das einzelne Element do derselben denken wir uns
durch die beiden zueinander senkrechten Richtungen s's”, das
zu do normale Flichenelement durch die Richtungen s (senk-
recht zu §) und = (innerhalb § senkrecht zu do) bestimmt.
Je nachdem wir f auf das zu do normale Flichenelement oder
auf do selbst projizieren, erhalten wir die Komponenten £,
oder f,,». Dann gilt nach den Gleichungen (17) und (22):

(24) [oiof,as= [F,,a0
und ’ ’

(249 Sf Biv £*dS = f fowrdo.
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Der Beweis (Zerlegung des Raumes § in hinreichend kleine
Elemente 4§ usw.) ist derselbe wie unter a),|

Man kann diese beiden Formen des Gauss-Stokesschen
Satzes benutzen, um die Maxwellschen Differentialgleichungen
(18) und (18a) in Integralform umzuschreiben.

Man betrachte zu dem Zwecke eine zweifach ausgedehnte, in
der ,,Welt*“ gelegene geschlossene Fliche o, lege durch sie
einen dreifach ausgedehnten Raum § und verstehe unter
s's” sn Richtungen, wie sie oben erklirt wurden. Dann gilt
wegen (24) und (18) bzw. wegen (24*) und (18%):

(24a) ;ffmdo' =8fP,dS, J‘f,:,nda=0

Um das Verhiiltnis dieser Formeln zu der gewdhnlichen Inte-
gralformulierung der Maxwellschen Gleichungen hervortreten
zu lassen, betrachten wir zwei spezielle Fille:

1. Die Flache o liegt im zy2-Raum. Dann ist

3-‘=l, .P.=i9, f;“=i@ﬂ, f‘I‘II:= g)n
und wir haben die bekannten Beziehungen:

[€do=[oas, [9,do=0.

2. Die Fliche ¢ sei ein unendlich flacher Zylinder, dessen
Basis im zyz-Raum liegt mit Erzeugenden (Linge dl) parallel
der l-Achse. Von dem Mantel des Zylinders herrithrend erhilt
man fir die linken Seiten von (24a), wenn s lings der Kontur
des Mantels gemessen wird:

dzfsg, ds  bzw. — idzf@f ds'.

Nimmt man andererseits die beiden Basisflichen des Zylinders
zusammen, so ist fiir diese » =/ und es bedeutet s die im
zyx-Raum gelegene Normale auf der Basisfliche. Ihr Beitrag

wird daher:
zdlf 9& 16 baw. dlf"’@'

wobei das erste Integral den durch die Basisfliche hindurch-
tretenden Verschiebungsstrom, das zweite die zeitliche Ande-
rung der magnetischen Kraftlinienzahl miBt. Zugleich wird

fP,dS=dsz,da,




Zur Relativititstheorie. 11 659

bis auf den Faktor dI der im zyz-Raum senkrecht zu ¢ hin-
durchtretende Konvektionsstrom. Bei der in Rede stehenden
zylindrischen Spezialisierung des Integrationsgebietes gehen also
unsere Flachenintegrale (24a) in die bekannte Integralform der
Maxwellschen Gleichungen in gewtohnlicher Schreibweise iiber:

[ovas=1[(52+ev)do, [€rds=—21 [0

¢) Der Stokessche Satz. Bedeutet s einen beliebig in der
Welt gelegenen geschlossenen eindimensionalen Umgang, o eine
von s berandete zweifach ausgedehnte Fliache, D einen Fierer-
vektor, so ergibt sich der Stokessche Satz als unmittelbare
Folge der Definitionsgleichung (21) bei der dort erklirten Lage
und Reihenfolge der Richtungen s's” in der Form:

(25) f Roty,, D do = f @, ds.

Man kann bemerken, daB man anch bei der gewdhn-
lichen dreidimensionalen Formulierung des Stokesschen Satzes
nicht, wie es gewdhnlich geschieht, von der Normalkomponente,
sondern von der Tangentialkomponente der Rotation sprechen
sollte, da die Rotation auch dort ein Vektor zweiter Art ist.
Wiirden wir hier von der Erginzung der Rotation (vgl. den
vorigen Paragraphen unter c) ausgegangen sein, so wiren wir
ebenfalls zu Gleichung (25) gelangt.

Handelt es sich im besonderen um eine geschlossene
Flache ¢, so verschwindet ibre Randkurve und daher auch
die rechte Seite von (25) und wir haben

[Rot;, ®do =o0.

Dementsprechend ergibt sich aus der zweiten Form des Gauss-
Stokesschen Satzes (24*), in der ja auf der rechten Seite iiber
eine geschlossene Fliche o zu integrieren war, wenn wir dort f
gleich der Rotation eines beliebigen Vierervektors & eintragen:

fsmn Rot* ® dS = 0.

Da diese Gleichung fiir jedes beliebige Gebiet § gilt, schlieBen
wir auf die identische Beziehung

(25a) Div Rot* & = 0;
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,,die Vektordivergenz von der Erginzung der Rotation eines
beliebigen Vierervektors verschwindet.* Dies ist auch leicht
an den Koordinatenausdriicken (17a) der Vektordivergenz und
(21b) der Rotation zu verifizieren.

Gleichung (25a) liefert zugleich die Rechtfertigung far
die Einfihrung des elektrodynamischen Potentiales @, die im
vorigen Paragraphen unter c¢’) nur historisch mitgeteilt wurde.
Da n#mlich durch den Ansatz (21b) f= Rot @ die zweite
Maxwellsche Gleichung Divf*=0 nach (25a) identisch er-
fiillt ist, eriibrigt es nur, @ so zu bestimmen, daB es auch
der ersten Maxwellschen Gleichung Divf=P geniigt, die

nunmehr iibergeht in
(25b) Div Rot @ = P.

Diese vierdimensionale Vektorgleichung stellt die denkbar ein-
fachste Form der Maxwellschen Theorie fiir das Vakuum
dar; mit ihrer Integration wird sich der folgende Paragraph
beschiftigen.

Indessen ist durch den Ansatz f= Rot @ bei gegebenem f
der Vektor @ noch nicht vollig bestimmt. Ist nimlich @,
ein solcher Vektor, so erhalten wir in DO=@ + ¥ einen all-
gemeineren Vekfor, der ebenfalls der Bedingung f= Rot @
geniigt, falls Y einen Vektor von fiberall verschwindender
Rotation bedeutet. Ein solcher ist, wie leicht aus dem
Stokesschen Satze folgt, stets als Gradient einer skalaren
Ortsfunktion U darstellbar, die ihrerseits gegeben wird durch
das Linienintegral /¥ ds, erstreckt von einem beliebigen festen
zu dem gerade betrachteten Raumzeitpunkte. Man erkennt
hieraus, daB man dem Potential @ immer noch die Neben-
bedingung
(25¢) Divd =0
auferlegen kann. Diese liefert namlich fiir die sonst véllig
unbestimmte Funktion U die Bedingung

Div & = Div Grad U = — Div @,

die wir nach dem unter d) Folgenden auch U = — Div @,
schreiben und nach der Methode des folgenden Paragraphen
integrieren kbnnen,

Eine #hnliche Uberlegung wie die zu (25a) fithrende
schlieBen wir an die erste Form des Gauss-Stokesschen
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Satzes, Gleichung (24), an. Handelt es sich némlich um ein
geschlossenes dreifach ausgedehntes Raumgebiet §, wie sich
dasselbe als Grenze eines vierdimensionalen Raumstiickes =
ergibt, so verschwindet seine Berandungsfliche und daher auch
die rechte Seite von (24) und wir erhalten

[owvf,ds =0,
S

giiltig fiir jedes geschlossene Raumgebiet 8. Tragen wir daher
in den Gaussschen Satz (28) Divf fur P ein, so wird die
rechte Seite auch dieser Gleichung Null (hier war » die Nor-
male auf dem Raumelement 48, die in der vorigen Gleichung
mit s bezeichnet war) und. wir haben

f Div Div fd.Z = 0.
Py

Da diese Gleichung fitr jedes beliebige Gebiet 3 gilt, schlieBen
wir auf die identische Beziehung

(24D) Div Div £ = 0;

»die skalare Divergenz der Vektordivergenz eines beliebigen
Sechservektors verschwindet. Dies kann auch leicht an den
Koordinatenausdriicken der skalaren wund Vektordivergenz
(Gleichung (16a) und (17a)) verifiziert werden.

Bedentet im besonderen f wieder den Sechservektor des
Feldes, so daB wegen der ersten Maxwellschen Gleichung
Divf = P wird, so spricht (24b) die Kontinuititsbedingung
DivP =0 aus, von der in § 5 unter a) die Rede war.

d) Der Greensche Satz. Wir benutzen ein schon von
Cauchy eingefiihrtes und von Poincaré!) wieder aufge-
nommenes Symbol, das auf eine skalare Funktion U anzu-
wenden ist: ,

% 2 2
26 ©U=DivGrad =274 ‘;yﬁ’ + 20, 80,

Dasselbe erweitert den iiblichen Laplaceschen Differential-
ausdruck 4 auf vier Dimensionen und moge daher ebenfalls.
als Zaplacescher Ausdruck bezeichnet werden. Seine geo-

1) H. Poincaré, Rendiconti Circolo Matematico di Palermo 21: 1906.
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metrisch-invariante Natur folgt direkt aus der Darstellung
O = Div Grad.

Sind jetzt U/ und 7 zwei skalare Ortsfunktionen der vier
Variabeln z y z I, so haben wir in

P=UGrad V— 7Grad U

einen Vierervektor von spezieller Bauart. Seine skalare Diver-
genz, die man sich hier durch Differentiation nach den Ko-
ordinaten z y z ! gebildet denken mdge, wird dann:

DivP=UO V-7 U0,

es heben sich némlich dabei die zwei skalaren Produkte
4 (Grad U, Grad 7) gegenseitig fort., Tragen wir also diesen
speziellen Vierervektor in den Gaussschen Satz (23) ein, so
ergibt sich

@1) Ef(UD y—7no U)dZ:J(U%;— V-"a_g)ds,

d.i. das genaue Analogon des gewdhnlichen @Greenschen Satzes.
Er bezieht sich auf ein beliebiges Weltstiick = und seine
dreidimensionale Begrenzung S§. Stetigkeit der auftretenden
Funktionen und ihrer ersten Ableitungen wird hier ebenso
wie bei den anderen Sitzen dieses Paragraphen vorausgesetzt.
Ist diese in einem Weltpunkte verletzt, so hat man denselben
durch einen dreidimensionalen Begrenzungsraum &, ebenso
wie im gewdhnlichen Falle, von der Integration auszuschlieBen
und das Integral iiber §, der rechten Seite von (27) hinzuzu-
fiigen,

Dies tritt insbesondere dann ein, wenn wir 7 gleich dem
vierdimensionalen Analogon des Newtonschen Potentiales 1/r
setzen:

@78) 7= g0 B'= (2 =32 + (y =0 + (2= 2+ (=),

dem Umstande entsprechend, daB in vier Dimensionen das
mathematische Analogon zur Newtonschen Kraft mit dem
Kubus statt mit dem Quadrat der Entfernung abnehmen wiirde.
R Dbedeutet dabei den vierdimensionalen Abstand von dem
festen Weltpunkte O (,,Aufpunkt®) =z, y, z, I, nach dem varia«
beln Integrationspunkt = y z7. Der Aufpunkt liege im Inte-
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grationsgebiet und moge daher mit einem unendlich kleinen
Kugelraum §, (Radius R,) umgeben werden. Berechnen wir
fiir diesen die rechte Seite von (27), so wird:

V= 1 oV 2 0R 2

fU‘”’ﬂzs_U0 v [ 4% = 4m* U, fV 8, =0.

Hier bedeutet U, den Wert von U im Aufpunkte (R == 0) und
es ist von dem leicht zu beweisenden Satze!) Gebrauch
gemacht, daB die dreidimensionale Begrenzung einer vier-
dimensionalen Kugel vom Radius 1 gleich 2 a3, also derjenigen
vom Radius &, gleich 2 7:2R $ = [d8§,ist. Aus (27)folgt daher

1 6T
@) 492Uy =— [T ax— f( %-_F,_Fa”)ds
Andererseits ergibt sich aus (27) mit V=1
@7¢) Jo UdE—fmdS

Erstreckt sich das Integrationsgebiet auf den ganzen un-
endlichen Raum 3, so konnen wir § als unendlich groBe
Kugel (Radius R,) wihlen. Fiir diese gilt, ahnlich wie oben:

4 1 2
fyﬁﬁ.ds:_ RgofUdS=-—4vz2 U,

wo U, den Mittelwert von U auf der unendlich fernen Kugel
bedeutet, und wegen (27c)
1 U 1

Trigt man beides in (27b) ein, so ergibt sich
122U, - U)=- [0 U(RS —I%)d}_’.

1) Allgemein wird im %;um von » Dimensionen der Begrenzungs-
v,

25
1 4
r(3) /
2nt s 25
To = 2n® bzw. :}T(_-}f = 4,
Vgl. etwa Schoute, Mehrdimensionale Geometrie (Sammlung Schubert
bei Géschen) Nr. 95,

raum der Einheitskugel , 8lso bei vier bzw. drei Dimensionen
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Da 1/R, verschwindet neben 1/R, so wird also
274) 4220, =— [ 9743 + Const.

Hiernach ist U fiir einen beliebigen Weltpunkt O bis auf eine
Konstante zu berechnen, wenn [] U im ganzen (Gebiete der
reellen z y z I gegeben ist.

Hierzu ist aber noch eine Bemerkung zu machen, welche
die Realititsverhiltnisse betrifft. Wir haben wie immer still-
schweigend die Koordinaten [, I ebenso wie z,, »... als
reell vorausgesetzt und z. B. angenommen, daB Z nur in dem
einen Punkte O verschwindet. Das trifft nicht mehr zu, wenn
man berticksichtigt, daB ( —7)® = — c%(¢t—¢,)?, vielmehr wird
R in den reellen Weltkoordinaten auf einem dreifach aus.
gedehnten Kegel zu Null. Ferner wird bei den wirklichen
Aufgaben [ U nicht fir reelle, sondern fiir negativ-imaginire
Werte von /— 1/ gegeben sein, némlich in dem Bezugssystem
der = y z [ fiir alle der Zeitkoordinate ¢, des Aufpunktes voran-
gehende Zeiten ¢ < ¢, Man miibte also,
' um unsere Formeln anwenden zu
il-la-*is kdénnen, die gegebenen Werte QU von
|, reelle-Adhse der negativ-imaginiren Achse einer kom-
' plexen ({—1)-Ebene (vgl. Fig. 3) sich

il 22, - -is nach der reellen Achse dieser Ebene
analytisch fortgesetzt denken, und die

Integration iiber diese reellen Werte

Fig. 8. von /—1,, d. h. iiber die entsprechenden
komplexen Werte von [ erstrecken, in

welchem Falle £? nur fiir / =/, verschwindet, wenn gleich-
zeitig z ==, y=1y,, 2=z, ist. Statt dessen werden wir ein-
facher so verfahren, daB wir den Integrationsweg wie in Fig. 3
in eine die negativ-imaginire Achse!) umgebende Schleife
deformieren; die Integration in (27d) ist dann so aufzufassen,
daB sie nach z y z iiber alle reellen Werte, nach [ iiber diese
Schleife zu fithren ist, und es stellt (27d) den Wert von U

t (L-lo)-Ebene

1) In dem Ubergang zur negativ-, nicht zur positiv-imaginsiren Achse
liegt die Bevorzugung der von ihrer Quelle aus divergierend fortschrei-
tenden Wellen vor den physikalisch sinnlosen, aber mathematisch gleich-
berechtigten konvergierenden Wellen.
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zur Zeit ¢, dar, wenn fiir alle fritheren Zeitpunkte der Wert
von [JU gegeben ist. Die vierdimensionale Methode erweist
sich also auch fiir diese und &hnliche Integrationsaufgaben als
fruchtbar und gestattet sie ganz #hnlich zu 18sen, wie in der
gewdhnlichen Potentialtheorie das Potential gegebener Massen
berechnet wird.

§ 7. Bestimmung des Viererpotentials und der
elektrodynamischen Kraft.

Die Differentialgleichung des Viererpotentials, die wir als
einfachste Formulierung der Maxwellschen Theorie bezeich-
neten, lautete:

(25D) Div Rot @ = P.
Fir eine der vier rechtwinkeligen Komponenten &, von @
haben wir daher nach (17a) und (21b):

8 (6d7, _ 6(27,) _§_(6<D, 6417,~)+_6_(6LD, 8<Dj)
dz

Bz \ 8, £ dy \ 8; 9y d; 8z

9 (4D 8D\ _ d o
wofiir wir nach der Nebenbedingung (25¢) einfacher schreiben
konnen?):
(28) O®=-P

Wir haben also das folgende Problem der vierdimensio-
nalen Potentialtheorie zu lésen: Gesucht eine Liosung der
Gleichung [ ® = — P fiir einen belisbigen Raumzeitpunkt
x, Yy %, &, wenn die Viererdichte P, d.h. Ladung und Ge-
schwindigkeit des betrachteten Systems, fiir alle fritheren Zeit-
punkte ¢ < #, gegeben ist. Die Ldsung enthilt Gleichung (27d)
mit dem in Fig. 8 bezeichneten Schleifenwege.

Tragt man bier fitr U irgend eine der Komponenten von ¢
ein, beriicksichtigt Gleichung (28) und unterdriickt die fiir
unser Potential belanglose Konstante, so ergibt sich

29) in? @, = f Ldz.

1) Diese Gleichung und die Zusammenfassung von skalarem und
Vektorpotential zu einem , Weltvektor* @ bereits bei M. Born, Ann. d.
Phys. 28. p. 571. 1909,

Annalen der Physik. IV, Folge. 33. 43
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Diese im Sinne der Relativtheorie naturgemiafBeste Darstellung
des elektrodynamischen Potentials rtthrt von Herglotz!) her.
Sachlich kann sich diese Darstellung natiirlich von den #lteren
Formeln nicht unterscheiden, solange man in dem urspriing-
lichen und zufillig zugrunde gelegten Bezugssystem der zy 2!
bleibt.

Die Integration nach ! laBt sich in (29) sowie in allen
analogen spiiteren Formeln stets nach dem Cauchyschen
Residuensatze ausfithren. Innerhalb der Schleife der Fig. 3 liegt
namlich eine Stelle, an der R? von der 1. Ordnung ver-
schwindet, auf die also die Integration zusammengezogen
werden kann, nimlich die Stelle (vgl. (27a)):

. s
=1 —1s, t=to——c—,

292)

§ = V(“""""z'o)z + (Y —yo)* + (2 —z,).

Dagegen liegt die an sich gleichberechtigte Stelle /=17 +is
auf der positiv-imaginiren Achse der Fig.3 und liefert keinen
Beitrag zu unserer Schleifenintegration.

Unter Zugrundelegung der Weltlinie eines bestimmten
Ladungselementes de (vgl. Fig. 4) bezeichnen wir denjenigen
Punkt . der Weltlinie, der von einem im

) Punkte O konstruierten Kegel B2 =0 aus-

7 0  geschnitten wird, mit Minkowski als

Lichtpunkt von O. Seine Koordinaten sind

“ eindeutig bestimmt, wenn sich das Ladungs-
L/™a s,

element niemals mit Uberlichtgeschwindig-

Fig. 4. keit bewegt, und es bestimmt sich die

vierte Koordinate desselben, wie soeben

gezeigt, durch die Gleichung ¢ =1, — s/c. Diese sagt bekanntlich

aus, daB ein vom Weltpunkte Z ausgehendes Lichtsignal den

Weltpunkt O erreickt (d. h. den Raumpunkt 2y, z, zur Zeit ¢
erreicht).

1) G. Herglotz, Gottinger Nachrichten 1904. Heft 6. Diese kurze
Note ist historisch besonders interessant, weil sie »or der Relativtheorie
datiert. Trotzdem ist darin, wie auch Minkowaki gesprichsweise hervor-
hob, die vierdimensionale Symmetrie der Elektrodynamik latent enthalten
und mathematisch verwertet.
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Fiihren wir also die Integration nach [ mittels Residuen-
bildung aus, so werden sich die entstehenden Formeln auf
den Lichtpunkt Z von O beziehen. Z. B. entstehen so aus (29)
direkt die wohlbekannten Formeln der retardierten Potentiale.
Wir fithren dies nur fiir den Fall einer punktférmigen Ladung
(eines binreichend entfernten Aufpunktes) aus.

In diesem Falle kann man in (29) R? bei der Integration
nach zyz als konstant ansehen und diese Integration aus-
werten. Um aber von vornherein die Einfihrung des will-
kiirlichen Bezugssystems zyz! zu vermeiden, benutzen wir
lieber ein nach der Weltlinie der Punktladung orientiertes
naturgemiBes Bezugssystem. Ks sei (vgl. Fig. 4) 4§, das
Element des Normalraumes zur Weltlinie, ds das Bogen-
element der Weltlinie, Dieses hingt mit der Minkowski-
schen Kigenzeit z so zusammen, daB

ds =icdr, indem
(29b) ds = le'z—l- d:l/2+dzz+dlz
_ 1 (rday? dy\* dxy’
e = ar)/1 = 5@ + (3)+ (@)
Nun bat man:
dZ =dS, ds =icdf, dr,
(29 ¢)

. . de dy dx dl
chPdSﬂ_-ze%, B = (d—t’.&?’ E—’ —d-;)

Die erste dieser Formeln folgt unmittelbar daraus, daB das
Lingenelement ds und das dreidimensionale Raumelement 4§,
zueinander normal sind. In der zweiten Formel bedeutet P
ebenso wie L einen Vierervektor, der nach der Waeltlinie der
Ladung an der betrachteten Stelle gerichtet ist. Xs ist also
nur noch nachzuweisen, daB die Vektoren auf der rechten
und linken Seite dieser Formel einander der GrdBe nach gleich
sind. Mit Riicksicht auf (29b) wird [B| = i¢, also die GroBe
der fraglichen rechten Seite gleich —ce. Auf der linken Seite
denke man sich P in Komponenten nach der Weltlinie und
senkrecht dazu zerlegt. Die letzteren verschwinden, die erstere
wird nach Gleichung (1), Teil I gleich ig,, wo ¢, die ,Ruh-
dichte®, d.h. die von einem mitbewegten Beobachter beur-
teilte Dichte der Ladung bezeichnet. Dementsprechend wird
43*
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Jo,d8, =¢e gleich der Gesamtladung. Fir die Grofe der
linken Seite von (29¢) hat man also ebenfalls:

z'cfigoa’Sn =—ce.
Setzt man aus (29¢) in (29) ein, so folgt:
4n2(l)=ief1%dt;
die Integration nach der neuen Variabeln r ist ganz ebenso
wie die nach / in Fig. 8 aunf einem beliebigen komplexen Um-

gang um den Lichtpunkt Z im Uhrzeigersinne zu erstrecken
und liefert, nach dem Cauchyschen Satze berechnet?!):

eB
(294d) 47 qio—m-
Hier bedeutet
(29¢) R=@—z,, y—yo 2—2, I{—1)

den Vierervektor vom Aufpunkte nach dem zugeh6rigen Licht-
punkt der Ladung, B den in (29c) definierten Geschwindig-
keitsvektor der Ladung im Lichtpunkt und (R %) ihr skalares
Produkt im Sinne von § 3 A. Gleichung (29d) stellt die im
Sinne der Relativtheorie invariante Schreibweise des Punkt-
potentialgesetzes (Liénard- Wiechert)dar; wir kommen hierauf
im folgenden Paragraphen nochmals zuriick.

Das Feld einer beliebig bewegten Ladung im Aufpunkte O
erhilt man jetzt nach der Formel (21b)

Wollte man fiir den Fall einer Punktladung diese Differen-
tiation an der ausgerechneten Formel (29d) vornehmen, so
wiirde man auf umstéindliche Betrachtungen? gefithrt, die

1) Im Lichtpunkte selbst ist R2=0, in der Umgebung desselben also

& (R? o ol
gr) =2t{(x—%)%+...+(l-‘lo)§?} =27(RY)

mit der in (29e) erklirten Bedeutung von R. Das fragliche Integral

wird daher
fﬁid __&fﬂ__ﬂ.
BEU"T2@e) T T @D

2) Vg z. B. M. Abraham, Theorie der Elektrizitit II. p. 183.

Ri=1
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daher rithren, daB mit einer Variation von O zugleich eine
solche des Lichtpunktes Z verbunden ist. Viel einfacher ist
es, auf die urspriingliche Formel (29) zuriickzugehen und den
Ubergang zur Punktladung erst zum Schlusse zu machen.
Aus (29) ergibt sich
—_o [(Py@—m) = P.(y—y,)

47:2]"”_2'[' it =
und etwas allgemeiner fir j=uz, y; z, I;
(30) 2alf, = f Blezam) —Pelizdly s,

(tehen wir sogleich zu der spezifischen elektrodynamischen
Kraft % iber, indem wir uns in der Umgebung des Auf-
punktes O eine Ladungsverteilung von der Viererdichte P,
denken, so bestimmt sich deren x-Komponente nach Glei-
chung (11) zu (F,f); hierfir erhilt man nach der letzten
Formel bei Benutzung des in (29e) erklarten Vektors R, der
gich zunichst noch nicht auf den Lichtpunkt bezieht:

2n2F, = 2a2 (B, f) =f(PoP)(w—%>— GRS

R4
und daher allgemein:
(30a) 2= [DRPEW 5,

Geht man jetzt wieder zu einer Punktladung e mittels der
Gleichungen (29¢) iiber, so ergibt sich deren spezifische Kraft-
wirkung auf die Verteilung P,:

2m2F = ief(P° %)m}; B (P ) dr.

Ist anch die Verteilung P, punktféSrmig von der Gesamt-
ladung e,, so kann man die Gesamtkraft @ bilden, die e auf ¢,
ausitbt. Dieselbe werde als mitbewegte Kraft im Sinne von §
in Gleichung (15) berechnet. Man multipliziere also mit dem
zur Weltlinie von O normalen Raumelement 48 und bilde
® =/8dS. Mit Ricksicht auf die zweite Zeile von (29¢)
ergibt sich, wenn B, den Geschwindigkeitsvektor von O be-
deutet:
tee, B, BYR—-B,MHB

(30D 2a2@ =22 f L L Ly

Die Integration meint auch hier einen Umgang der komplexen
Variabeln ¢ in der Uhrzeigerrichtung um den Lichtpunkt von O;
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gie kann durch Residuenbildung unmittelbar ausgefithrt werden,
wobei jetzt, da der Nemner von der zweiten Ordnung in R2?
verschwindet, die Entwickelung des Zihlers und Nenners bis
zu Gliedern zweiter Ordnung zu nehmen ist. Die an sich
selbstverstandliche Rechnung unterdriicken wir hier und ver-
weisen wegen ihres Ergebnisses auf Gleichung (37) des nichsten
Paragraphen, wo dasselbe auf einem vielleicht anschaulicheren
aber im Grunde weniger einfachen Wege wie hier abgeleitet
wird. Verglichen mit der etwas zusammengesetzten Form der
Gleichung (37) ist die in Gleichung (30Db) enthaltene Integral-
darstellung wegen ihrer besonderen Ubersichtlichkeit jedenfalls
bemerkenswert.

§ 8. Die zyklische oder Hyperbelbewegung und die elektro-
dynamischen Elementargesetze.

Als einfachstes Beispiel einer beschleunigten Bewegung
betrachten wir den von M. Born?) kiirzlich behandelten inter-
essanten Fall der ,Hyperbelbewegung*. Dieselbe stellt sich,
wenn man in Ausdruck und Zeichnung wieder von dem
imaginéren Charakter der Zeitkoordinate absieht, als ,,zyklische
Bewegung® dar, worin der Grund ihrer Einfachheit liegt. Wir
untersuchen diese Bewegung hier namentlich unter dem schon
von Minkowski angedeuteten Gesichtspunkte?®), daB sich eine
beliebig beschleunigte Bewegung immer durch diese ,,gleich-
formig beschleunigte“ Bewegung approximieren 1aft und ge-
langen von da aus zu einer anschaulichen Ableitung der elektro-
dynamischen Elementargesetze.

Das elektrische System bewege sich so, daB fiir jedes
Ladungselement desselben gilt:

(31) z=rcosp, y=y, z=2, (=rsing.

Bei konstantem 7, y, z und variablem ¢ geben diese Gleichungen
die Weltlinie des Ladungselementes; bei konstantem ¢ uad
variablem 7, y, z bestimmen sie die ,Ruhgestalt* der Ladung,

1) M. Born, Ann. d. Phys. 80. p. 1. 1909; dem obigen Gesichts-
punkt entsprechend kommt fiir uns nur Kapitel II dieser Abhandlung
in Betracht, deren Ergebnisse wir durch freiere Benutzung der vier-
dimensionalen Vorstellungen etwas vereinfachen werden.

2) Vgl. H. Minkowski, Raum und Zeit § IIT und V.
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d. h. die von einem mithewegten Beobachter wahrgenommenen
gleichzeitigen Lagen ihrer Elemente. Fig. 5a stellt die Ver-
hiltnisse in der zl-Ebene bei reell gedachtem / und ¢ dar:
die Weltlinien sind Kreise z?+4 /2= 7% die Ruhgestalt pro-
jiziert sich in den variablen Radius ». Fig. 5b zeigt, wie die

,_l t ~rdy
_ P
B,
T

£ !

M
ma
Fig. 5a. Fig. 5b.

Dinge mit Riicksicht auf die imaginire Beschaffenheit von
{=1ict liegen. Trigt man z und c¢ als reelle Koordinaten auf
und setzt @ = {4, wo v ein reeller Winkel ist, so werden die
Weltlinien gleichseitige Hyperbeln 2% —(c#)?=72 und die Rub-
gestalt wird durch w = const. gegeben. Den unter 45° ver-
laufenden Asymptoten entspricht eine Bewegung mit Lichtge-
schwindigkeit ¢, die von der Hyperbelbewegung fiir ¢ ¢ = 4 oo
angenihert wird.

Durch die zyklische Natur unseres Problems sind statt
der gewohnlichen Koordinaten z y z ! offenbar die vierdimen-
sionalen Polarkoordinaten ry z ¢ vorgezeichnet, deren Charakter
aus Raum und Zeit gemischt ist. Nennen wir die entsprechen-
den Koordinaten des Aufpunktes r, 7, 2, ¢,, so konnen wir
offenbar ¢, = 0 wihlen. Dies bedeutet in der Ausdrucksweise
der Fig. ba, daB wir die Koordinate ¢ des einzelnen Ladungs-
elementes von dem durch den Aufpunkt gehenden Radiusvektor
aus zihlen diirfen, der dadurch zur z-Achse wird. In der
Ausdrucksweise der Fig. 5b hitten wir zu sagen, daB wir
statt der Achsen = und c¢ neue ,zueinander senkrechte*
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Achsen z" und ¢t¢’ einfithren konnen, deren erstere durch O
geht und deren letztere mit der Hyperbelasymptoten denselben
Winkel bildet wie 2’ (harmonische Lage der Achsen 2, ¢#
gegen die beiden Asymptoten). Auch auf diese neuen Achsen
bezogen sind die Weltlinien gleichseitige Hyperbeln und stehen
(nicht euklidisch) senkrecht auf ihnen. Zugleich wird jetzt fiir
den Aufpunkt ¢ ’= 0, also auch r,siniqy,= 0 oder ,= 0.
Wenn wir also in Fig. ba ¢, =0 wihlten, so bedeutet dieses
im Reellen, daB wir statt des urspriinglichen Bezugssystems
der z, y, z, ¢t ein neues gestrichenes ', ¥, z, c¢' einfithren, das
gegen das urspriingliche relativ bewegt ist, und daB wir von
diesem aus durch die Gleichung (81) unsere Polarkoordinaten
ry z ¢ definieren. Die Einfilhrung der gestrichenen Achsen
ist allerdings, bei AusschluB von Uberlichtgeschwindigkeit, nur
moglich, wenn der Aufpunkt in einem der beiden raumartigen
Quadranten der Fig. 5b liegt (vgl. die Anmerkung in Teil I,
p. 752), d. h. wenn in den urspriinglichen Koordinaten gilt
ety < x,, was wir voraussetzen wollen. Im anderen Falle,
d. h. wenn der Aufpunkt in einem der zeitartigen Quadranten
liegt, braucht man nur die Achsen 2’ und c?’ zu vertauschen,
ohne sonst etwas Wesentliches zu #ndern.

Auch die Vektoren P und @ zerlegen wir in Komponenten
nach den Koordinaten » y z ¢, wobei der Vierervektor P in
den sukzessiven Lagen der Ladungselemente, der Vierervektor @
im Aufpunkte anzutragen ist.

Offenbar ist

P'=Py=Pz=0, P=P¢=i00.

Der Vektor P weist namlich in Richtung der Weltlinie, also
in Richtung des wachsenden ¢; ebenso wie ig die vierte Kom-
ponente im zy zl-System war (vgl. Gleichung (1), o = Ladungs-
dichte im 2y z-Raum) wird wegen des Vektorcharakters von P
die vierte Komponente im ry z ¢-System gleick ig, (g, =
Ladungsdichte im mitbewegten ryz-Raum = ,,Rubhdichte® =
|P|=ipy1 — 8% =ig/cos ¢, vgl. Gleichung (1a) und die Er-
lauterungen zur Gleichung (29 ¢) des vorigen Paragraphen). Dabei
ist g, nach dem Gaussschen Satz lings jeder Weltlinie kon-
stant (unabhingig von ¢), von Weltlinie zu Weltlinie eventuell
verinderlich, Wegen der sogleich vorzunehmenden Vektor-
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summation werden wir auch die Komponenten P, und P, nach
den durch O orientierten Achsen der Fig. 5a (den Achsen
Z', ¢’ der Fig. 5b) brauchen. Es ist fiir jede Stelle der
Weltlinie:

P =—P .singp =—1ig,sin
(313.) { z [ (p 90 ¢7

P= P cosp= igycosq.

Zur Berechnung von & benutzen wir Gleichung (29) und
substituieren ftir die dortigen Integrationsvariabeln z = r cos ¢,
{=rsing. Der die imaginire Achse umgebenden Schleife
in Fig. 8 entspricht jetzt eine Integration in ¢ itber eine ent-
sprechende Schleife, auf der ¢ von —ico iiber Null nach
—ioo zurtickgeht und die wie frither den zu jeder Weltlinie
gehorigen Lichtpunkt (22 = 0) im Uhrzeigersinne umschlingt.
Der Ubergang zu den neuen Integrationsvariabeln r, @ ge-
schieht nach dem Schema der gewohnlichen Polarkoordinaten:

(311) _j:zfd1=frdrfd¢,

mit dem Unterschiede, daB die Integration nach ¢ ihnlich
wie nach 7 tiber die genannte Schleife sich erstreckt.

Von den vier Komponenten von @& verschwinden zwei;
s ist namlich wegen P, =P, =0

®,=0, @ =0.

Von den beiden anderen Komponenten @ und @ 1aBt sich
zunichst aussagen, daB sie von der ¢-Koordinate des Auf-
punkies unabhingig sind, worin sich die zyklische Natur unseres
Problems ausspricht. Wir konnten ja bei beliebiger Lage des
Aufpunktes die nach diesem gezogene Richtung als Nullstrahl
wiihlen; in die Ausdriicke von @_ (in Richtung dieses Nullstrahles)
und von @_ (senkrecht dazu) geht dann ¢, iiberhaupt nicht mehr
ein. Diese Komponenten werden also fiir alle Punkte irgend
eines Kreises der Fig. 5a (irgend einer Hyperbel der Fig. 5b)
konstant und der Vektor ¢ hat eine konstante GrdBe und Lage
gegen den verinderlichen Radius r,. Dagegen sind die Kom-
ponenten @, @, in einem zI-System von allgemeiner Lage
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natiirlich von ¢, abhingig und zwar vermoge der allgemeinen
Formeln fir Vektortransformation:

O, = D, cosp, — D _sing,,
O, = @,sin g, + D cos g, .

Bei der besonderen Lage der z-Achse wie in Fig. 5a (der
z’-Achse wie in Fig. 5b), die fiir das Folgende bequem ist,
wird wegen g, = 0 iibrigens & = @, O_= D,

Die Komponente @, = @, lfiBt smh lelcht ausfithren,
Zunéchst ist wegen (31a, b) und (29):

+ o0 4+ 00 -}

(32) 47 Q, =— fa’yfdbfrdrf,zq,@osmw

R=7?4 72— 2rrjcosp -+ (¥ — ¥ + (z — 2,)%
Da g, von ¢ unabhiingig (vgl. oben) und d(R%) = 2rr sinpde
ist, so lautet das Integral nach ¢ einfach:

'8 aRY _ 2710,

2rr, RB? 2rr,
da es um den Punkt R?= 0 entgegen dem positiven Umlaufs-
sinn zu erstrecken ist (vgl. Fig. 3) Daher nach (32)

+oo0 400 oo
e

(822) 47d, =4m ), ——-——fdyfdzfdrgo-——:;-;

- 00 - 00

hier bedeutet ¢ die Gesamtladung des Systems, die durch
Integration der Ruhdichte g, iiber die Ruhgestalt des Systems
erhalten wird. Andererseits ist nach (31a, b) und (30):

+o00 +o00 oo

(32b) 472 P, = +1fd!/fdzfrdrfd(pg°c°s‘p

— 00 =—o00

Das Integral nach ¢ ergibt sich, ganz shnlich wie oben, durch
Residuenbildung zu:

[ d{R?% cosg - ~2mig, (cosp
277, R} sging 2rr, Bing /L
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wo fiir cos @, sing@ die dem Lichtpunkt entsprechenden und
aus R?= 0 folgenden Werte:

08 ¢ = o (PP ok (Y — 9o + 2 — )
32¢ . - ;
o { sing = - l/((r— o' (¥ = yo o+ (2 = &) X

2rm ((7' + 1?4 (y — yo)2 +(z— 20)2)
einzusetzen sind. Somit wird

+o0a o0 o0

(82d) 47 ®,= 4n¢¢—~fdyfdzfdrgo(008¢) :

sin @

Fir einen weit entfernten Aufpunkt kann man cos ¢ und sing
als annihernd fiir alle Ladungselemente konstant ansehen und
die dreifache Integration ausfithren, wobei die Gesamtladung e
des Systems entsteht. Man hat also fiir diesen Grenzfull:
(39) 4n =%, 4z, =71 (“°“”) .

o "7, \sing/r

Im AnschluB an Fig. 6 iberzeugt man sich leicht, daB
Richtung und GréBe des Vektors @ allein durch den Bewegungs-
zustand im Lichtpunkte L
ausgedriickt werden. Wir
berechnen zu dem Zweck die
Komponente von ¢ einer-
seits nach der Richtung ML,
die auf der Bewegungsrich-
tung im Lichtpunkt senk-
recht steht, und andererseits
nach der Richtung der Tan-
gente in L, die durch den Fig. 6.

Vierervektor B  bestimmt
werden moge; dabei ist zu beachten, daB ¢ den zu L ge-
horigen Winkel und zwar von M O als Nullpunkt aus gezihlt,
bedeuten sollte; also:

in der Richtung M L:

: e
<I),cos<p+(Dwmnq;:__r_o.cOS(P_!__::cosq):O,
in der Richtung %B:
2
— @, sinp + P cosp = +——s1n<p+ e cosp ¢

7, sing 7o 8in ¢




676 A. Sommerfeld.

r,sing wird aber in der Figur durch die Strecke ON=PL
dargestellt und es ist PZ die Projektion des Vektors R vom
Anfpunkt nach dem Lichtpunkt auf den Bewegungsvektor %,
also )
(88 a) rosing = PL = |R|cos(R,B) = (Eﬁ;f)
vgl. Teil I, § 3 A. Unser Potential ist also nach Richtung und
GroBe dargestellt durch
eB m=x_x0’y_y07 22, Z—Zor
(33b) 47D =‘ma- _de dy dx  dl
T4’ A A’ dr
Der besondere Charakter der Hyperbelbewegung ist aus (33b)
verschwunden, diese Darstellung gilt fiir jede Bewegung, die
im Lichtpunkte unsere Hyperbelbewegung tangiert und wurde
oben (vgl. (29d)) direkt aus der aligemeinen Darstellung (29)
durch Ubergang zu einer Punktladung und durch Residuen-
bildung entnommen. Wie die Verhiltnisse im Reellen liegen,
ist in Fig. 5b angedeutet: In der Projektion der z, ¢ #Ebene
wird der Lichtpunkt Z von einer durch O gelegten Parallelen
zur Hyperbelasymptoten aus der Weltlinie ausgeschnitten und
es ist die Resultierende aus den beiden reellen Komponenten @,
und @_/i parallel der Tangente B im Lichtpunkt.
Zur Berechnung des Feldes tibergehend, haben wir nach (21b)
[ = Rot ® zu bilden, wobei wir natiirlich die erforderlichen
Umgange, iiber die das Linienintegral von @ zu erstrecken
ist, im Sinne unseres Polarkoordinatensystems wihlen (vgl
Fig. 5a rechts oben). Wihrend die ry, rz, yz-Komponenten
von f* verschwinden, da @ = &, =0 und @, von y und z
unabhingig ist, ergibt? sich nach (21):
1 dr, @ 3D oD
(34) fr¢=;;_~76"‘ro"’, fyqo— ay:” fz¢=~ax—;['

1) Es ist nach Definition des Lichtpunktes || = B = 0 und
cos (R, B) = o, daber |R|cos (R, B) ein unbestimmter Ausdruck, dessen
wahrer Wert nach § 3 A durch (R B)/| 8| angegeben wird,

2) Man erhdilt, da » dr d¢ der Inhalt, r dgp bzw. dr die Seiten des
in Fig. 5a gezeichneten Umganges sind:

8 a
frprdrdg = W{qurdq;}dr—w{lpfdr}dq).

Dies ergibt den Ausdruck (34), da @, von ¢ unabhingig ist.
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Das Feld ist also ebenso wie & nur abhingig von den Koordi-
naten r,, y,, 2z, des Aufpunktes und daher auf den Kreisen
der Fig. 5a (den Hyperbeln von 5b) konstant. Dagegen ist
es natiirlich auf den Geraden z = const. variabel, indem jede
solche Gerade bei verinderlichem c¢ in Fig. 5b immer von
anderen Hyperbeln geschnitten wird. Waikrend also das Feld
in einem raumfesten Punkte zeitlich wechselt, ist es in einem mit-
gefuhrten Punkte konstant. Und zwar hat es in einem solchen
Punkte durchweg den Charakter des elektrischen Feldes. Da
nimlich die ¢-Richtung zugleich die Richtung der Zeitachse
im mitgefithrten (,,gestrichenen*) System ist, haben wir im
Anschluf an (2) zu schreiben:
34a) { foo=—1€, t,,=—i€, [, =—iG,
fyz='br,=0,’ fzr=©y,=0’ ﬂy=©z’=0'
Fiir einen im zyz{-System ruhenden Beobachter dagegen hat
das Feld auBer dem elektrischen auch einen magnetischen Teil.
Fiir entfernte Aufpunkte, fir die das elektrische System
als punktférmig erscheint, ergibt sich aus (33) und (34)

410 = 52 (s )™ Ty (m)s
und ebenso
Al = g () 4w = Tramvar (50 )e
Aus der Definition des Lichtpunktes:
R2=r2+4 72— 2rrjcosp+(y —y+(2—2)2=0
folgt aber, da bei der Hyperbelbewegung r, y, z konstant sind:

2(ry —recos@)dr, + 2rrysingpdep =0,

also dp _ rcosgp—1y
dr,  rresing
und ebenso 89 _ y-u 89 _ n—%
0%, r7,s8ing 9%, rrysing ’

daher, wenn der Index L bei ¢ unterdriickt wird:

— e
4ﬂﬂw=m(rcos¢—ro),

(341) 4]y = gy W = %)

—e
40 e = Sy g ¢~ %)
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Diese Formeln sind der einfachste Ausdruck fiir das von
einer beliebig bewegten Punktladung erzeugte Feld. Indem
man nimlich an die Weltlinie der Punktladung in dem zu
unserem Aufpunkt gehdrigen Lichtpunkt den Kriimmungskreis
(Krimmungshyperbel) legt und die beliebige Bewegung durch
die zyklische Bewegung auf dem Kriimmungskreis ersetzt, fithrt
man den allgemeinen Fall auf unsere Formeln (34b) zuriick.
Charakteristisch ist dabei das Auftreten des Krimmungsradius r,
der mit der Beschleunigung der Bewegung im Lichtpunkt zu-
sammenhéngt (vgl. unten). Der Unterschied zwischen longi-
tudinaler und transversaler Beschleunigung ist dabei nur ein
Unterschied in der Wahl des Bezugssystems.

Wir wollen zunichst die Formeln (34b) so umschreiben,
daB darin nur die auf den Lichtpunkt bezogenen Vierervektoren

®, B, B
auftreten: % der Vektor von O nach I, B der Geschwindig-
keitsvektor in Z (vgl. Gleichung (33a)) und B der Beschleuni-
gungsvektor in Z. Bei der obigen Definition (Gleichung (291))
von dr durch das Weltlinienelement dz = dsfic wird, da

in unseren zyklischen Koordinaten ds = rd¢ gilt, offenbar
dt = rde[ic, also nach den Gleichungen (31)

B = (—rsing, 0,0, rcosgo)%:i

= (—sing, 0,0, cosg)ic, |B|=/ie,
dementsprechend folgt weiter:

' . . d
B=—_—"=(—cosg, 0,0, — smm)zc—d%-

. 2 . 2
= (cos ¢, 0, 0, smq;)fr—, |B] = fr_
% hat also im Lichtpunkt die Ricbtung des Radius M L und
die GroBe ¢?/r.
Aus diesen drei Vektoren lassen sich die folgenden vom
Bezugssystem unabhiingigen GroBen

RQB) und RY)

bilden, durch die sich also die Formeln (34b) ausdriicken lassen
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miissen; wir bemerken dabei, daB die auBerdem méglichen
Invarianten nach obigem die folgenden einfachen Werte haben:

@) =R2=0, (BB)=|B2=—c?,
BB = (B2 =%, BB =0,

-3 !
>

(35)

letzteres wegen der senkrechten Lage von % und 8. Beziig-
lich des Wertes von (RB) ergab sich oben in Gleichung (33a):

(85a) RYB) = |B|r,sinp =icr,sinep.

Abnlich ergibt sich nach Fig. 6 als Projektion von % auf B
|®]| cos (R, B) = % =NL=r—rycosq,

also

{851) ToCOS @ =7 (1 — (ﬂ‘tf%)) , —:"—cosqa = ‘i——c(iﬁ—%l

und durch Division von (35a) und (35b):
(85¢) cosp 1 c’-—(giﬂ'?).

tersing ¢ (RY)

Betrachten wir jetzt den aus dem Sechservektor f abge-
leiteten Vierervektor f, (vgl. Teil I, Gleichung (6a)):

e
4ﬂfw=m(1‘008(p—7'0, y-—yo, Z-—Zo, 0)

Hier sind die drei GroBen der Klammer bzw. die Kompo-
nenten von R nach den durch O gezogenen Richtungen r, y,, 2,,
némlich

R=0Q=rcosp—r,, R=y—y, R =z-—z;
fiigen wir also die vierte Komponente nach der durch O ge-
legten, auf r, senkrechten Richtung des wachsenden ¢, nimlich
R, =@QL (vgl. Fig. 6) hinzu, so wird

(reosgp —ry, y—y,, z2—2,0 =R — Vektor QL.

Der Betrag von QL ist rsing; der Einheitsvektor (@, in
dieser Richtung stellt. sich durch die Einheitsvektoren in den
Richtungen B und B, welche gegen jene bzw. um ¢ und
n/2 — ¢ geneigt sind, so dar:

) _ Vektor Q£ _ B . _&
(36) (Dl—-—~———‘QLI —-cos<p'231 +smq)l%l,
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also
Vektor@ L = rsingp @, = rsing (cz.sc‘p B+ ”;J £ ii) .

Daher zerlegt sich £, in zwei bzw. drei Vierervektoren der
Richtungen %, @, bzw R, B, B, nimlich:
dnf e e

?  reingrysintp rodsindg 1

- f  _ f_ ¢ (cosqa%_l_ "S“W’%)

raingr,tsinep roisin®p \ de

(86a)

Wir gehen jetzt zu der sperifischen elektrodynamischen
Kraft § iiber (vgl. § 4), indem wir uns im Aufpunkte O eine
Ladung denken, deren GroBe und Bewegung durch den Vierer-
vektor P, gegeben wird. Die Komponenten von § nach den
Koordinatenrichtungen sind nach (leichung (11)

&= Fof) = Poylig)
%,,"‘- (Pof;,)r‘ 'POquyqz’
8= (B )= Foplip»
&p: (Pof;,)= POrf(pr + 'POy f(py + POzfrpz’

Wir konnen also vektoriell schreiben, unter @, den genannten
Einheitsvektor in der durch O hindurchgehenden ¢-Richtung
verstanden:

= — (B DS, + (Bof) @
oder mit Riicksicht auf (36a)
(86D) 47‘%=T;m—q);}d—_gr¢—(—(})owl)m+(l)om)q)1)-

Tragen wir jetzt fir @, den Wert (36) ein, so zerlegt sich §
in drei Teile, einen Lagenbestandteil von der Richtung R, einen
Geschwindigheits- und Beschleunigungsbestandteil von der Rich-
tung B und B, nimlich bei Benutzung von (35a) und (35¢):

4np= S ("‘(m‘)(P%) (Poi;))m,

@B\ ® D
8 _ —e o-—(R B)
(86¢) 418 = Gy @y Lo WB,

4ng%=@}3%;(Pom)%
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Hiermit ist die allgemeine invariante Darstellung der spezi-
fischen elektrodynamischen Kraft § gewonnen. Wir gehen von
ihr zu der totalen Kraft ® iiber, indem wir uns in O eine
Gesamtladung ¢, punktférmig vorhanden denken. Wir werden
dieselbe als ,mitbewegte Kraft“ (im Sinne der Gleichung (15)
fiir ﬁ’) berechnen, indem wir diejenigen Werte von § betrachten,
die einem an der Bewegang von O teilnehmenden Becbachter
als gleichzeitig erscheinen, d. h. iiber einen Raum 4§  inte-
grieren, der senkrecht zur Weltlinie von O steht. Dagegen
wiirde sich, wie in § 4 bemerkt, bei der Integration iiber 8§
ein vom Bezugssystem abhingiges Resultat ergeben. Da so-
nach d§ dieselbe Bedeutung hat, wie in Gleichung (29¢) d§,,
80 ergibt sich aus dieser Gleichung

fPOdS’=fc°—%o

und aus (36¢) erhilt man die folgenden drei Anteile der totalen
elektrodynamischen Kraft:

ee, c’—(iﬁﬁfﬁ) .
47799%:0(9%23)2( 0ED) (%0%)'*'(%028))%’

- - R
(37) 47‘5@‘8"—‘ -(;Tg:—%e‘;%’c—‘w(%)—)'(%om)%’

4n R = S ggr (B R)B -
Wie oben im AnschluB an (88a) kann man bemerken, daB der
besondere Charakter der Hyperbelbewegung aus diesen Formeln
verschwunden ist (die Hyperbelbewegung diente uns nur dazu,
die Bewegung von ¢ im Lichtpunkte bequem zu approximieren),
und daB man allgemeiner dieselben Formeln erhilt, wenn man
Q fiir eine ganz beliebige Bewegung von e berechnet. In der
Tat sind die Gleichungen (37) identisch mit dem Resultat der
Residuenbildung in Gleichung (30b), von dem p. 670 die
Rede war.

Die Gleichungen (87) stimmen natiirlich auch mit der
geometrischen Regel iiberein, die Minkowski im § V von
»Raum und Zeit* gibt und unterscheiden sich von den ur-
spriinglich von Schwarzschild gefundenen Ausdriicken nur
durch Hinzufiigung der vierten ,,energetischen Komponente*, die

Annalen der Physik. IV. Folge. 33, 44
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fiir das Folgende iibrigens nicht unwichtig ist, und in den drei
tibrigen ,,dynamischen* Komponenten nur durch einen Faktor

V1 — 8,2, (B, c = Geschwindigkeit von 0),

der daher riihrt, daB Schwarzschild bei Bildung der Gesamt-
kraft tiber einen Raum d8, wir tiber einen Raum 438’ inte-
grieren.

§ 9. Bemerkungen zum Cotulombschen und Newtonschen
Qesetz.

A. Coulombsches Gesetz. Die Gleichungen (37) wenden
wir auf den einfachsten Fall der Elektrostatik, zwei gegen-
einander ruhende Punktladungen, an. Im Sinne der Relativ-
theorie ruhen zwei Ladungen, deren Weltlinien zwei parallele
Geraden sind. In diesem Falle wird

B=0, BB=BY=—c? (B,R) =(BR
und daher

_ SR+ RB)B
(38) 4R =—eeyc @Y

Nach Wegfall des Beschleunigungsbestandteiles setzt sich also
die Kraft & in (38) aus einem nach dem Lichtpunkt gerichteten
Lagenbestandteil und einem Geschwindigkeitsbestandteil zusammen,
der sich zunichst auch auf den Lichtpunkt bezieht, aber wegen
der vorausgesetzten Gleichférmigkeit zugleich die Richtung
eines beliebigen Punktes der Weltlinie von ¢ oder ¢, hat. Wir
zeigen, daB dieser Geschwindigkeitsbestandteil den Lagen-
bestandteil gerade zu einem
Vektor erginzt, der nach dem
mit O- gleichzeitigen Punkte P
auf der Weltlinie von e gerichtet
ist. Die Gleichzeitigkeit ist
dabei offenbar von dem mit der
Geschwindigkeit 8 bewegten Be-
zugssystem aus zu beurteilen,
dem einzigen in unserem Falle
Fig. 7. naturgem#B definierten Bezugs-
system, und wird in Fig. 7 an-
deutungsweise wieder durch ein gewdhnliches (Euklidisches)
Senkrechtstehen konstruiert.
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Wie schon mehrfach benutzt (vgl. p.676 und 679), ist die
Projektion PZ von % auf B gleich (R B)/|B| und der Einheits-

vektor in Richtung von B gleich B/|B|, daher mit Riicksicht
auf |B| =ic:

Vektor LP = — PL. |‘«'3|" ‘?;’f?% +Lm?)s.

Der Zihler in (38) wird folglich mit der in Fig. 7 eingetragenen
Bedeutung von ®':

¢?(Vektor O L 4 Vektor L P) = ¢ Vektor OP = c*®’.
Wendet man auf das ,rechtwinklige“ Dreieck O L P den

Pythagoras an, so ergibt sich ferner mit ' = [R], B = |R|=
R=0=R*4 (PLE, (PLp= %‘3 =

oder

384) RB)P = — [B2B? = + 2 R?,

Der Nenner in (38) wird daher gleich ¢ B3, so daB wir statt
(38) schreiben konnen:

(39) 4nR=— o,

Dies ist der allgemeine invariante Ausdruck des Coulomb-
schen Gesetzes.

Fihren wir nun ein spezielles Bezugssystem zyz{ ein,
dessen /-Achse mit B den Winkel ¢ bildet, in dem sich also
e und ¢, bewegen. Die Koordinaten von P seien 2/, ¥, 2/, 7,
diejenigen von O wie frither z,, y,, z,, 4. Der dreidimen-
sionale Vektor 2’ — z,, ¥’ — ¥,, z'— z, heibe v, " sei seine
Lange. Der dreidimensionale Kraftvektor &, &, ®, ist nach
§ 4 als der dynamische Bestandteil des Vierervektors & zu be-
zeichnen, Derselbe ist natiirlich nicht nach dem im Sinne
unseres zufilligen Bezugssystems mit Q gleichzeitigen Punkte
gerichtet, sondern nach demjenigen Raumpunkte, der aus dem
Raumzeitpunkte P durch Projektion auf den zyz-Raum ent-
steht. Jener dynamische Bestandteil wird namlich

4m(R,, 8, B) =— ey 7
seine GroBe ist

(392) AnYET T R+ B2 = eep e

44"
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Sie ist also weder dem Quadrat von 7 noch demjenigen von
R umgekehrt proportional. Um die e¢infache Aussage des
Coulombschen Gesetzes aufrecht halten zu kénnen, muf man
vielmehr den energetischen Bestandteil mitbetrachten und die
GroBe des Vierervektoers

Iﬁl = ‘Vﬁzz + ‘@yZ + @zz + 9\12
bilden. Fir diesen gilt einfach

(391b) 4R =2,

also das Coulombsche Gesetz in dem Sinne, daB es auf den
vierdimensionalen Abstand der beiden gleichzeitigen Welt-
punkte O und P ankommt. Wir betonen dies zur Erhirtung
der schon frither (§ 4, p. 771) gemachten Bemerkung, da8 der
energetischen Komponente der Kraft keineswegs nur eine for-
male Bedeutung zukommt. Vielmehr zeigt sie sich in unserem
besonderen Falle unentbehrlich, um das Coulombsche Gesetz
in seiner filr statische Verhiltnisse giiltigen Kinfachheit auch
fir bewegte Ladungen und unabhingig von der Wahl eines
speziellen Bezugssystems aussprechen zu kénnen,

Die energetische Komponente von ® verschwindet natiirlich,
wenn man das Bezugssystem speziell als mitbewegtes einfiihrt,
so daf beide Ladungen in ihm ruhen. Dann wird R = », so
daB (39a) und (39b) identisch werden. Da im allgemeinen
Falle »'| R’ = cos ¢p ist (vgl. Fig. 7), kann man (39a) als Kom-
ponente des vollstindigen Vektorbetrages (39b) ansehen.

B. Newtonsches Gesetz. Zu diesem habe ich nur eine litera-
rische Bemerkting zu machen. Es gibt zwei Vorschliige zur Losung
der dringenden Aufgabe, das Gravitationsgesetz den Prinzipien
der Relativtheorie anzupassen, von Poincaré (1906) und Min-
kowski(1908). Minkowski iibertrigt!) direkt das AbstoBungs-
gesetz zweier Elektronen mit Vorzeichenumkehr auf die An-
ziehung zweier ponderabler Massen; sein Vorschlag geht also
dahin, in den Gleichungen (37) zu ersetzen ee, durch — mm,,
wo m, und m die angezogene bzw. anziehende Ruhmasse be-
deuten. Wir wollen die Bewegung von m als gleichformig

1) Raum und Zeit § V. Wegen der am Ende der ,,Grundgleichungen®
gegebenen Formulierung vgl. die Anm. 2) auf p. 686.
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voraussetzen (die Beschleunigung % wird offenbar erst in zweiter
Linie in Frage kommen, da bisher auch ein EinfluB von 8
selbst auf die Gravitation noch niemals nachgewiesen werden
konnte). Dann vereinfacht sich der Minkawskische Vorschlag
zu dem folgenden Ausdruck des Newtonschen Gesetzes
R =0, & = 5 4 Kg), wenn wir noch den unwesentlichen
Faktor 4« in ® aufnehmen
— S

(40) R = —mmc® %)9(“% %g&' LR

Poincare?!) andererseits stellt sich die Aufgabe, in all-
gemeinster Weise dasjenige gegen Lorentztransformationen in-
variante Kraftgesetz zu bilden, das sich fiir kleine Geschwindig-
keiten (Vernachlassigung von £2 und ;% auf das Newtonsche
Gesetz im gewohnlichen Sinne reduziert. Nur im Falle beide
Geschwindigkeiten (wie unter A angenommen) gleich sind, ist
die Form des relativistisch erweiterten Gravitationsgesetzes ein-
deutig bestimmt; sonst bleibt sie in gewissen Grenzen un-
bestimmt. Poincaré operiert hierbei bereits in ausgesprochener
Weise mit Vierervektoren (die Einfiihrung der Sechservektoren
dagegen blieb Minkowski vorbehalten); dieselben werden
durch ihre Komponenten nach einem willkiirlichen z y z -System
dargestellt. Und zwar gilt die folgende Zusammensteliung
zwischen unseren Vektoren (links) und den Poincaréschen
Komponenten (rechts):

@=(X1, Yl? Zu iTx)’

R=(z, vy, 2, —ir),

%0=(§, 7y, & ic)ky,

B =(§1! M gp ic)ku
mit den Abkiirzungen

el @+ =1-872,

= - w& g =1-p

Ferner ist zu beachten, daB Poincaré ¢ =1 gesetzt und
auch die anzishende und angezogene Masse m =m' =1 ge-

1) In der p. 661 zitierten Arbeit aus den Rendiconti di Palermo
21. 1906.
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nommen hat; um seine Formeln dimensionstreu zu schreiben,
hat man daher seine Geschwindigkeitskomponenten &, &, . . .
durch &/e, & /e, ... und seine Kraftkomponenten Xj,...
durch X /mwm’, ... zu ersetzen. Daraufhin schreiben sich die
Poincaréschen Ausdriicke?) (11) p. 174 zuniichst so:
' k& 1 1
Die erwihnte Unbestimmtheit des Problems bringt es mit sich,
daB man, wie Poincaré selbst bemerkt (p. 175), den Faktor
1/B3 ersetzen kann durch C/B3, in welchem Falle sich statt
des vorstehenden der folgende Ausdruck ergibt:

k& 1 1
(401) _mi,?r...ﬁ(cm—?w)-
4, B, C bedeuten dabei die aus den Vektoren %, B,, B zu
bildenden Invarianten und sind bei Poincaré durch den
zweiten bis vierten der Ausdriicke (5) von p. 169 gegeben,
namlich:

1 1
4=—_—R%), B=—_-®%), C=-L39).

KErsetzt man schlieBlich noch die in dem willkiirlichen
Bezugssystem gemessene Masse m = myk, durch die Rub-
masse m,, so ergibt sich aus (40a) bzw. (40b):

—_— 3(%.,%)§R—(%0§R)§B
E:Oc) R=mmyc HEF @, )
ZW.
B, IR — (B, H B
(404) R=—mmye’ )(m%§a°

Der letztere Ausdruck stimmt mit (40) genau, der erstere
bis auf den Faktor — c?/(B,®B) iiberein, der sich von der Ein-
heit nur um Glieder zweiter Ordnung in den Geschwindigkeits-
verhéltnissen 8, 8, unterscheidet.?) Wir kommen also zu dem

1) Mit Umkehr des bei Poincaré offenbar versehentlichen Vor-
zeichens.

2) Dieser Ausdruck (40c) andererseits stimmt genau iiberein mit
derjenigen Form des Newtonschen Gesetzes, die Minkowski in den
»@rundgleichungen® angibt, falls man auch hier die Bewegung be-
schleunigungsfrei annimmt. Man erkennt dies direkt, wenn man die
mit (40¢) Hquivalente geometrische Formulierung in (41b) vergleicht mit
der geometrischen Regel (24) in den ,,Grundgleichungen®.
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Ergebnis?): Die spezielle Minkowskische Formulierung des
Newtonschen Gesetzes subsumiert sich, wenn man darin
die Beschleunigung der anziehenden Masse gleich Null setzt,
unter die naturgem#B bis zu einem gewissen Grade upbestimmte
Poincarésche Formulierung; die letztere ist abgesehen von
Gliedern hoherer Ordnung nicht allgemeiner wie die erstere.

Das Verhiltnis der Minkowskischen oder Poincaré-
schen zu der gewdhnlichen Fassung des Newtonschen Ge-
setzes wird am besten durch eine einfache Figur erliutert,
die sich von Fig. 7 nur da-
durch unterscheidet, daB die 12
Richtungen B, und B der Welt-
linie von m, und m jetzt nicht
parallel sind, sondern den Win-
kel vy einschlieBen. Dieser er-
scheint in Fig. 8% als Winkel
zwischen @ O (Richtung %B,)
und Q7 (parallel B). P ist der
mit O gleichzeitige Punkt im
Sinne eines mit B bewegten Be-
zugssystems, S ist gleichzeitig L
mit O im Sinne von dessen Fig. 8.
Eigenbewegung B,

Wir konstruieren nun den Zahler der Ausdriicke (40),
(40¢) und (40d) folgendermaBen. Es ist nach § 3 A

(41) (8B, B) = cos 9 [By|[B] = — e cos

[
i
[}
1
1
£ !
o

1) Die letzte Anmerkung in den Minkowskischen ,Grund-
gleichungen® ist hiernach so aufzufassen, daB nur die Methode, nicht das
Resultat bei Poincaré ein wesentlich verschiedenes ist.

2) Zur Erliuterung dieser Figur sei folgendes bemerkt. Durch vier
Punkte, also auch durch die zwei Geraden B,, B des B, 1Bt sich stets
ein By legen. Die simtlichen Linien der Fig. 8 verlaufen daher in dem-
selben dreidimensionalen Raum. Und zwar liegen die Linien O L SA P
in einer Ebene, die Dreiecke O Q Tund O 7 8§, sowie das Parallelogramm
LQ18S je in einer von jenmer und untereinander im allgemeinen ver-
schiedenen Ebene. Da 0S8, O7T und L Q zu B, normal sein sollen, so
liegt auch die durch T gezogene Parallele zu L Q in der durch O ge-
legten Normalebene zu B,; da diese Normalebene die Gerade B nur in
dem einen Pupkte S schueidet, so geht auch die genaunte Parallele
durch $ hindurch.
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und (R B,)/|B,| gleich der Projektion 0@ von R auf B,. Aus
dem bei O rechtwinkeligen (in der Figur perspektivisch ver-
schobenen) Dreieck O @ 7' folgt aber weiter

(41a) QOfcosy=QT=LS=—(RDB,)/|B,| cosy.
Daher der genannte Zihler nach (40) und (41a) gleich

1 B,% B
B8 (% - o S )

=(3,B) {% + LS%} = (B, )R + Vektor L8},
= (B, B)6,

da B/|B| den Einheitsvektor in der Richtung von L § be-
deutet und sich die Vektoren ® und Z 8 nach Fig. 8 zu dem
Vektor & zusammensetzen. Der Nenner in (40) andererseits
ist nach (88a) gleich ¢ 2’3, wo R’ wie in Fig. 7 den Vektor OP
und R’ seinen Betrag bedeutet. Somit folgt aus (40) mit Riick-
sicht auf (41) dem Minkowskischen Vorschlage entsprechend:

(41Db) S{‘=mmocosy/%-

Bei dem Poincaréschen Vorschlage (40¢) ist der Faktor
— (B, B)/c* = cos
im Nenner hinzuzufiigen und ergibt sich daher:
419 =T,
Man bleibt offenbar innerhalb des durch die Poincarésche
Untersuchung und durch die Invarianz gegeniiber Lorentz-

transformationen offen gelassenen Spielraumes auch dann, wenn
man etwa setzt:

) &
(414) ®="5"6 oder @ =202

in welchem letzteren Falle sich die GroBe [®| = mm /SR in
symmetrischer Weise aus den beiden Abstéinden zwischen O einer-
seits und den beiden Gleichzeitigkeitspunkten P und § anderer-
seits berechnen wiirde. Auch bei dieser symmetrischen Wahl
des Kraftgesetzes whre iibrigens dem Reaktionsprinzipe noch
nicht Geniige geleistet, da sich ja die Richtung der Kraft in
unsymmetrischer Weise aus der anziehenden und angezogenen
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Masse bestimmt. Die Permanenz dieses Prinzipes wiirde viel-
mehr einen in der Umgebung der Attraktionszentren ver-
teilten Impuls erfordern, wie er von der Elektrodynamik her
bekannt wire, jedoch mit dem Unterschiede, daB seine Lokali-
sierung im Felde hier unbekannt wire. Dagegen ist die ge-
wohnliche Formulierung des Newtonschen Gesetzes nach der
Relativtheorie offenbar unzulissig. Nach dieser wiirde Rich-
tung und GroBe der Newtonschen Kraft durch einen Punkt 4
(vgl. Fig. 8) gegeben sein, der mit O im Sinne eines willkiir-
lichen Bezugssystems gleichzeitig und'daher physikalisch un-
bestimmt ist. Praktisch dirfte allerdings diese Formulierung
mit jeder der vorangehenden gleichwertig sein, da sie sich
wieder nur um Glieder zweiter Ordnung in den Geschwindig-
keitsverhdltnissen von jenen unterscheidet. KEben aus diesem
Grunde wird man aber nicht anstehen, die gewohnliche Formu-
lierung des Newtonschen Gesetzes zu verlassen und durch
eine der vorstehenden, relativ-theoretisch moglichen Formu-
lierungen zu ersetzen.

(Eingegangen 13. Juli 1910.)





