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6. uffber dde 
dm elektromagnetdachm 2”eZde auf ruhende 

K6rper auagdlbten, pondtwomotordmhm Erdtfte; 
vom A. Edmstedm umd J. Laub. 

I n  einer kbrzlich erechienenen Abhandlungl) hat Hr. Min- 
kowski einen Ausdruck fur die nuf beliebig bewegte Karper 
wirkenden ponderomotorischen Krilfte elektromagnetischen Ur- 
sprunges angegeben. Spezialisiert man die Minkowskischen 
Ausdrlicke anf rnhende, isotrope und homogene Korper, so 
erhiilt man filr die X-Komponente der auf die Volumeneinheit 
wirkenden Kreft : 
(1) A; = (J + qz - ’F.8” 

wobei p die elektrische Dichte, p1 den elektrischen Leitungsstrom, 
@ die elektrische Feldstilrke, 8 die magnetische Induktion be- 
deuten. D i e m  Ausdruck scheint nns aus folgenden Grhden  mit 
dem elektronentheoretischen Bild nicht in Einklang zu stehen : 
Wilhrend nilmlich ein von eiuem elektrischen Strom (Leitungs- 
strom) durchflossener K6rper im Magnetfeld eine Kraft er- 
leidet, ware dies nsch Gleichung (1) nicht der Fall, wenn der 
im Magnetfeld befindliche Korper statt von einem Leitungs- 
strom yon einem Polarisationsstrom (a D / a  t)  durchsetzt wird. 
Nach Minko wski besteht also hier ein prinzipieller Unter- 
schied zwischen einem Verschiebungsstrom und einem Leitungs- 
strom derart, da6 ein Leiter nicht betrachtet werden kann 
als ein DieIektrikum von unondlich groBer Dielektrizitlts- 
konstante. 

Angesichts dieser Sachlnge schien es uns von Interesse 
zu sein, die ponderomotorischen Krilfte far beliebige magneti- 
sierbare Karper auf elektronentheoretischem Wege abzuleiten. 
Wir geben im folgenden eine solche Ableitung, wobei mir uns 
aber auf ruhende Korper beschranken. 

1) H. Minkoweki ,  G6tt. Nachr. 1908. p. 45. 
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8 1. Kriifte, welohe nioht von Geeohwindigkeiten der 

Wir wollen uns bei der Ableitung konsequent auf den 

Elementarteilchen abhiingen. 

Standpunkt der Elektronentheorie stellen I); wir setzen also: 

(2) % = @ + q 3 ,  

(3) S=@++, 
wobei q3 den elektrischen, Q den magnetischen Polsrisations- 
vektor bedeutet. Die elektrische bzw. die magnetische Polari- 
sation denken wir uns bestehend in raumlichen Verschie- 
bungen von an Gleichgewichtslagen gebundenen, elektrischen 
bzw. magnetischen Massenteilchen von Dipolen. AuSerdem 
nehmen wir noch das Vorhandensein von nicht an Dipole ge- 
bundenen, bewenlichen elektrischen Teilchen (Leitungselek- 
tronen) an. In dem Raume zwischen den genannten Teilchen 
magen die Maxwellschen Gleichungen fdr den leeren Raum 
gelten, und es seien, wie bei L o r e n t z ,  dic Wechseltcirkun~qen 
t wischen Materie und elektromagnetischem Felde ausschlieplicli 
dutch diese Teilchen bedingt. Dementsprechend nehmen wir an, 
daS die vom elektromagnetischen Felde auf das Volumenelement 
der Materie ausgelibten Krilfte gleich sind der Resultierenden 
der ponderomotorischen Kriifte, welche von diesem Felde aui 
alle in dem betreffenden Volumenelement befindlichen elek- 
trischen und magne tischen Elementarteilchen ausgelibt werden. 
Unter Volumeneleinent der Materie versteben wir stets einen 
so groSen Raum, da6 er eine sehr groSe Zahl von elektrischen 
und magnetischen Teilchen enthillt. Die Grenzen eines be. 
trachteten Volumenelernentes mu6 man sich ferner stets so 
genommen ‘denken, dab die Qrenzfllche keine elektrische bzw. 
magnetische Dipole schneidet. 

Wir berechnen zunachst diejenige auf einen elektrischen 
Dipol wirkende Kraft, welche daher herruhrt, da6 die Feld. 
starke (.F an den Orten, an welchen sich die Elementarmassen 
cles Dipols befinden, nicht genau dieselbe ist. Bezeichnet man 

1) Der einfucheren Daretellung balber halten wir aber an der dualer 
Behandlung der elektriscben und mapetiachen Emcbeinungen feat. 
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mit p den Vektor des Dipolmomentes, so erhllt man fir die 
X-Komponente der gesuchten Kraft den Ausdruck: 

Denkt man sich den letzten Ausdruck fir alle Dipole in der 
Volumeneinheit gebildet und summiert, so erhillt man unter 
Berncksichtigung der Beziehung: 

Wenn die algebraische Summe der positiven rind negativen 
Leitungselektronen nicht verschwindet, dann kommt zum Bus- 
druck (4) noch ein Term hinzu, den wir nun berechnen wollen. 
Die X.Komponente der auf ein Leitnngselektron von der elek- 
trischen Masse G wirkenden ponderomotorischen Kraft ist e Ga. 
Summiert man iiber alle Leitungselektronen der Volumen- 
einheit, so erhillt man: 

Denkt man sich die betrachtete in der Volumeneinheit befind- 
liche Materie von einer FlLche umschlossen , welche keine 
Dipole schneidet, so erhiilt man nach dem Gaussschen Satz 
und nach der Definition des Verschiebungsvektora SD: 

Ce = divSD, 
so daS 
(5 8) = GadivSD 

wird. Die X-Komponente der von der elektrischen Feldstllrke 
auf die Volumeneinheit der Materie ausgetibten Kraft ist daher 
gleich: 

(6) 5, = 8,5+ 895= 32 a 
Analog erhalten wir unter Bertfcksichtigung der Beziehnng 

d i v a  = 0 

ftir die X-Komponente der von der magnetischen Feldstlrke 
gelieferten Kraft: 
(7) 

(5 )  8a5 = 

+ 9u- a E~ +.rPz !!-!?k 8 %  +EadivSD. 

F a o, a 6. a &  , 
o m 2  = (a,= + %y + 0 ' 4  
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Es ist zu bemerken, da0 far die Herleitung der Aus- 
driicke (6) und (7) keinerlei Voraussetzung gemacht werden 
mu6 liber die Beziehungen, welche die Feldstirken Q und S, 
mit den Polarisationsvektoren @ und hz verbinden. 

Hat man es mit anisotropen Kiirpern zu tun, so liefern 
die elektrische bzw. die magnetische FeldstiZrke nicht nur eine 
Kraft, sondern auch Kraftepaare, welche sich anf die Materie 
iibertragen. Das gesuchte Drehmomont ergibt sich leicht fiir 
die einzelnen Dipole und Summation fiber alle elektrischen 
und magnetischen Dipole in der Volnmeneinheit. Man erhalt : 

(8) 2 = w@@l+ !981l. 
Die Formel (6) liefert diejenigen ponderomotorischen Krilfte, 
welche bei elektrostatischen Problemen eine Rolle spielen. 
Wir wollen diese Gleichung fUr den Fall, dal3 e8 sich um iso- 
trope Kbrper handelt, so umformen, daf3 sie einen Vergleich 
gestattet mit demjenigen Ausdrucke far die ponderomotorischen 
Krafte, wie er in der Elektrostatik angegeben wird. Setzen wir 

Q = ( ( E - l ) @ ,  

so geht die Gleichung (6) aber in: 

Die ersten beiden Qlieder dieses Ausdruckes sind identisch 
xuit den aus der Elektrostatik bekannten. Das dritte Glierl 
ist, wie man sieht, von einem Potential ableitbar. Handelt 
es eich um m i t e ,  die auf einen im Vakuum befindlichen 
Kbrper'wirken, so Iiefert das Qlied bei Integration iiber den 
Kiirper keinen Beitrag. Handelt es sich aber um die pondero- 
motorische Wirkung auf Fliissigkeiten, eo wird der dem dritten 
Qlied enhprechende Anteil der Kraft bei Qleichgewicht durch 
eine Druckverteilung in der Flnssigkeit kompensiert. 

4 2. Kriifte, welche von den Qeechwindigkeiten der 
Elementarteilchen sbhiingen. 

Wir gehen jetzt itber zn demjenigen Anteile der pondero- 
motorischen &aft , welcher durch die Bewegungsgeschwindig- 
keiten der Elementarladungen geliefert wird. 
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Wir gehen aus vom Biot-Savartschen Qesetz. Auf ein 
stromdurchflossenes Volumenelement, welches sich in einem 
magnetischen Felde befindet , wirkt erfahrungsgenlilS pro Vo- 
lumeneiuheit die Kraft : 

1 
;[4QI, 

falls die betrachtete, stromdurchflossene Materie nicht magne- 
tisch polarisierbar ist. Fu r  das Innere von magnetisch polari- 
sierbaren Kiirpern wurde, soviel uns bekannt ist, bis jetxt jene 
Kraft gleich l) 

gesetzt, wobei 8 die magnetische Induktion bedeutet. Wir 
wollen nun zeigen, daS auch im Falle, da6 das stromdurch- 
ffossene Material magneiisch polarisierbar ist, die auf dsa  strom- 
durchflossene Volumenelement wirkende Kraft erhalten wird, 
wenn man zu der durch die Gleichung (7) ausgedriickten Kraft 
noch die Volnmenkraft : 

1 [B %] 
C 

(9) 
1 s* = 7PQ1 

hinzufugt. Wir wollen dies zuerst an einem einfachen Bei- 
spiel anschaulich machen. 

Der unendlich dunne im Querachnitt gezeichnete Streifen S 
erstrecke sich senkrecht zur Papierebene nach beiden Seiten 
ins Unendliche. Er bestehe aus 
magnetisch polarisierbarem Mate- 
rial nnd befinde sich in eirlem _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
homogenen Magnetfelde Qa, dessen '1-8 

Figur) angedeutet ist. Wir fragen 
nach der auf den Materialstreifen wirkenden Kraft, falls der- 
selbe von einem Strome t durchflossen ist. 

Die Erfaahrung lehrt, da6 diese Kraft von der magnetischen 
Permeabilittlt des Leitermateriales unabhflngig ist, und man 
schloS daraus, da6 es nicht die Feldstiirke Q, sondern die 
magnetische Induktion Bi sein musse, welche fur die pondero- 

I l z  
++-t  f f - t -+ f i -++  

Richtung durch die Pfeile (vgl. b 

1) Vgl. z. B. such M. Abraham,  Theorie der Elektriritlit 2. p. 819. 
1905. 
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motorische Kraft ma6gebend iat, denn im Innern des Streifens 
ist die magnetische Induktion 8, gleich der auSerhalb des 
Streifens wirkenden Kraft Q,, unabhangig von dem Werta der 
Permeabilitbt des Streifens, wllhrend die im Innern des Streifens 
herrschende Kraft sji bei gegebenem iZut3eren Felde von p 
abhangt. Dieser SchluS ist aber nicht stichhaltig, weil die 
ins Auge gefaSte ponderomotorische graft nicht die einzigc 
ist , welche auf unseren Materialstreifen wirkt. Das liuflere 
Feld 8, induziert nllmlich auf der Oberseite und Unterseite 
des Materialstreifens magnetische Belegungen von der Dichtel): 
Q,(1 - l/p), und zwar auf der Oberseite eine negative, auf der 
Unterseite eine positive Belegung. Auf jede dieser Belegungen 
wirkt eine von dem im Streifen flieSenden Strom erzengte Krafi 
von der Stlirke i / 2 b pro Liingeeinheit des Streifens 7, 'welche 
megnetische Kraft an der Oberseite und Unterseite verschieden 
gerichtet ist. Die so resultierenden ponderomotorischen Kraftc 
addieren sich, so daS wir  die ponderomotorische Kraft erhalten: 
(1 - l/p)Q,i. Diese Kraft scheint bis jetzt nicht beruck. 
sichtigt worden zu sein. 

Die auf die Lllngeeinheit nnseres Streifens im ganzen aus. 
getibte Kraft ist nun gleich der Summe der eoeben berech. 
neten und der auf die Folumenelemente dee Streifens infolgc 
des Stromdurchgangea im Magnetfeld wirkenden Kraft R. Da 
die gesamte auf die LBngeeinheit wirkende ponderomotorischc 
&aft erfahrungsgemllf3 gleich i 8, ist, so besteht die Gleichung 

oder 

Man sieht also, da6 far die Berechnung der ponderomotorischer 
Kraft I?, welche auf stromdurchfiossene Volnmenelementt 

1) Die Dichte iet ntimlich gleich: 
a'=at,-oi=-@a(l --)- 1 

B 
2) Statt dieser auf die Belegungen wirkenden Krtifte hgtten wil 

atreng genommen nach den Resultaten dee vorigen Paragraphen aller 
dig Volumenkrtifte einfUhren mtiaaen, waa jedoch ohne Bslang i e t  
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wirkt, nicht die Induktion b,, sondern die Feldsthke Qr ma& 
gebend ist. 

Um jeden Zweifel zu beseitigen, wollen wir noch ein Bei- 
spiel behandeln, aus welchem man ereieht, da0 das Prinzip 
der Gleichheit yon Wirknng und Gegenwirkung den von uns 
gewkhlten Ansatz fordert. 

Wir denken uns einen zylindrischen, yon leerem Raum 
umgebenen und vom Strom B durchflossenen Leiter, welcher 
sich lings der X- Achse eines Koordinatensystems beiderseits 
ins Unendliche erstreckt. Die Materialkonstanten des Leiters, 
sowie die im folgenden auftretenden Feldvektoren seien von x 
unabhlingig, aber Fnnktionen von y nnd z. Der Leiter sei 
ein magnetiach harter Kbrper nnd besitze eine Magnetisiemng 
quer zur X-Achse. Wir nehmen an, da0 ein au0eres Feld 
auf den Leiter nicht wirkt, da6 also die magnetische Kraft 8 
in gro6en Entfernungen vom Leiter verschwindet. 

Es ist klsr, daS auf den Leiter als Ganzes keine pondero- 
motorische Kraft wirkt, denn es wlirde zu dieser Wirkung 
keine Gegenwirkung angebbar sein. Wir wollen nun zeigen, 
da6 bei Wahl unseres Ansatzes jene Kraft in der Tat ver- 
schwindet. Die gesamte auf die Lilngeeinheit unseres Leiters 
in der Richtung der 2-Achse wirkende Kraft lliSt sich dar- 
stellen gemiiS den Gleichungen (7) und (9) in der Form: 

wobei df ein Flllchenelement der YZ-Ebene bedeutet. Wir 
nehmen an, daf3 silmtliche in Betracht kommende Gr60en an 
der Oberflilche des Leiters stetig sind. Wir behandeln zuerst 
das erste Integral der Gleichung (10). Es ist: 

Setzt man die rechte Seite dieser Oleichnng in unser Integral 
ein, so verschwinden bei Integration iiber die YZ-Ebene die 
teiden ersten Qlieder, da die Krilfte im Unendlichen ver- 
schwinden. 

div B = 0 

Dae dritte Glied kann unter Beriicksichtigung : 
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umgeformt werden, so da6 unser Integral die Form annimmt: 

Nun ist : 

Bei der Integration verschwinden aber die beiden Qlieder 
l86t sich umformen + --. 1 a6.s Das Qlied - @ y a y  a a a Y  a a x  

mittels der Maxw ellschen Gleichungen in: 

- - Q y ( % + = }  1 a@" , 
C 

BO daS wir endlich die Gleichung (10) schreiben kbnnen: 

Das letzte Integral wird Null, weil im Unendlichen die KrLfte 
verschwinden. - 

Nachdem wir so die Kraft festgestellt haben, welche auf 
von einem Leitungsstrom durchflossene Materie wirkt, erhalten 
wir die Kraft, die auf einen von einem Polarisationsstrom 
durchsetzten Kbrper wirkt, indem wir beachten, da6 Polari- 
sationsstrom und Leitungsstrom in bezug a d  elektrodynamische 
Wirkung vom Standpunkt der Elektronentheorie durchaus Qui- 
valent sein mtissen. 

Durch Berticksichtigung der Dualitit von magnetischen 
und elektrischen Erscheinungen erhiilt man auch noch die 
Kraft, welche auf eineu von einem magnetischen Polarisations- 
strom durchsetzten Kiirper im  elektrischen Felde ausgetibt wird. 
Ale Qesamtausdruck f i r  diejenigen KrLfte, welche von der Ge- 
schwindigkeit der Elementarteilchen abhangen, erhalten wir 
auf diese Weise die Qleichungen : 
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8 3. Gleiohheit von aotio und reaotio. 

Addiert man die Gleichungen (6), (7) und (ll), so erhalt 
man den Oeeamtausdruck fUr die X-Komponente der pro Vo- 
lumeneinheit auf die Materie wirkenden ponderomotorischen 
Rraft in der Form: 

a Er a ex a Br SZ = @zdiv6 + Pz + P y T  + sp,x 
a QZ a 8  a 8  + 0 . x  + Qy dy + 0qf 

1 a i  ahz + -:.-Pa + 7 [378Ir+ + bFjz* 
Die Gleichung kann man auch scbreiben: 

Ersetzt man 
' ( n + - ! $ )  und -- 1 ae 
0 a t  

mittels der M a x  well when Oleicbungen durch curl Q bzw. 
durch curl$ so erhiilt man durch eine einfache Umformung: 

ax. 1 ac, ax= a=, $- __ - -- (12) ~ Z = T F  +- a y  a x  01 a t  1 

wobei gesetzt ist'): 

1) Hr. Geheimmt W i e n  batte die Qiite, ans darauf aafmerkaam zu 
machen, dnH bereite H. A. Lorentz die ponderornotorkchen KrEfte f i r  
nicht magnetieierbare Kiirper in dieeer Form angegeben hat. Enzykl. 
d. matbem. W. 6. p. 247. 
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Entsprechende Qleichungen gelten fUr die beiden anderen 
Komponenten der ponderomotorischen Kraft. 

Intsgriert man (12) Uber den unendlichen Raum, so erhiilt 
man, falls im Unendlichen die Feldvektoren verschwinden, die 
G)leichnng : 

Sie sagt aus, da6 unsere ponderomotorischen Kriifte bei Ein- 
fdhrung der elektromagnetischen BewegungsgrBBe dem Satz 
von der Gleichheit von actio und reactio geniigen. 

Bern, 7. Mai 1908. 

(Eingegangen 19. Mai 1908.) 




