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4. Ueber irreversible Strahlungsvorgdnge;
von Max Planck.
(Nach den Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin vom 4. Februar
1897, 8. Juli 1897, 16. December 1897, 7. Juli 1898, 18. Mai 1899 und

nach einem auf der 71. Naturf.-Vers. in Miinchen gehaltenen Vortrage
fiir die Annalen bearbeitet vom Verfasser.)

Die nachfolgende Arbeit enthélt eine Darlegung der Haupt-
ergebnisse meiner unter dem obigen Titel veroffentlichten Unter-
suchungen iiber die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik fir die Erscheinungen der Wirmestrahlung,
vom Standpunkt der elektromagnetischen Lichttheorie betrachtet.

Dass auch die strahlende Wiarme den Forderungen des
zweiten Hauptsatzes Geniige leistet, dass z. B. die gegenseitige
Zustrahlung verschieden temperirter Kérper immer im Sinne
einer Ausgleichung ihrer Temperaturen erfolgt, ist wohl all-
gemein unbestritten, und schon G. Kirchhoff hat hierauf seine
Theorie des Emissions- und Absorptionsvermégens der Korper
gegrindet. Daher macht es die fortschreitende Erkenntnis
der elektromagnetischen Natur der Warmestrahlung zur dringen-
den Aufgabe, den zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie in seiner
Anwendung auf die strahlende Wirme rein elektromagnetisch
zu begreifen und woméoglich auch zu beweisen. Erste Voraus-
setzung hierbei ist natiirlich, dass man die Erscheinungen der
Emission und Absorption strahlender Wirme als elektro-
magnetische Vorginge auffasst, dass man also die Emission
von Wirmestrahlen als bedingt ansieht durch die Aussendung
elektromagnetischer Wellen von Seiten gewisser elementarer
Oséilla.toren, die man sich in irgend einem Zusammenhang
mit den ponderablen Atomen der strahlenden Koérper denken
mag, und ferner, dass man die Absorption strahlender Wirme
nicht etwa als Folge eines galvanischen Leitungswiderstandes
oder irgend einer Art Reibung, sondern lediglich als Resonanz-
phénomen auffasst, indem die genannten Oscillatoren nicht
nur Wellen aussenden, sondern auch durch auffallende Wellen
zu Schwingungen angeregt werden. Hierin liegt zugleich in-
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begriffen, dass die Dimpfung der elektrischen Schwingungen,
die ein Oscillator ausfiihrt, lediglich durch die Ausstrahlung
elektromagnetischer Energie verursacht wird. Jede andere Art
von Dampfung wiirde nimlich locale (Joule’sche oder Reibungs-)
Wirme erzeugen miissen, und durch die Annahme einer ,Er-
wirmung der Atome* wiirde keine Losung der Aufgabe, sondern
im Gegenteil eine ins Ungemessene gehende Vermehrung ihrer
Schwierigkeit geschaffen.

Denken wir uns also in einem homogenen Isolator, etwa in
einem Vacuum, das rings von festen spiegelnden Wianden um-
schlossen ist, eine Anzahl solcher schwingender elementarer Oscil-
latoren von bestimmten Kigenperioden befindlich, so werden die-
selben durch ihre Schwingungen Wellen emittiren und dadurch
Energie verausgaben, gleichzeitig aber auch wieder die auf sie
fallenden Wellen durch Resonanz selectiv absorbiren und dadurch
ibre Schwingungsenergie verstirken. Vom thermischen Stand-
punkt aus betrachtet muss fiir diesen, allen &usseren Einfliissen
entzogenen Vorgang der zweite Hauptsatz gelten, d. h. die Ver-
inderungen gehen in einem bestimmten Sinne vor sich, indem
die Entropie des ganzen Systemes fortwiahrend wiéchst, und
endigen schliesslich in einen stationiren Zustand, den des
Wirmegleichgewichtes, der durch das Maximum der Entropie
bestimmt ist.

Gilt nun das namliche auch dann, wenn man den Vor-
gang rein vom elektromagnetischen Standpunkt betrachtet?
Existirt auch dann eine durch den augenblicklichen Zustand des
Systemes bestimmte, etwa als elektromagnetische Entropie zu
bezeichnende Grosse, welche im Laufe des Processes fort-
wihrend wichst? Auf den ersten Blick muss diese Frage
principiell verneint werden, und zwar aus folgendem Grunde.
Die Verinderungen des betrachteten Systemes werden geregelt
durch die elektromagnetischen (M ax well’schen) Grundglei-
chungen und durch die Grenzbedingungen an den spiegelnden
Wianden und an den oscillirenden Resonatoren, wobei jeglicher
Reibungsvorgang oder galvanischer Leitungswiderstand aus-
geschlossen ist. Daher lassen sowohl die Grundgleichungen
als auch die Grenzbedingungen fiir jeden moglichen Vorgang
auch den gerade umgekehrten zu; denn zu jeder Losung des
(Gleichungssystemes kann man eine entsprechende entgegen-
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gesetzte finden, indem man das Vorzeichen der Zeit und zu-
gleich das der magnetischen Kraft umkehrt. Damit ist aber
offenbar die vom Entropieprincip geforderte Einseitigkeit der
Veréinderungen keineswegs gewihrleistet. Ja, es scheint auch
gar keine Aussicht vorhanden, durch Einflihrung einer neuen,
ausserhalb der Maxwell’schen Gleichungen stehenden Hypo-
these diejenige Beschrinkung der zulidssigen Losungen einzu-
fithren, welche zum zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie hin-
leitet. Denn die Maxwell’schen Gleichungen bestimmen
bekanntlich bei gegebenem Anfangszustand und gegebenen
Grenzbedingungen den Vorgang eindeutig und fiir alle Zeiten.
Was also ausserdem noch hinzugefiigt wird, wire entweder
falsch — dann niamlich, wenn es einen Widerspruch gegen
die Maxwell’schen Gleichungen enthilt —, oder es wire
tiberfliissig —, wenn es keinen derartigen Widerspruch enthilt.

So einfach und biindig diese Useberlegung erscheint, so
hat sie dennoch eine Liicke. Es ist in der That nicht nur
moglich, sondern sogar unumginglich notwendig, neben den
Maxwell’schen Gleichungen noch eine besondere Hypothese
einzufithren, wenn man in dem vorliegenden Falle auf rein
elektromagnetischem Wege iiberhaupt zu bestimmten Resultaten
kommen will.

Zur besseren Anschaulichkeit exemplificire ich auf einen ein-
fachen concreten Fall. Denken wir uns einen aus einem con-
tinuirlichen Spectrum herausgeschnittenen monochromatischen
Licht- oder Wirmestrahl, etwa von der Farbe einer der
D-Linien, von constanter Intensitit, und durch ein Nicol’-
sches Prisma polarisirt, so wird, vom thermischen Standpunkt
betrachtet, der Strahl vollstindig definirt sein, wenn ausser
seinen rein geometrischen Bestimmungsstiicken die Polarisations-
ebene, die Farbe und die Intensitit gegeben ist. Nun weiss
man, dass es absolut scharfe Linien im Spectrum nicht giebt,
d. h. dass auch der homogenste Strahl einen gewissen end-
lichen, wenn auch noch so geringen Bezirk im Spectrum ein-
nimmt. Dieser Unbestimmtheit konnte etwa dadurch abge-
holfen werden, dass man zu der Schwingungszahl, welche die
Farbe charakterisirt, noch die Angabe der Breite des von
dem Strahl eingenommenen Spectralbezirkes hinzufiigt. Mit
diesen Daten wird der Thermodynamiker zufrieden sein; er
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wird, und zwar, wie die Erfahrung lehrt, mit Recht, erwarten,
dass alle Wirkungen, die dieser Strahl unter gewissen gegebenen
Umstinden ausiibt, vollkommen bestimmte sind.

Ganz anders wird man vom elektrodynamischen Stand-
punkt aus die Sache ansehen. Will man nimlich den Strahl
als elektromagnetische Welle darstellen, indem man etwa die
auf der Polarisationsebene des Strahles senkrecht stehende
elektrische Kraft an einem bestimmten Ort als Function der
Zeit bestimmt, so ergiebt sich fiir den monochromatischen
Strahl, mag er auch noch so homogen sein, eine vielfach un-
endliche Zahl von Moglichkeiten. Denn nehmen wir an, der
Spectralbezirk des Strahles umfasse auch nur den millionsten
Teil des sichtbaren Spectrums, also ein Schwingungsintervall,
das etwa durch das Verhiltnis 1:1,000001 dargestellt wird,
so bleibt fiir die Periode der betrachteten Welle noch die Aus-
wahl unter allen zwischen 510 Billionen und 510000510000000
gelegenen Schwingungszahlen, d. h. unter 510 Millionen ver-
schiedenen Schwingungszahlen ibrig. Entwickelt man, was
immer mbglich ist, die elektrische Kraft als Function der Zeit
fiir die Dauer einer Secunde in eine Fourier’sche Reihe, so
wird im allgemeinen jede dieser 510 Millionen Schwingungs-
zahlen in der betrachteten Welle vertreten sein, und da jeder
einfach periodischen Partialschwingung eine andere Amplitude
und eine andere Phase entsprechen kann, so haben wir im
Ganzen noch zweimal 510 Millionen unbekannte Grossen, -zu
deren Bestimmung nur die beiden Grissen zur Verfiigung sind,
welche die Intensitat und die Spectralbreite des Strahles an-
geben. Diese Grossen sind als gewisse Mittelwerte aufzu-
fassen, aus denen man natiirlich keine bestimmten Schliisse
auf die einzelnen Partialschwingungen der Fourier’schen Reihe
zichen kann. FEine Messung derselben ist schon aus dem
Grunde undenkbar, weil die Partialschwingungen einzeln iiber-
haupt gar keine unmittelbare physikalische Bedeutung haben;
denn die Glieder der Reihe hingen von der Wahl der Grund-
periode ab.

Andererseits darf man aber auch nicht glauben, dass die
Werte der Amplituden und Phasen der einzelnen Partial-
schwingungen, wenn ihre Perioden so nahe beieinander liegen,
iiberhaupt ohne merklichen Einfluss seien auf die vom ganzen
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Strahl ausgehenden messbaren Wirkungen. Allerdings: wenn
es sich nur um die Messung der Gesamtintensitit des
Strahles handelt, kommt nur die Summe der Einzelstrahlungen
in Betracht. Aber gerade in dem vorliegenden Falle haben
wir es mit der selectiven Absorption der Strahlung durch
Resonatoren mit bestimmten Figenperioden zu thun, und man
weiss, dass, je kleiner das logarithmische Dimpfungsdecre-
ment eines Resonators ist, um so kleinere Verinderungen der
Schwingungsperiode der erregenden Welle dazu gehdren, um
recht betrichtliche Aenderungen der Resonanzwirkung nach
sich zu ziehen. In der That wiirde es leicht sein, bei Fest-
haltung der Farbe, Spectralbreite und Intensitit des Strahles
die Verteilung der Amplituden und Phasen auf die einzelnen
Partialschwingungen so vorzunehmen, dass die Resonanz-
wirkungen auf einen und denselben Resonator die allerver-
schiedensten und sonderbarsten Eigenschaften aufweisen wiirden.

Die angestellte Ueberlegung fiithrt also zu dem unaus-
weichlichen Schluss, dass bei gegebener Farbe, Spectralbreite
und Intensitit eines.Strahles die Maxwell’schen Gleichungen
keineswegs ausreichen, um alle messharen Wirkungen des
Strahles vorauszusagen, dass im Gegenteil die elektromagne-
tische Theorie in demselben Falle, wo die Thermodynamik
ein ganz bestimmtes Resultat fordert, geradezu unendlich viele
Maéglichkeiten offen lisst, und dass man folglich vom Standpunkt
der Elektrodynamik zunichst gendtigt ist, die gestellte Aufgabe
fir unzureichend formulirt und daher fiir unlosbar zu erklaren.

Will man sich also mit der Thermodynamik, und auch
mit der Erfahrung, in Uebereinstimmung setzen, so ist das
nur mdglich auf Grund einer neuen, von den Maxwell’schen
Gleichungen unabhiéngigen Hypothese. FEine derartige Hypo-
these ist enthalten in dem unten (§ 9) eingefiihrten Begriff der
,hatiirlichen Strahlung®. Wenn gesagt wird, ein elektro-
magnetischer Strahl besitze die Eigenschaften der natiirlichen
Strahlung, so soll dies kurz gesagt heissen: Die Energie der
Strahlung vertheilt sich vollkommen wunregelmissig auf die
einzelnen Partialschwingungen, aus denen der Strahl zusammen-
gesetzt gedacht werden kann.

Diese durch ihre Einfachheit fast selbstverstindlich schei-
nende Voraussetzung erweist sich dennoch bei weiterer Durch-
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fiilhrung als sehr weittragend. Zunichst fiihrt sie auf rein
elektromagnetischem Wege mit Notwendigkeit zur Giltigkeit
eines dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik analogen
Satzes. Wenn man, um wieder zu dem am Anfang betrach-
teten System von Resonatoren zuriickzukehren, die Annahme
macht, dass samtliche im System vorkommende Strahlen zu
allen Zeiten die Eigenschaften der natiirlichen Strahlung be-
sitzen, so lasst sich eine elektromagnetische Function des Zu-
standes angeben, welche fortwihrend wichst, und deren Maxi-
mum mithin einen stationdren Zustand angiebt. Man kann
daher auch sagen: Die Hypothese der natiirlichen Strahlung,
fiir alle Orte und Zeiten als giiltig vorausgesetzt, enthalt in
nuce den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in seiner
Anwendung auf Strahlungsvorginge, sie ist nur ein anderer
Ausdruck fiir denselben. Ihr Vorteil besteht aber darin, dass
man die Grosse der Strahlungsentropie in allen Einzelheiten,
und damit auch den Betrag ihrer Aenderung in einer be-
stimmten Zeit angeben kann; wihrend der zweite Hauptsatz
in seiner gewohnlichen Fassung den Begriff der Zeit iiber-
haupt nicht enthalt. Durch Identificirung der elektromagne-
tischen Entropie mit der thermodynamischen Entropie ergiebt
sich ohne weiteres die elektromagnetische Definition der Tem-
peratur eines Warmestrahles, und das Maximum der Entropie
ergiebt das Wirmegleichgewicht, d. h. den Zustand der statio-
niaren Wirmestrahlung. Das Gesetz der spectralen Energie-
verteilung in diesem Zustande erweist sich als identisch mit
dem von W. Wien auf anderem Wege abgeleiteten Gesetz,
das bekanntlich in neuerer Zeit durch die Untersuchungen von
F. Paschen, sowie von O. Lummer und E. Pringsheim
experimentell in gewisser Annidherung bestitigt worden ist. —

Die hier unternommene elektrodynamische Deutung des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik legt es nahe, einen
kurzen vergleichenden Blick auch auf dessen mechanische
Deutung, namentlich auf die entsprechenden Kragen in der
kinetischen Gastheorie, zu werfen. Auch hier finden wir
bekanntlich denselben, oft besprochenen Gegensatz zwischen
den Grundgleichungen der Mechanik, welche einen vollkommen
reversibeln Charakter haben, und dem Inhalt des zweiten
Hauptsatzes, welcher fr alle wirklichen Vorginge Irrever-
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sibilitit fordert. Aber auch hier lisst sich der Gegensatz
in ganz ahnlicher Weise 16sen durch die Einfithrung einer be-
sonderen Hypothese, welche, solange sie in Giiltigkeit bleibt,
alle Consequenzen des zweiten Hauptsatzes in sich birgt. Es
ist dies in der Ausdrucksweise von L. Boltzmann?) die Hypo-
these der ,molecularen Unordnung®. Sie ist notwendig und
hinreichend fiir die Existenz einer durch den augenblicklichen
Zustand bestimmten Function, welche sich fortwihrend in dem
nimlichen Sinne #ndert und daher die wesentlichen Eigen-
schaften der Entropie besitzt. Allerdings erweist sich die
Hypothese der molecularen Unordnung, falls man sie nicht
nur fir den Anfangszustand, sondern fiir alle Zeiten giiltig
annimmt, als unvereinbar mit der Voraussetzung einer end-
lichen Anzahl von einfachen, innerhalb starrer Winde ein-
geschlossenen Atomen, und dieser Umstand bereitet der Ein-
fithrung des zweiten Hauptsatzes als eines allgemeinen Principes
in die Gastheorie eine gewisse Schwierigkeit, welche auf der
einen Seite zu Einwinden gegen die Berechtigung der Gas-
theorie iiberhaupt, auf der anderen dagegen zu Zweifeln an der
Allgemeingiiltigkeit des zweiten Hauptsatzes der Warmetheorie
gefiihrt hat. Indessen handelt es sich hier in Wirklichkeit
gar nicht um eine derartige Alternative. Wenn man von den
eben genannten Voraussetzungen nur eine, etwa die Annahme
starrer Winde, deren Existenz im strengen Sinne ohnehin von
vornherein hochst unwahrscheinlich ist, fallen lasst, so scheint
einer allgemeinen Durchfiihrung der Hypothese der molecularen
Unordnung nichts im Wege zu stehen, und damit bleibt auch
vom Standpunkt der kinetischen (Gastheorie aus die Moglich-
keit gesichert, den zweiten Hauptsatz auf alle Zeiten auszu-
dehnen.

Fir die Hypothese der natiirlichen Strahlung, angewendet
auf den Fall eines zwischen spiegelnden Winden befindlichen
strahlenden Systemes, und die Frage ihrer unbeschrinkten
Giiltigkeit wiirde sich iibrigens wahrscheinlich eine ganz ahn-
liche Sohwierigkeit wie die soeben geschilderte ergeben, falls
man auf die Natur der als Strahlungscentren fungirenden
elementaren Oscillatoren naher eingehen wollte. Das ist aber

1) L. Boltzmann, Vorlesungen iiber Gastheorie 1. p. 21. 1895.
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bei der hier entwickelten Theorie gar nicht notig, weil hier
von vornherein die Voraussetzung eingefithrt wird, dass die
Wellenlinge der Eigenschwingung eines Oscillators gross ist
gegen seine linearen Dimensionen; und unter dieser Voraus-
setzung lassen sich die Gesetze der Emission und Absorption
ganz ohne Riicksicht auf die specielle Beschaffenheit des
Resonators entwickeln. Es kann auch z. B. ganz dahingestellt
bleiben, ob die Schwingungen der elementaren Resonatoren
auf Leitungsstromen (selbstverstindlich ohne galvanischen Wider-
stand) oder auf-Convectionsstromen (Bewegungen elektrisch ge-
ladener Teilchen) beruhen. Sobald man aber diese Krage
offen lisst, ist auch kein Anhaltspunkt vorhanden, um den
Giiltigkeitsbereich der Hypothese der natiirlichen Strahlung
zeitlich irgendwie einzuschrianken, und damit verlieren auch
die Bedenken gegen eine bestindige Zunahme der Entropie
ihre Stiitze. 1)

Erster Abschnitt.

Emission und Absorption elektromagnetischer Strahlung durch
einen Resonator.

§ 1. Schwingungen eines geradlinigen Resonators.

In einem von Dbeliebigen -elektromagnetischen Wellen
durchzogenen Vacuum befinde sich ein geradliniger elektrischer
Resonator, dessen Kigenperiode einer im Verhiltnis zu seinen
Lineardimensionen grossen Wellenlinge entspricht und dessen
Schwingungen nur durch Ausstrahlung von Energie in den um-
gebenden Raum, nicht durch galvanischen Leitungswiderstand
oder andere in seinem Innern wirksame, Knergie consumirende
Vorginge gedimpft werden. Bezeichnet dann f(¢) das Moment
des vom Resonator zur Zeit ¢ dargestellten elektrischen Dipols,
Z(t) die in die Richtung des Resonators fallende Componente
der Intensitit des elektrischen Feldes, welches von den im
Vacuum sich fortpflanzenden Wellen am Orte des Resonators

1) Die folgende Darstellung bildet, mit einigen Abinderungen und
Zusitzen, eine Wiedergabe meiner letzten, das Wesentliche der Theorie
zusammenfassenden Mittheilung an die Berliner Akademie der Wissen-
schaften (vom 18. Mai 1899).
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gebildet wird, beides gemessen im absoluten elektrostatischen
Maass, so ist die Schwingung des Resonators bestimmt durch
seinen Anfangszustand (fiir ¢ = 0) und durch die folgende Diffe-
rentialgleichung!):

af af . 3g
n Friny 261"’"&7 4+ 4atvlf= i Z

¢ bedeutet hierbei die Lichtgeschwindigkeit im Vacuum, ¢ das
logarithmische Decrement der Schwingungsamplituden, das nach
den gemachten Voraussetzungen notwendig klein ist, », die
Schwingungszahl des Resonators (Anzahl der Schwingungen in
der Zeiteinheit).

Die Energie U, des Resonators ist bestimmt durch die
Gleichung:

df\?
© Uy =3 K1*+ 1 L ()
wobei die Constanten?):
16ntv} - 4nty,
®) B==wn  I=say

Mit der Einfibrung von U, lasst sich die Schwingungs-
gleichung (1) in folgender Form schreiben:

., df 8n?vd (df\2
(4) a0, =4 Glae— 2258 (1 ae

Das erste Glied rechts bezeichnet die in der Zeit d¢ vom
Resonator aus der Umgebung absorbirte Energie, das zweite
Glied die in derselben Zeit vom Resonator nach aussen emit-
tirte Energie. Wiahrend diese letztere ein constantes Vorzeichen
hat, wird, wie man sieht, die absorbirte Energie unter Um-
stinden negativ, nimlich immer dann, wenn die ,erregende
Schwingung*, als welche wir Z kurz bezeichnen wollen, ent-
gegengesetzt gerichtet ist dem im Resonator fliessenden elek-
trischen Strome, dessen Intensitit das Vorzeichen von df/d¢
besitzt. In diesem Falle wird also durch die ,erregende
Schwingung‘* dem Resonator Energie entzogen.

1) M. Planck, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin
p. 165. 1896; Wied. Ann. 60. p. 593. 1897,
2) L e
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§ 2. Darstellung der erregenden Schwingung durch ein
Fourier'sches Integral.
In jedem Falle lisst sich Z fiir ein beliebig grosses end-
liches Zeitintervall, etwa von ¢ = O bis ¢ = 7, folgendermaassen
schreiben:

() Z:fdw- C,cos @ mut — &),
0

wobei C, (positiv) und %, gewisse Functionen der positiven
Integrationsvariabeln » bedeuten!), deren Werte ibrigens
durch dasVerhalten der Grisse Z in dem genannten Zeitintervall
bekanntlich noch nicht bestimmt sind, sondern ausserdem noch
von der Art abhiingen, wie die Zeitfunction Z iiber jenes In-
tervall hinaus nach beiden Seiten fortgesetzt wird. Ks wire
daher auch ganz unrichtig, wenn man die Schwingung Z sich
etwa als ein continuirliches ,,Spectrum® von periodischen Schwin-
gungen mit den constanten Amplituden C, vorstellen wiirde.

Wir wollen 7 so gross wéhlen, dass nicht nur 2,7, sondern
auch o 2,7 durch eine grosse Zahl ausgedriickt wird, und wollen
im Folgenden immer nur solche zwischen 0 und 7' gelegene
Zeiten ¢ betrachten, fiir welche g, ¢, und um so mehr 2,7, grosse
Werte hat. Diese Festsetzung gewidhrt namlich den Vorteil,
dass wir dann von dem Anfangszustand des Resonators (fiir
t = 0) ganz absehen konnen, weil derselbe sich zur Zeit ¢ nur
mit einem Gliede von der Grossenordnung e-°** geltend macht
und daher dann keinen merklichen Einfluss auf den Zustand
mehr ausiibt.

§ 8. Berechnung der Resonatorschwingung.

Unter den gemachten Voraussetzungen ergiebt sich fiir
irgend eine erregende Schwingung (5) als allgemeine Ldsung
der Schwingungsgleichung (1), wie leicht zu verificiren:

1) Die Einfiihrung der ,,Frequenz“ n =2 n v statt der Schwingungs-
zahl » wiirde in diesem Abschnitt zu einer Vereinfachung, in den
folgenden dagegen zu einer Complicirung der Ausdriicke fithren. Statt
der Darstellung durch ein Integral kénnte man iibrigens ebenso gut Z
in eine Fourier'sche Reibe, etwa mit der Grundperiode 7, entwickeln;
der Unterschied ist, soweit ich sehe, nur ein formeller. Auf die Vorziige
des Integrals hat mich mein Freund Carl Runge hingewiesen.
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3¢

[ = 1-6713;;gfdv-%”-siny,-cos(2nvt—z‘},—7,),

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:
3 _ g2

ctgy, = Yo

gy, v

Um y, eindeutig zu machen, wollen wir noch festsetzen,
dass y, von O bis = wichst, wenn »/», von kleinen zu grossen
Werten iibergeht.

Da o klein ist, so weicht siny, nur dann merklich von
Null ab, wenn »/v, nahezu = 1, d. h. es tragen nur diejenigen
Glieder des Fourier’schen Integrals(5) merklich zur Resonanz-
erregung bei, deren Index » der Eigenschwingung », des Re-
sonators nahe liegt. Man kann daher fiir gewohnlich einfacher
schreiben:
f(t)= Tefli_afdvo, siny, cos(2n vt — &, — 7,)
6) { und: °

v

ctgy, = 2m- 27

g,

§ 4. Intensitit der erregenden Schwingung.

Die ,,Intensitit der erregenden Schwingung* J als Function
der Zeit ¢ definiren wir als den Mittelwert von Z% in dem
Zeitintervall von ¢ bis ¢ + 7, wobei r méglichst klein genommen
ist gegen die Zeit 7, aber immer noch gross gegen die Zeit
1/v,, d. h. gegen die Zeitdauer einer Schwingung des Reso-
nators. In dieser Festsetzung liegt eine gewisse Unbestimmt-
heit, welche bewirkt, dass im allgemeinen J nicht nur von ¢,
sondern auch von r abhingig bleiben wird. Wenn dies der
Fall ist, kann man von einer Intensitit der erregenden
Schwingung iiberhaupt nicht reden; denn es gehért mit zum
Begriff der Schwingungsintensitit, dass ihr Betrag sich inner-
halb der Zeitdauer einer einzelnen Schwingung nur unmerklich
andert. Daher wollen wir kiinftig nur solche Vorginge in
Betracht ziehen, bei denen unter den angegebenen Bedingungen
ein nur von ¢ abhingiger Mittelwert von Z? existirt. Die
spéter (§ 9) vorzunehmende weitere Beschrinkung auf den Fall
der ,natiirlichen Strablung® wird zugleich auch die Erfillung
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der hier als nothwendig erkannten Bedingung enthalten. Um
ibr in mathematischer Hinsicht zu geniigen, wollen wir zu-
nichst annehmen, dass die Grossen C, in (5) fir alle diejenigen
Werte von » unmerklich klein sind, welche gegen v, ver-
schwinden, oder, anders ausgedriickt, dass in der erregenden
Schwingung Z keine ganz langsamen Perioden von merklicher
Amplitude enthalten sind.

Zur Berechnung von J bilden wir nun aus (5) den
Wert von Z? und bestimmen den Mittelwert Z2 dieser Grosse
durch Integration nach ¢ von ¢ bis ¢ 4 7, Division durch  und
Uebergang zur Grenze durch gehorige Verkleinerung von z.
Es ergiebt sich so zun#chst:

7% = ffdw’dv Cy Cycos (2mv't—&,)cos (2mut — 3,).
090

Vertauscht man die Werte von » und #, so &ndert sich die
Function unter dem Integralzeichen nicht; daher setzen wir fest:
v >

und schreiben:
7 = 2ffdw’dv0,,0, cos{2m v t — F,)cos(2mut — )
oder:
7 =ffd1/ dv C, C,fcos[2m(y — )t — F, + ]

4cos{2xm (v + o)t — 3 — 3]}
Folglich:

t+t

J=ZZ=%fZ2dt'

t

:ffd’/d’”or'av {Sin7t(y/_y)T.COS[ﬂ(y’_y)(2t+ 1)._,9,,,_*_37]

(' — v

+ sinm (0 + v)z.co8{n (¥ +») (R + 1) — F — Ty }
a( + vz

Da nach der oben gemachten Voraussetzung alle die-
jenigen C, unmerklich klein sind, fiir welche » gegen », ver-
schwindet, so kann man in dem vorstehenden Ausdruck w,
und umsomehr #, als von gleicher oder hoéherer Grossen-
ordnung wie v, annehmen. Lassen wir nun 7 immer kleiner
werden, so ist vermdge der Bedingung, dass v,z gross bleibt,
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der Nenner (' 4 v)7 des zweiten Bruches jedenfalls gross,
wahrend der des ersten Bruches, (¢ — ») r, mit abnehmendem z
unter jeden endlichen Betrag herabsinken kann. Daher re-
ducirt sich das Integral fiir geniigend kleine Werte von
v — v auf:

f dv' dv C, Cyeos (27 (v — v)t — Sy + &, ],

also unabhingig von z. Die ibrigen Glieder des Doppelinte-
grals, welche grisseren Werten von » — », d. h. schnelleren
Aenderungen mit der Zeit entsprechen, hiangen im allgemeinen
von 7 ab und miissen daher verschwinden, wenn die Intensitit
J nicht von 7 abhiingen soll. Daher ist in unserem Falle,
wenn man noch '
p=v —v(>0
als zweite Integrationsvariable statt » einfiihrt:

(1) J=ffdp.dfu CopuCocos(2mpt — Foy o+ )0
oder:

J:fdp(d,,sin?wpl+Blucos2nyt),
wobei:
(8) 4, =fdw6’,+#0,sin(l9*y+#—— )

B, = fda: Cy s u G €08 (Fy 4, — ).

Hierdurch ist die Intensitit J der erregenden Schwingung,
falls sie iiberhaupt existirt, in der Form eines Fourier'schen
Integrals dargestellt.

§ 5. Schnell verinderliche und langsam ver&inderliche
Grdssen.

Schon in dem Begriff der Schwingungsintensitdt J liegt
die Voraussetzung enthalten, dass diese Grosse mit der Zeit ¢
viel langsamer variirt als die Schwingungsamplitude Z selber.
Dasselbe folgt aus der Berechnung von J im vorigen Para-
grapben. Denn dort ist fiir alle in Betracht kommenden
Wertenpaare von C, und C, vz und oz gross, dagegen
(v — v}t klein; folglich a fortiori

9) T2 = K lein,

Anpalen der Physik. 1V, Folge. 1. 6
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und demgemiss sind die Fourier'schen Integrale (5) und (8)
in ganz verschiedener Weise mit der Zeit verinderlich. Wir
werden daher im Folgenden in Bezug auf die Abhingigkeit von
der Zeit zwei verschiedenartig verinderliche Arten von Grossen
z0 unterscheiden haben: schnell verinderliche Grissen, wie Z
und das mit Z durch die Differentialgleichung (1) verbundene f,
und langsam verinderliche Grissen, wie J und ebenso auch U,
die Energie des Resonators, welche sich wegen der geringen
Dampfung ebenfalls nur langsam im Verhéltnis gegen /" dndert.?)
Doch ist dieser Unterschied in der zeitlichen Verinderlichkeit
der genannten Gréssen nur ein relativer, da der absolute Wert
des Differentialquotienten von Jnach der Zeit von der Grosse der
Zeiteinheit abhingt und durch geeignete Wahl derselben be-
liebig gross gemacht werden kann. Man ist daher nicht be-
rechtigt, J(f) oder U, (¢) schlechthin als langsam verénderliche
Functionen von ¢ zu bezeichnen. Wenn wir diese Ausdrucks-
weise der Kiirze halber in der Folge dennoch anwenden, |so
geschieht das stets im relativen Sinne, ndmlich mit Bezug auf
das abweichende Verhalten der Functionen Z(f) oder f(f).

Was nun aber die Abhingigkeit der Phasenconstante , von
ihrem Index » anbetrifft, so besitzt diese notwendig die Eigen-
schaft der schnellen Verénderlichkeit im absoluter Sinne. Denn
obwohl g klein ist gegen », ist doch die Differenz #, , ,— %, im
allgemeinen nicht klein, weil sonst die Grossen 4, und B, in
(8) zu specielle Werte erhalten wiirden, und daraus folgt,
dass (0 &, [0%).» durch eine grosse Zahl dargestellt wird.
Hieran &ndert auch ein Wechsel der Zeiteinheit oder eine
Verlegung des Anfangspunktes der Zeit nichts wesentliches.

Die schnelle Verinderlichkeit der Grossen &, mit » ist
also eine im absoluten Sinne notwendige Bedingung fiir die
Existenz einer bestimmten Schwingungsintensitit J, oder mit
anderen Worten: fiir die Méglichkeit der Einteilung der von
der Zeit abhangigen Grissen in schnell verinderliche und in
langsam veranderliche — einer Einteilung, die auch in anderen
physikalischen Theorien hiufig gemacht wird und auf welche
sich alle folgenden Untersuchungen griinden.

1) In der Akustik und Optik pflegt man bekanntlich diesen Unter-
schied durch die Worte ,,Schwingung® und | Schwebung® anzudeuten.
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§ 6. Berechnung der Energie des REesonators.

Die im vorstehenden eingefiihrte Unterscheidung zwischen
schnell verinderlichen und langsam verinderlichen Grossen ist
in physikalischer Beziehung hier deshalb wichtig, weil wir im
Folgenden nur die langsame Abhingigkeit von der Zeit als
direct messbar annehmen wollen. Damit n&hern wir uns eben
den in der Optik und in der Wiarmestrahlung thatsichlich
stattfindenden Verbiltnissen. Unsere Aufgabe wird dann darin
bestehen, Beziehungen ausschliesslich zwischen langsam ver-
anderlichen Grossen aufzustellen; denn diese allein sind es,
welche mit den Ergebnissen der Erfahrung verglichen werden
konnen. Wir bestimmen daher nun zuniichst die Werte der
wichtigsten hier in Betracht kommenden langsam verander-
lichen Gréssen, namlich die Energie des Resonators und
den Betrag der vom Resonator emittirten und absorbirten
Eunergie.

Die Energie des Resonators, die in (2) gegeben ist,
besteht aus zwei Teilen: der elektrischen Energie und der
magnetischen Energie. Da wegen der kleinen Dampfung der
Mittelwert dieser beiden Energiearten jedenfalls der n#imliche
ist, d. h.

(10) Kf* = 1)

5
’
di)

so konnen wir auch schreiben:

(11) U, = Kf?,

indem wir mit f2 den Mittelwert von f2 in dem Zeitintervall:
von ¢ bis ¢+ r (§ 4) bezeichnen. Dieser Mittelwert berechnet
sich nach (6) genau in der namlichen Weise wie der von Z*
in § 4, nur dass hier (3 ¢3/16a3v]) C, siny, statt C,, und &, + 7,
statt 2, zu setzen ist. Wir erhalten daher analog (7), mit
Riicksicht auf den Wert von K in (3):

300 . .
12) UO=imﬁf/‘dudv(),ﬂ,c,smy,,+usmy,><

cos(2aut— S, + P —vi v,
Oder

6*
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Uy=[dupla,sin2aut+ b, cos2mput)
wobei:
3 et 1 : 1
G = i payyg | AV G uOrsing, 4 sing, X
(13) sin (3, 4o — P+ 7o u— 70 )
368 C 0 . . ,
bl‘ = 16“7-1_20'1/3_ dv Y+ ou ySln}’v—f-‘uSln;v X
COS (19',, E 19’1' + Tvtu— 7"’)'

Ebenso wie &, so ist auch y,, wie man aus (6) erkennt,
im absoluten Sinne schnell verinderlich mit ». Man darf
daher, obwohl fiir alle in Betracht kommenden Werte der
C p klein ist gegen », den Winkel y, ;. , nicht etwa anndhernd
gleich y, setzen, namlich dann nicht, wenn u von gleicher oder
sogar hdherer Grdssenordnung ist wie o,

§ 7. Berechnung der vom Resonator emittirten und
absorbirten Energie.

Der Betrag der vom Resonator in der Zeit d¢ emittirten
Energie, als einer ,langsam verdnderlichen* Grosse, ergiebt
sich direct aus der Gleichung (4) als:

n?y? 2
§;c:“ (‘,i dt

oder nach (10}, (11) und (3):
- 8"2.”.3..2{.;'3&

-
_ 8a'r 1 ,
= g L-U().dt
(14) — 924, U, dt.

Die in einem Zeitelement vom Resonator emittirte Energie ist
proportional der Energie des Resonators, ferner seiner Schwingungs-
zahl und seinem logarithmischen Decrement.

Der Betrag der vom Resonator absorbirten Energie, als
einer ,Jlangsam verdnderlichen® Grosse, lisst sich aus (4) ent-
weder berechnen durch die Bildung des Mittelwertes von
Z.(df/d¢) mit Hilfe der bekannten Ausdriicke fiir Z und £, oder
kiirzer direct aus der soeben gefundenen Form jener Gleichung:

(15) 2.8t =dU, + 200, Uy dt.



Irreversible Strahlungsvorgdnge. 85

Setzt man fiir U den in (13) gegebenen Wert, so ergiebt
sich fiir die in der Zeit dt vom Resonator absorbirte Energie der
Wert:

dt-fdy(@sin?nyt-*— b,cos2mut),
(1) § wobei: a,=20cv,a, —2npb,
b, =20v,b, +2mpa,.

Diese Grossen wollen wir nun mit der Intensitit der
erregenden Schwingung in eine allgemeine Beziehung bringen,
wobei immer festzuhalten ist, dass das Verhiltnis u:ow, be-
liebig grosse und kleine Werte annehmen kann.

§ 8. Spectrale Zerlegung der Intensitiit der erregenden
Schwingung.

Von den bisher in wunseren Gleichungen auftretenden
Energiegrossen diirfen wir als direct messbar ansehen nur die
Intensitit J der erregenden Schwingung und die Energie U
des Resonators. Dieselben stehen aber im allgemeinen in
keinem einfachen Zusammenhang miteinander, da die Energie
des Resonators nicht allein von der Gesamtintensitiit J der er-
regenden Schwingung Z, sondern noch von specielleren Eigentiim-
lichkeiten dieser Schwingung abhingt. Man kann nun offenbar die
Eigenschaften einer bestimmten erregenden Schwingung Z dadurch
weiter verfolgen, dass man die zu untersuchende Schwingung Z
auf verschiedene Resonatoren wirken lisst und die Energie
misst, welche ein jeder Resonator einzeln unter dem Einfluss
derselben erregenden Schwingung Z annimmt. Es ist dies ganz
die namliche Methode, welche in der Akustik zur Analyse eines
Klanges angewendet wird.

Hierauf griinden wir unsere Definition der in der Ge-
samtintensitit J enthaltenen Intensitir <, einer bestimmien
Schwingungszahl v. Wir setzen namlich:

{17 J=f3,dv
0

und definiren J,, eine ,langsam veridnderliche’* Function der
beiden Variabeln » und ¢ durch die Energie, welche ein
Resonator mit der Schwingungszahl » unter dem Einfluss der
erregenden Schwingung Z annimmt.
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Hier ist aber sogleich noch ein wichtiger Punkt zu er-
ledigen. Da nimlich die Energie eines von der Schwingung Z
erregten Resonators nicht allein von seiner Eigenschwingung,
sondern ausserdem auch von seiner Dampfung abhiingt, so ist
noch auf eine geeignete Wahl der Dimpfungsconstanten des
zur Messung der Intensitit §, benutzten Resonators Riicksicht
zunehmen. Damit der Resonator auf eine bestimmte Schwingungs-
zahl und nicht etwa auf ein endliches Intervall von Schwingungs-
zahlen merklich reagirt, muss sein Dampfungsdecrement klein
sein. Es darf aber auch andererseits nicht allzu klein ge-
nommen werden; denn ein Resonator mit sehr kleiner Dampfung
braucht sehr lange Zeit zum Abklingen, und ein solcher Reso-
nator wiirde den Zweck, durch sein Mitschwingen jederzeit eine
gleichzeitige Bigenschaft der ihn erregenden, im allgemeinen
mit der Zeit verinderlichen Schwingung anzugeben, nicht er-
filllen, da seine Energie nicht von der gleichzeitigen Beschaften-
heit, sondern zugleich auch von der Vorgeschichte der erregenden
Schwingung abhingen wiirde. Die Energie des Resonators
wiirde also nicht die Intensitit J, selber, sondern einen ge-
wissen, liber einen grosseren Zeitraum erstreckten Mittelwert
dieser Grdsse zum Ausdruck bringen.

Um diesen Umstand zu beriicksichtigen, wihlen wir das
logarithmische Decrement g aller zur Analyse der erregenden
Schwingung Z benutzten Resonatoren zwar klein gegen 1,
machen aber doch ¢ v gross gegen alle p, was stets moglich
ist, da nach (9) u klein ist gegen ». Dann ist der Zustand
eines analysirenden Resonators, z. B. desjenigen mit der
Schwingungszahl %, vollstandig bestimmt durch die gleich-
zeitige Beschaffenheit der erregenden Schwingung, und man
kann sagen, dass der Resonator alle Intensititsschwankungen
der erregenden Schwingung momentan anzeigt. In der That
ersieht man z. B. leicht aus (16), wenn man darin ¢ statt o
setzt, dass die Glieder mit dem Factor p gegen die Glieder
mit dem Factor ¢ », verschwinden und dass dadurch die vom
Resonator absorbirte Energie proportional wird seiner augen-
blicklichen Energie U,, was nur dann moglich ist, wenn der
Zustand des Resonators nur von der gleichzeitigen Beschaffen-
heit der erregenden Schwingung abhingt.

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die in der Ge-
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samtintensitit J der erregenden Schwingung enthaltene In-
tensitat der Schwingungszahl »), die wir kurz mit g, be-
zeichnen wollen, nach (12) als Function der Zeit gegeben durch:

8¢t ) :
o = %y - ‘1672’?:?3—/‘[‘1” dvC, ., C,sin?g, X

cos(@mput— &, 4, + )

Hier ist %, ein von #, abhiéngiger, sogleich zu bestimmender
Proportionalititsfactor; der Winkel J, geht aus 7, in § 3 her-
vor, wenn man darin p statt ¢ setzt, also:

(18) ctgd, = n. B

und J, 4, ist =, gesetzt, da p klein ist gegen gv, Der
Proportionalititsfactor x, bestimmt sich aus der Bedingung(17).
Schreibt man namlich diese Bedingung nach (7) in der Form:

f dpdvC, . ,Cocosaput— %, 4, + &) =f%0d'u0,
0

so folgt aus dem soeben fir J, gefundenen Ausdruck, da u
und v nicht von », abhéngen:

»n

X
1=fd10 Tom ZQT sin?d,,

0
oder nach (18):

167;2_]'3(11, o 1
3¢t —0 L .y i —y)_ )

1 o T V)
7 gl vl y?

Da nun g klein ist gegen 1, so braucht man nur die-
jenigen Werte der Function unter dem Integralzeichen zu
beriicksichtigen, fiir welche », nahe = » ist, und erhalt so:

. 16 n? x
38 25?
(x ist der Wert von «x, fiir », = »), oder:
32 n?yp?
xO = 3 c3 ’
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welcher Wert thatsachlich den verlangten Wert des letzten
Integrals ergiebt.!)
Daher ist die Intensitit J, der Schwingungszahl »,:

3, =fdy(91£sin27ryt+ B cos2mut),
wobei:
(19) 9”A = 2 f dvC, ., Csin?d,sin(%, .., — &),
B, = 9*2 fd rC, 4, Cysin?gd,cos(, . — %)
Yo

Im allgemeinen werden die Werte von 9 und B, noch
von ¢ abhingig sein. In diesem Falle kann man von einer
Intensitéit der Schwingungszahl », in bestimmtem Sinve gar
nicht reden. Wir wollen nun fiir das folgende die Voraus-
setzung machen, dass eine jede Schwingungszahl » eine ganz
bestimmte, mit der Zeit ,langsam verdnderliche* Schwingungs-
intensitat , besitzt, unabhingig von der zu ihrer Messung
dienenden Grisse o. Dann ist zugleich auch die schon in § 4
eingefithrte Bedingung erfiillt, dass eine Gesamtintensitit

J::fgs,,d,,
0

der erregenden Schwingung Z existirt. Auf die Frage, wes-
halb und inwieweit diese Annahme, welche iibrigens in der
Wiarme- und Lichtstrahlung bisher thatsichlich stets gemacht
wurde, in der Natur gerechtfertigt ist, soll hier nicht niher
eingegangen werden,

§ 9. Natiirliche Strahlung.

Wir haben jetzt die erregende Schwingung Z, die zu den
,,schnell veranderlichen und daher nicht direct messbaren
Grossen gehort, so weit analysirt, dass wir ihre Gesamt-
intensitat J zu jeder Zeit in eine Reihe von messbaren Grossen
zerlegt haben: den Intensititen &, der verschiedenen Schwin-

1) Diese Deduction ist gegen die friihere Darstellung (Sitzungsber.
d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin vom 18. Mai 1899, p. 450), Dank einer
miindliches Bemerkung des Hrn. Boltzmann, etwas verdndert worden.
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gungszahlen ». Weitere Mittel, um ,langsam verinderliche
Kigenschaften von Z abzuleiten, besitzen wir nicht; die Me-
thoden der Analyse sind also hiermit erschépft. Was wir durch
sie von der schnell verinderlichen Schwingung Z kennen ge-
lernt haben, ist aber im Vergleich zu der in ihr noch ent-
haltenen Mannigfaltigkeit von Eigenschaften nur fusserst wenig.
Die Functionen C, und &, selber, in ihrer Abhingigkeit von
v, sind und bleiben uns innerhalb eines breiten Spielraumes
ganzlich unbekannt.

Stellen wir nun zunichst dasjenige zusammen, was wir,
durch Messung der Intensitit J, der Schwingungszahl v, als
einer langsam veriinderlichen Function der Zeit ¢, tiber die
schnell veridnderlichen Grossen C, und &, erfahren kénnen.
Als messbar haben wir in (19) die Grossen %; und B zu be-
trachten, fiir alle Werte von p. Setzen wir nun:

[ CoynCsin (Fyyn— ) =W+,
| GruCreos (B4 — 8,) = Bit 1,

wobeil § und % schnell verinderliche Functionen von » und g
sind, so folgt aus (19):

2 . 2 (. . \
A, = ﬂ;éﬂfd” sin? 9, + Q—y—ojgsmzb,du.
Nun ist mit Riicksicht auf (18):
2 e g
é—;&fsm (),,d?/— 1.

(20)

Folglich:

f_s §in?d,dr = 0.
Ebenso:

fn sin2d,dv = 0.

Da sind, fiir alle Werte von » verschwindet, deren Ver-
hiltnis zu v, nicht nahe gleich 1 ist, so stellt die Grosse U,
in (20) den langsam verinderlichen Mittelwert der schnell
verinderlichen Grosse C, ., C, sin (&, ., — &,) fir » nahe
gleich », vor, und ebenso BS den entsprechenden Mittelwert
der schnell veranderlichen Grésse C, 4, C, cos (&, 4, — &,).Y)

1) Man konnte auch sehr viel einfacher die Intensitit J, einer be-
stimmten Schwingungszahl » durch die genannten Mittelwerte definiren,
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Kebren wir nun zu der Untersuchung des Resonators mit
der Schwingungszahl », und dem Dimpfungsdecrement ¢ zuriick,
so ist zunfchst von vornherein einleuchtend, dass zur Berech-
nung des Einflusses, welchen die erregende Schwingung Z auf
den Resonator ausiibt, die Kenntnis der Mittelwerthe %, und B_
im allgemeinen noch nicht geniigt, sondern dass dazu die
Grossen C, und #, selber bekannt sein miissen. In der That
ersieht man aus dem in (13) abgeleiteten Ausdruck der
Energie U, des Resonators, dass diese erst dann genau be-
rechnet werden kann, wenn man die Werte von C, . ,C,
sin (#, +, — &,) und von C,, , C, cos (4, ., — &) fir jeden
Wert von » anzugeben vermag, fiir den »:v, nahe gleich 1
ist. Mit anderen Worten: die in der erregenden Schwingung
enthaltene Intensitat J, der Schwingungszahl »,, auch wenn
sie fiir alle Zeiten bekannt ist, bestimmt im allgemeinen noch
nicht die Knergie U, des von der Schwingung getroffenen
Resonators.

Somit bleibt nichts anderes ibrig, als entweder auf die
Constatirung eines allgemeinen Zusammenhangs der Grossen U,
und ¥, iiberhaupt zu verzichten, was aber den Ergebnissen
aller Krfahrung zuwiderlaufen wiirde, oder mittels einer neu
einzufithrenden Hypothese die vorhandene Kluft zu @berbriicken.
Die physikalischen Thatsachen entscheiden fiir die zweite Alter-
native.

Die Hypothese, welche wir jetzt als die nichsthiegende
und wohl einzig mogliche einfithren und fiir alles folgende
beibehalten wollen, besteht in der Annahme, dass bei der
Berechnung von U, aus der Gleichung (13) in den Integralen,
welche die Werte der Coefficienten a, und b, angeben, fiir
die schnell verinderlichen Grossen C, ., C, sin(#, ., — ¥,)
und G, ; , C, cos(P, ., — &) — die einzigen von C, und %,
abhingigen Grossen, die in diesen Integralen vorkommen —
obne merklichen Fehler ihre langsam verdnderlichen Mittel-
werte U, und B gesetzt werden kénnen. Damit erhilt dann

die Aufgabe, U, aus J, zu berechnen, eine ganz bestimmte,

indem man das fiir die Gesamtintensitit J aufgestellte Integral (7) ein-

fach in der Form von (17) schreibt und daraus dic Werte der % und B

ableitet. Dann geht aber die hier benutzte physikalische Bedeutung der
Definition verloren.
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durch Messungen zu verificirende Losung. Um aber auszu-
driicken, dass die hier abzuleitenden Gesetze nicht fiir jede
Art Schwingungen, sondern nur mit Ausschliessung gewisser
besonderer Einzelfille gelten, wollen wir jede Art Strahlung,
auf welche die hier eingefibrte Hypothese passt, als ,,natiir-
liche* Strahlung bezeichnen. Dieser Name empfiehlt sich des-
halb, weil, wie sich im dritten Abschnitt zeigen wird, der
Licht- und Wirmestrahlung thatsichlich die FEigenschaften
der ,natiirlichen* Strahlung zukommen.

Man kann den Begriff der natiirlichen Strahlung noch
anschaulicher, aber weniger direct, als oben geschehen, auch
dahin fassen, dass bei ihr die Abweichungen der unmessbaren
schnell veranderlichen Grossen C, . .G, sin($, ;. — %) ete.
von ihren messbaren langsam verinderlichen Mittelwerten
ete. ginzlich unregelméssig sind.

§ 10. Fundamentalgleichung der entwickelten Theorie.
Geméass der im vorigen Paragraphen eingefithrten Hypo-
these ergiebt sich aus der Gleichung (13):
3¢ f duvsi

a4 = 1671’0‘1’8 ”S1n77+#x

sin 7, (U Co8 (¥, 4 —75) + Basin (v, 4 o —74)),
3¢8
b, = 67 (Hafdvsmyyﬂl

siny, (B cos(y, 4. — 7)) — ULSIN (Y, 4 — 74))s

oder:
3¢t 0
al‘ = 1671 0-,3 (QI o + %!lﬂ)y
3
bﬂ: 167!00'1" (% —9[‘2[)’),
wobei:

« =fd1/ SID 7, 4 SID 7, €OS (7, 4 4 — 75),
b

g8 = fd'v SIN 7, 4 W8I0 7, Sin (7 4 o — 7).
0

Nun ergiebt sich mit Beriicksichtigung der in (6) ge-

gebenen Werte von ctgy, und ctgy,,, durch elementare
Rechnungen:
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gy 1
=TT
1+ '.)'#,Z
ot v

ﬂ_ny 1_7
=9 Taia
1+ ayz
atvi

Folglich, wenn man daraus a, und 4, berechnet und die so
erhaltenen Werte in (16) einsetzt:

3ca
r_ . Q[0
au 1()7! "‘) Iu?
, 3ca o
bu = 16 n? v, B

Die in der Zeit d¢ vom Resonator absorbirte Energie ist also
nach (16):

dit.- 30 g fdu Aesm2mwut+ Brcos2mpud),

oder nach (1 ).
' 3cdo

(21) =de. (O S

Die in einem Zeitelement vom Resonator absorbirte Energie
ist proportional der in der erregenden Schwingung enthaltenen
Intensitit seiner Eigenperiode, ferner seinem logarithmischen Decre-
ment und dem Cubus der Lichtgeschwindigheit, und umgekehrt
proportional der Schwingungszahl.

Bei der natiirlichen Strahlung wird also stets positive
Energie absorbirt, was gewdhnlich als selbstverstindlich voraus-
gesetzt wird, aber doch im allgemeinen, wie schon in der zu (4)
gemachten Bemerkung betont wurde, nicht der Fall zu sem
braucht.

Durch Substitution des Wertes der absorbirten Energie
in (15) erbalt man schliesslich die Fundamentalgleichung der
entwickelten Theorie:

dt. 289 & U +950 U dt
TR T ot 2oy, Uy

oder:

22) d U

8cta o
7+ 2 7% UO T 16wy, Yo -

Diese Diﬁ'erentialglelchung kann zur Berechnung der Energie U,
des Resonators benutzt werden, wenn die seiner Schwingungs-
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zahl entsprechende Intensitit , der erregenden Schwingung
als Function der Zeit gegeben ist. Da die Functionen U, ()
und J,(¢) hier nicht mehr durch Fourier’sche Integrale dar-
gestellt zu werden brauchen, so konnen wir von jetzt ab auch
die frither in § 2 eingefithrte Beschrinkung in Bezug auf das
betrachtete Zeitintervall wieder aufheben, und diese und die
folgenden Gleichungen als fiir alle positiven und negativen
Zeiten giltig ansehen.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist:

8cto 2 -
U, =-W;2;of?so(x)e on@=tdzg,

- ®
Fiir constantes J, hat man:
. 3ct
Vo = ggamys S0
Bei constanter Bestrahlung ist die Energie des Resonators
proportional der in der erregenden Schwingung enthaltenen In-
tensitit seiner Schwingungszahl, ferner dem Cubus der Licht-
geschwindigheit, und umgehehrt proportional dem Quadrat der -
Schwingungszahl, aber unabhingig von der Ddimpfung.
Nachdem wir so die Abhingigkeit der Energie des Reso-
nators von der Intensitit der erregenden Schwingung fest-
gestellt haben, wird es unsere niichste Aufgabe sein, die letztere
Grosse in Zusammenhang zu bringen mit der im umgebenden
Felde stattfindenden Energiestrahlung. Dies geschieht nach
bekannten Methoden im n#chsten Abschnitt und fithrt zur
Formulirung der Gesetze der Energie und der Entropie.

Zweiter Abschnitt.
Brhaltung der Energie und Vermehrung der Entropie.

Indem wir jetzt zur Untersuchung der Vorginge in dem
den Resonator umgebenden elektromagnetischen Felde iiber-
gehen, wollen wir ifiberall im Folgenden von den im vorigen
Abschnitt abgeleiteten Resultaten Gebrauch machen, selbst-
verstandlich unter der Voraussetzung, dass dabei iiberall und
zu allen Zeiten die Bedingungen der natiirlichen Strahlung
erfiilllt sind. Dementsprechend brauchen wir kiinftig nie mehr
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mit Amplituden und Phasen zu rechnen, sondern stets nur
mit Intensititen und Energien, d. h. mit ,langsam veriander-
lichen* (im Sinne des § 5) Grossen. In diesem Sinne ist auch
die Bedeutung der unten benutzten Raumelemente und Zeit-
elemente zu verstehen, namlich als Grossen, welche unendlich
klein sind gegen die Dimensionen der betrachteten Riume und
Zeiten, aber immer noch gross gegen die betrachteten Wellen-
langen und Schwingungsdauern. Die Wiande des durchstrahlten
Raumes denken wir uns als ruhende, absolut spiegelnde Flichen,
deren Kriimmungsradien gross sind gegen alle in Betracht
kommenden Wellenlingen., Dann kénnen wir auch von allen
Beugungsphinomenen absehen und immer nur von geradliniger
Fortpflanzung der Strahlung sprechen.

§ 11. Intensitit der Energiestrahlung vor bestimmter
Richtung, Schwingungszahl und Polarisation.

In einem von irgend welchen elektromagnetischen Strahlen
durchsetzten Vacuum ist die Intensitit der Strahlung an
irgend einem Orte O zu einer bestimmten Zeit nach Richtung,
Schwingungszahl (Farbe) und Polarisation zu unterscheiden.
Um zunichst die Richtung ins Auge zu fassen, denken wir
uns von dem Punkte © eine kleine geradlinige Strecke von
der Lidnge r gezogen in derjenigen Richtung, welche durch
die Polarcoordinatenwinkel & (zwischen 0 und #) und ¢
(zwischen 0 und 2 #) bestimmt ist. Denken wir uns nun so-
wohl im Anfangspunkt O als auch im Endpunkt der Strecke
je ein Flachenelement, d¢ und d¢’, senkrecht zu r gelegt, so
wird die gesamte Energiemenge, welche in der Zeit d¢ durch
die bei © liegende Fliche d o der Fliche d ¢’ zugestrahlt wird,
gleich sein dem Ausdruck:

(23) de. 2049 g

3 b

wobei K, die Intensitit der Knergiestrahlung in der Richtung
(1%, @), eine endliche positive Function des Ortes, der Zeit
und der beiden Winkel & und ¢ bedeutet. Setzt man darin
z. B. fiir 1% den Wert # — % und fiir ¢ den Wert ¢ + =,
so erhdlt man fir K die Intensitit der Energiestrahlung in der
entgegengesetzten Richtung, eine von der vorigen im allgemeinen
ganzlich verschiedene Grisse.
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Weiter lisst sich die Strahlung K zerlegen in eine Reihe
von monochromatischen, in derselben Richtung fortschreiten-
den Strahlen, bei deren jedem ausser der Intensitiat noch die
Polarisation zu unterscheiden ist. Zerlegt man einen in be-
stimmter Richtung fortschreitenden monochromatischen Strahl
von beliebigem Polarisationszustande in zwei geradlinig polari-
sirte Componenten, deren Polarisationsebenen aufeinander senk-
recht stehen, im iibrigen aber beliebig sind, so ist bekannt-
lich die Summe der Intensititen der beiden Componenten
gleich der Intensitit des ganzen Strahles, unabhingig von der
Orientirung des Ebenenpaares. Die Grosse der beiden Com-
ponenten kann stets dargestellt werden dureh zwei Ausdriicke
von der Form:

fcos?ow 4+ Q'sin? @
und
Rsin? w + { cos?w,

wobel m das Azimut der Polarisationsebene einer Componente
bedeutet. Die Summe dieser beiden Ausdriicke ergiebt in der
That die Intensitit des ganzen Strahles: & + &, unabhingig
von ®. R und & reprisentiren zugleich den grossten und den
kleinsten Wert der Intensitit, den eine Componente iiber-
haupt annehmen kann (fir w =0 und w = n/2). Daher
wollen wir diese Werte die ,,Hauptwerte der Intensitit® und
die entsprechenden Polarisationsebenen die ,,Hauptpolarisations-
ebenen* des Strahles nennen. Beide sind natiirlich im all-
gemeinen mit der Zeit verdnderlich. Somit kénnen wir all-
gemein setzen:

(24) K= |dv® +8&),
J

wober die positiven Grossen &, und &, die beiden Haupt-
werte der Strablungsintensitit von der Schwingungszahl w,
ausser von » noch vom Orte, von der Zeit und von den

Winkeln % und ¢ abhingen. Fiir unpolarisirte Strahlen ist
f, =9, und

(25) K=21{@dv.
J
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§ 12. Energie und LEnergiedichte.

Die totale Energie U, eines durchstrahlten Vacuums und
einer darin befindlichen Anzahl von Resonatoren der betrach-
teten Art ist von der Form:

(26) Ut=2'U-{—fudt,

wobei U die Energie eines einzelnen Resonators (der im vorigen
Abschnitt hinzugefiigte Index 0 kann von jetzt an iiberall weg-
gelassen werden), = die Summation iiber alle Resonatoren,
und « die Dichte der strahlenden Energie im Raumelement d ¢
des Vacuums bezeichnet. Da die Resonatoren verschwindend
kleine Riume einnehmen, so ist es gleichgiiltig, ob in dem
Integral die Integration auch iiber die von den Resonatoren
erfilllten Rdume erstreckt wird oder nicht.

Berechnen wir nun die Energiedichte =, eine Function
des Ortes und der Zeit, fiir irgend einen Punkt © des Vacuums,
aus der Strahlungsintensitit K. Zu diesem Zwecke legen wir
um den Punkt O als Centrum eine Kugelfliche vom kleinen
Radius r. Alle Strahlen, die durch das Kugelcentrum hin-
durchgehen, kommen von KElementen der Kugelfliche her.
Betrachten wir z. B. denjenigen Strahl, welcher in der Rich-
tung (#, ¢) durch das Centrum geht; derselbe kommt von
einem Fliachenelement ds her, dessen l.age durch die Polar-
coordinaten r, # — &, @ + = bestimmt ist.

Die Energiemenge, welche dieser Strahl in der Zeit d¢
durch ein beim Kugelcentrum befindliches, senkrecht zu seiner
Fortpflanzungsrichtung orientirtes Flachenelement d¢ hindurch-
sendet, betrigt nach (23):

de. 040K,
Folglich die Energiedichte, die dieser Strahl im Kugelcentrum
besitzt, durch Division mit d¢ und mit der in der Zeit d¢
zuriickgelegten Strecke c.d¢:

Durch Integration iiber alle Elemente ds der Kugelfliche er-
hialt man also die gesamte elektromagnetische Energiedichte
im Kugelcentrum O:
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ds
U= S—
er?

oder, da

ds=risintdddep=r2.d82,
wenn man mit 42 den Oeffnungswinkel des dem Element ds
entsprechenden Kegels bezeichuet:

@17) u=f—16—K.d.Q,

eine Grosse, die nur mehr von Ort und Zeit abhingt.

Ist speciell die Strahlungsintensitit X nach allen Rich-
tungen constant, so ergiebt sich hieraus die oft benutzte Be-
ziehung:

28) u=—f-fd.<2=—‘*_’;-’5.

Durch Substitution des Wertes von K aus {24) findet man
auch leicht die Energiedichte, die jeder einzelne monochro-
matische Strahl in irgend einem Punkt des Raumes zu irgend
einer Zeit besitzt.

Andererseits ist die raumliche Dichte der elektromagneti-
schen Energie in einem Punkte des Vacuums:

u= o (X4 PPt 22 4 L2 4 I + Y,

wo X% Y2 7% L% M* N? die Quadrate der Componenten
des elektromagnetischen Feldes bedeuten, als ,langsam ver-
anderliche* Grossen (§ 5) betrachtet, und daher mit dem auf
den Mittelwert deutenden Querstrich versehen. Da fiir jeden
einzelnen Strahl die mittlere elektrische und magnetische Energie
gleich sind, so kann man immer schreiben:

(29) %= .417(51"_24— Y24 77y,

§ 13. Intensitit der einen Resonator erregenden Schwingung.

Nun nehmen wir in dem Centrum © der vorhin betrach-
teten Kugel einen Resonator der im ersten Abschnitt unter-
suchten Art befindlich an, desser Axe wir zur Z-Axe machen.
Dann ist die Intensitit der den Resonator erregenden Schwin-
gung nach § 4:

J=22.

Apnalen der Pbysik. IV. Folge. 1. 7
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Wir wollen daher nun den Wert von Z% berechnen. Zu
diesem Zweck miissen wir auch auf die Polarisation der den
Punkt O treffenden monochromatischen Strahlen Riicksicht
nehmen. Fassen wir also wieder denjenigen Strahl ins Auge,
der, vom Flichenelemente ds am Orte (r, n — &, ¢ + =)
kommend, in der Richtung (&, ¢) den Punkt O trifft, so zer-
fallt derselbe in eine Reihe monochromatischer Strahlen, von
denen einer die Hauptwerte der Intensitit & und @ Dbesitzen
moge. DBezeichnen wir nun den Winkel, welchen die zur
Hauptintensitit § gehodrige Polarisationsebene mit der durch
die Richtung des Strahles und die Z-Axe (die Resonatoraxe)
gelegten Ebene bildet, mit w, einerlei in welchem Quadranten,
so lasst sich der ganze monochromatische Strahl zerlegen in
die beiden geradlinig und senkrecht aufeinander polarisirten
Componenten:
) R cos? 0 4 & sin? ),
(30 oo |

] sin? @ 4 { cos? w,
von denen die erste in der durch die Z-Axe gehenden Kbene
polarisirt ist, da sie fiir o = 0 gleich & wird. Diese Com-
ponente liefert keinen Beitrag zu dem Werthe von Z% im
Punkte O, weil die elektrische Kraft eines geradlinig polari-
sirten Strahles senkrecht steht auf der Polarisationsebene. Ks
bleibt also nur iibrig die zweite Componente, deren elektrische
Kraft den Winkel 7/2 — & mit der Z-Axe bildet. Nun ist
nach dem Poynting’schen Satze die Intensitit eines gerad-
linig polarisirten Strahles im Vacuum gleich ¢/4 x mal dem
mittleren Quadrat der elektrischen Kraft. Folglich ist das
mittlere Quadrat der elektrischen Kraft des hier betrachteten
Strahles:

%n (Rsin? e + & cos? w)

und das mittlere Quadrat der Componente davon in der Rich-
tung der Z-Axe:

31) 4(,1 (®sin?w + & cos?w)sin? .

Durch Integration iber alle Schwingungszahlen und alle Oeff-
nungswinkel erhalten wir mithin den gesuchten Wert:

82) %= “.:" f sin? ¢ d 9 f dv (R, sin?w, + &, cos? ,) = J.
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Sind speciell alle Strablen unpolarisirt und die Strahlungs-
intensitit mnach allen Richtungen constant, so ist &, =&/

und, da:
fsinzﬂd.Q =ffsin31‘fd&dq; = 8?",
7 32 nt? 35 -2
12= —?:'f@,dﬁ=xz= Y
und durch Substitution in (29) und in (25):
8 4n K
u= __c_f@,d,,= Ank,

iibereinstimmend mit (28).

Nehmen wir nun nach § 8 die spectrale Zerlegung der
Intensitit J vor:

J=fﬁ‘g,dv,

so ergiebt sich durch Vergleichung mit (32) fir die in der
erregenden Schwingung enthaltene Intensitit einer bestimmten
Schwingungszahl » der Wert:

@33  3="r f sin? & dQ (R, sin? w, + ®, cos? @,) .

Da nun § mit der Energie U des Resonators durch die
Gleichung (22) zusammenhingt, so ist hiermit die Mdglichkeit
gegeben, die Schwingung des Resonators zu berechnen, wenn
die Intensititen und Polarisationen aller den Resonator treffen-
den Strahlen fiir alle Zeiten bekannt sind. Inshesondere er-
giebt sich fiir unpolarisirte und nach allen Richtungen gleich-
miissige Strahlung:

32 n?
I=4 8
und nach (22):
2 +2000=2""g.

Ist die Strahlung auch noch unabhingig von der Zeit, oder
der Strahlungszustand ,,stationér®, so ist auch U von der Zeit
unabhéngig und:

(34) V=29,

33

7*



100 M. Planck.

§ 14. Absorbirte und emittirte Energie.

Die ganze in der Zeit d¢ von dem Resonator absorbirte
Energie betrigt nach (21):

W3
dt 3co L~

T 16 Aty
oder nach (33):

di. ic “fsmzﬁdp(@smzw + & cos?w).

Daher wird von der in der Richtung (4, ¢) auf den Resonator
fallenden Strahlung in der Zeit d¢ der Energiebetrag:

300

dt-—- (& sin? @ + & cos?w)sin®dd 2

absorbirt.

Nun betriigt die Intensitit der in der Richtung (&, ¢)
auf den Resonator fallenden Strahlung, soweit sie ,,absorbirbar¢
ist, d. h. die dem Resonator entsprechende Schwingungszahl
und Polarisation besitzt, nach (31), da der Factor 4 /¢ hier
wegzulassen ist:

(85) (®sin? w + & cos? w)sin?® .

Daraus ergiebt sich der Satz: Der absolute Betrag der

vom Resonator in der Zeit d¢ absorbirten Energie wird er-

halten, wenn man die Intensitit der in irgend einer Rich-
tung (%, ¢) auf ihn fallenden absorbirbaren Strahlung mit

(36) dt. 3; .40

multiplicirt und diesen Ausdruck iiber alle Richtungen (&, ¢)
integrirt. Der Factor 8c¢?c/4nv bestimmt also die Breite
des vom Resonator aufgefangenen Strahlenbiindels, indem er
ein Maass liefert fiir das Product aus dem Querschnitt des
Resonators und der Breite des von ihm beeinflussten Spectral-
bezirkes.

Auf der anderen Seite betrigt die vom Resonator in der
Zeit dt nach allen Richtungen emittirte Energie nach (14):

dt.20v U
oder, was dasselbe ist:

dt. 3-‘”- Ufsmzﬁd.()
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Da nun die Intensitit der vom Resonator in der Rich-
tung (%, ¢) emittirten Strahlung bekanntlich unabhingig ist
von ¢ und proportional sin?:, so betrigt die in der Zeit d¢
in dieser Richtung emittirte Energie:

39% Usin?d de
47

dt.

und die Intensitit der vom Resonator in derselben Richtung
emittirten Strahlung, durch Division mit (36):
(37) ¥ Usin® & )

e?

Fir den am Schluss des vorigen Paragraphen betrach-
teten ,stationiiren* Strahlungszustand ist

=8 und U=§:§t\

Man sieht also, dass im stationdren Strahlungszustand die
Intensitat (85) der in irgend einer Richtung auf den Resonatar
fallenden absorbirbaren Strahlung gleich ist der Intensitdt (37)
der in derselben Richtung vom Resonator emittirten Strahlung,
wie es sein muss,

§ 15. Intensitsit und Polarisation der den Resonator

passirenden Strahlenbiindel.

Wir wollen nun, als Vorbereitung fiir die folgenden De-
ductionen, die EKigenschaften der verschiedenen den Resonator
passirenden Strahlenbiindel noch naher ins Auge fassen. Von
allen Seiten treffen Strahlen auf den im Anfangspunkt D der
Coordinaten liegend gedachten Resonator; betrachten wir den-
jenigen Strahl, welcher in der Richtung (&, ¢), also von einem
Punkte mit den Polarcoordinaten m —+%, ¢ 4+ 7 kommend, auf
den Resonator fillt, so konnen wir ihn uns zun#chst zerlegt
denken in seine monochromatischen Bestandteile, und brauchen
uns nur mit demjenigen dieser Bestandteile weiter zu be-
schaftigen, welcher der Schwingungszahl v des Resonators ent-
spricht; denn alle iibrigen Strahlen streichen iiber den Reso-
nator einfach hinweg, chne ihn zu beeinflussen oder von ihm
beeinflusst zu werden. Die Intensitit des monochromatischen
Strahles von der Schwingungszahl » ist:

Q4+,
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wenn ® und & die Hauptintensitidten vorstellen. Dieser Strahl
wird nun je nach den Richtungen seiner Hauptpolarisations-
ebenen in zwei Componenten (30) zerlegt.

Die eine Componente:

Rcos?2w + {sinw
geht direct iiber den Resonator hinweg und tritt voéllig un-
geindert auf der anderen Seite wieder aus; sie liefert also
einen in der Richtung (%, ¢) vom Resonator ausgehenden
geradlinig polarisirten Strahl, dessen Polarisationsebene durch
die Axe des Resonators hindurchgeht, und dessen Intensitit
betragt:
(38) Reos?lw + § sin?w = Q".
Die andere, senkrecht auf der vorigen polarisirte Componente:
@sin?w + & cos?w
zerfillt wiederum in zwei Teile:
(Rsin?w 4+ & cos?w)cos® &
und: \
(Rsin?w + & cos?w) sin® &,

von denen der erste ungeindert durch den Resonator hindurch-
passirt, der zweite dagegen absorbirt wird. Statt des letzteren
erscheint aber in der vom Resonator ausgehenden Strahlung
die Intensitit des emittirten Strahles (37):

»2 U gin? 9

i

Diese liefert zusammen mit dem ersten, unveréndert gebliebenen

Theil die gesammte Intensitit des vom Resonator in der Rich-

tung (¢, ¢) ausgehenden, senkrecht auf (38) polarisirten Strahles:
2

(39) (®sinfw + & cos?w)cos? Y + chU sin? & = &

Im ganzen haben wir also schliesslich in der Richtung (%, ¢)
vom Resonator ausgehend einen aus zwei senkrecht zu einander
polarisirten Componenten zusammengesetzten Strahl, dessen
eine Polarisationsebene durch die Axe des Resonators geht
und dessen Hauptintensititen die Werte & und & besitzen.
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§ 16. Erhaltung der Energie.

Es ist nun leicht, sich Rechenschaft zu geben von der
Erbaltung der Gesamtenergie des Systemes auf Grund der
localen darin stattfindenden Energieanderungen.

Wenn gar kein Resonator im Felde vorhanden ist, so
behilt ein jedes der zweifach unendlich vielen elementaren
Strahlenbiindel beim geradlinigen Fortschreiten mit seiner
Intensitdt auch seine Energie unverindert bei, auch bei der
Reflexion an einer als eben und absolut spiegelnd voraus-
gesetzten Grenzfliche des Feldes.

Jeder Resonator dagegen bewirkt im allgemeinen eine
Aenderung der ihn treffenden Strahlenbiindel. Berechnen wir
die ganze Energieinderung, die der oben betrachtete Resonator
in der Zeit d¢ in dem ibn umgebenden Felde hervorruft. Dabei
brauchen wir nur diejenigen monochromatischen Strahlen zu
berticksichtigen, welche der Schwingungszahl » des Resonators
entsprechen, da die iibrigen durch ihn gar nicht alterirt werden.

In der Richtung (&, ¢) wird der Resonator von einem
irgendwie polarisirten Strahlenbiindel getroffen, dessen Intensitét
durch die Summe der beiden Hauptintensititen ® und & ge-
geben ist. Dieses Strahlenbiindel lasst, der Bedeutung des
Ausdruckes (86) gemiss, in der Zeit d¢ die Energie:

® +®)ae. 50 a0
auf den Resonator fallen, und dadurch wird auf der Seite der
ankommenden Strahlen der nimliche Energiebetrag dem Felde
entzogen. Auf der anderen Seite geht dafiir vom Resonator
in derselben Richtung (&, ¢) ein in bestimmter Weise polari-
sirtes Strahlenbiindel aus, dessen Intensitit durch die Summe
der beiden Hauptintensititen & und & gegeben ist. Dadurch
wird dem umgebenden Felde in der Zeit d¢ der Energiebetrag

@+ 8)de. 370 a0

zugefiihrt.
Im ganzen betréigt also die in der Zeit d¢ eingetretene
Energieinderung des den Resonator umgebenden Feldes, durch



104 M. Planck.

Subtraction des vorletzten Ausdruckes vom letzten und Inte-
gration iber 4 Q:

.—3cu

a3 [d 0@+ 9 -8 - ).

Nimmt man dazu die in derselben Zeit eingetretene Energie-

inderung des Resonators:
dt dU
dt’
so verlangt das Princip der Erhaltung der Energie, dass die
Summe der letzten beiden Ausdriicke verschwindet, d. h. dass

(40) -_+3”fdp @+ —-0—Q) =

und das ist in der That der Inbalt der beiden Gleichungen (22)
und (38), wenn man beriicksichtigt, dass nach (38) und (39):

R4+ - —Q'= (-y—pl — Rsin?w — § cos? co) sin? & .

§ 17. Definition der elektromagnetischen Entropie.

Wir definiren jetzt, analog der fiir die totale Energie U,
des Systemes aufgestellten Gleichung (26), eine neue Grosse S,
die ebenfalls durch den augenblicklichen Zustand des Systems
bestimmt ist und die wir die fotale elektromagnetische Entropie
des Systemes nennen:

Sl=28+fsdr.

Die Summation X ist wieder iiber alle Resonatoren, die In-
tegration iiber alle Raumelemente d r des durchstrahlten Feldes
zu erstrecken. Daher nennen wir § die Entropie eines einzelnen
Resonators und s die Entropiedichte in einem Punkte des
Feldes.

Die Entropie § eines Resonators mit der Schwingungs-
zahl » und der Energie U definiren wir folgendermaassen:

U U

(41) §=——"log 5=
wobei 2 und 5 zwei universelle positive Constanten bezeichnen,
deren Zahlenwerte im absoluten C.G.S.-System im folgenden
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Abschnitt (§ 25) auf thermodynamischem Wege ermittelt werden;
e, die Basis der natiirlichen Logarithmen, ist nur aus dusseren
Zweckmissigkeitsgriilnden hinzugefiigt.

Die raumliche Entropiedichte s in einem Punkte D des
durchstrahlten Feldes bestimmen wir ebenso wie die réumliche
Energiedichte u aus der Betrachtung aller Strahlen, die diesen
Punkt durchkreuzen. Wir schreiben nimlich jedem Strahlen-
biindel ausser einer bestimmten Energie auch eine bestimmte
Entropie zu, die sich mit dem Biindel zusammen fortpflanzt.
Denken wir uns, ganz ebenso wie im § 11, vom Punkte T
aus in irgend einer Richtung (&, ¢) eine kleine geradlinige
Strecke r gezogen und sowohl im Anfangspunkt als auch im
Endpunkt der Strecke je ein Flachenelement, do und do’,
senkrecht zu r gelegt, so sei der Gesamtbetrag der Entropie,
welche in der Zeit d¢ durch die Fliche d¢ der Fliche d¢’
zugestrahlt wird, gleich dem Ausdruck:

(42) d¢. 204

r?
wobei L, die Intensitit der Entropiestrahlung in der Rich-
tung (¥, @), auf sogleich naher anzugebende Weise von der
Beschaffenheit der Strahlung abhingt.

Wir setzen 7, ebenso wie K im § 11, gleich einer Summe,
deren Glieder durch die.einzelnen monochromatischen in der-
selben Richtung fortschreitenden Strahlen bedingt werden, und
definiren die Intensitit der Entropiestrahlung eines mono-
chromatischen geradlinig polarisirten Strahles von der In-
tensitit & durch den Ausdruck:

8 2R
(43) — —-log?b;,i: Q.

ay

Der beim Vergleich mit (41) hinter dem Logarithmuszeichen
auftretende Factor c%/2? ist durch die Gleichung (34) bedingt.

In dem allgemeinen Fall, dass der monochromatische
Strahl nicht geradlinig polarisirt ist, sondern die Hauptinten-
sititen ® und & besitzt, betrigt die Intensitit seiner Entropie-
strahlung: @+,
wobei ¥ den Wert bedeutet, den der Ausdruck (48) fir &
statt ® annimmt. Daher ist die Gesamtintensitit der Entropie-
strahlung in der Richtung (&, ¢):
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L=|dv(@+ %)
|
und die riumliche Entropiedichte, analog der Gleichung (27):
s=- [L.d0.

Sind speciell alle durch © gehenden Strahlen unpolarisirt
und ihre Intensitat unabhingig von der Richtung, so wird & = &,

(44) L=2[dv.¢
/

und: ©

(45) s:f-“Lzs’?.fdv.s.
[4 [

Die Bedeutung der vorstehenden Definition der elektro-
magnetischen KEntropie beruht darauf, dass mit ihrer Hilfe
das Princip der Vermehrung der Entropie fiir die hier be-
trachteten Strahlungsvorgiinge als giiltig nachgewiesen werden
kann, und weiter darauf, dass die nimliche Definition, durch
eine Identificirung der elektromagnetischen mit der bekannten
thermodynamischen Entropie, zu einer thermodynamischen Deu-
tung der elektromagnetischen Strahlungsvorginge, sowie zu
einer Formulirung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik
fiir alle Erscheinungen der Wirmestrahlung fithrt. Daraus
folgen dann unter anderem die Gesetze des stationiren Strah-
lungszustandes, in welchem die Entropie den grossten Wert
annimmt, dessen sie nach den gegebenen Bedingungen des
Systemes fahig ist.

Der Beweis fiir die angegebenen Eigenschaften der elektro-
magunetischen Entropie ist dann geliefert, wenn gezeigt werden
kann, dass in allen elektromagnetischen und thermodynamischen
Processen die totale Entropie des Systemes zunimmt. Fiir die
hier betrachteten Strahlungsvorginge, die allerdings noch lange
nicht die allgemeinsten sind, wird dieser Nachweis im fol-
genden Paragraphen gefiihrt und dadurch zugleich auch deren
irreversibler Charakter dargethan, wihrend die thermodyna-
mischen Folgerungen erstimletzten Abschnitt Besprechungfinden.

Ueber die Nothwendigheit der gegebenen Definition der
Entropie vgl. unten § 28.
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§ 18. Vermehrung der Entropie.

Wir wollen nun, auf Grund vorstehender Definition, die
Aenderung berechnen, welche die totale KEntropie §, unseres
Systemes im Zeitelement d¢ erleidet. Wir halten uns dabei
genau an die analoge im § 16 fiir die Energie des Systemes
durchgefiithrte Rechnung.

Wenn gar kein Resonator im Felde vorhanden ist, so
behilt ein jedes der zweifach unendlich vielen Strahlenbiindel
beim geradlinigen Fortschreiten zugleich mit seiner Intensitit
seine Entropie unverindert bei, auch bei der Reflexion an
einer als eben und absolut spiegelnd vorausgesetzten Grenz-
fliche des Feldes. Durch die Strahlungsvorginge im freien
Felde kann also keine Entropieanderung des Systemes hervor-
gerufen werden. Dagegen bewirkt jeder Resonator im all-
gemeinen eine Entropieinderung der ihn treffenden Strahlen-
biindel. Berechnen wir die ganze Entropieinderung, welche
der oben betrachtete Resonator in der Zeit d¢ in dem ihn
umgebenden Felde hervorruft. Dabei brauchen wir nur die-
jenigen monochromatischen Strahlen zu berticksichtigen, welche
der Schwingungszahl » des Resonators entsprechen, da die
iibrigen durch ihn gar nicht alterirt werden.

In der Richtung (%, ¢) wird der Resonator von einem
irgendwie polarisirten Strahlenbiindel getroffen, dessen Energie-
strahlung die Hauptintensitéiten & und &, und dessen Entropie-
strahlung daher die Intensitiat € + & besitzt. Dieses Strahlen-
biindel lasst, der Bedeutung des Ausdruckes (36) gemiss, in der
Zeit dt die Entropie:

©+9).dt.27%. a0

auf den Resonator fallen, und dadurch wird auf der Seite der
ankommenden Strahlen der namliche Entropiebetrag dem Helde
entzogen. Auf der anderen Seite geht vom Resonator in der-
selben Richtung (¢, ¢) ein in bestimmter Weise polarisirtes
Strahlenbiindel aus, dessen Energiestrahlung die Hauptinten-
sititen & und ®”, und dessen Entropiestrahlung daher die
entsprechende Intensitit {7 -4 ¢ besitzt. Dadurch wird dem
umgebenden Felde in der Zeit d¢ die Entropie:
oL e 3cte
@+ )dt. T— . d 2

ny



108 M. Planck.

zugefiihrt. Im ganzen betrigt also die in der Zeit d¢ ein-
getretene Entropieinderung des den Resonator umgebenden
Feldes, durch Subtraction des vorletzten Ausdruckes vom letzten
und Integration iiber d Q:

(46) dt-if:g.fd!)(ﬁ”—i—ﬁ”’—f}—8’).

Nimmt man dazu nach (41) die in derselben Zeit erfolgte
Entropieanderung des Resonators:

as 1 dU U

a7 9=y gy lee

so ergiebt sich durch Addition zu (46) und Summation iber

alle Resonatoren die gesuchte Aenderung der totalen Entropie

des Systemes:

?

1% dr—ds. > [*F "fdp(iz +27—2-2)— =900 ).
Wir wollen nun weiter den Nachweis fiihren, dass der
Ausdruck hinter dem Y-Zeichen stets positiv ist, inbegriffen
den Grenzfall Null.
Zu diesem Zwecke setzen wir fir d U/d¢ den in (40) ge-
gebenen Wert und erhalten dadurch und durch Beriicksichtigung
der Bedeutung von & in (43):

as, 3clo Pl
dt — 4n.‘dv fdp(ﬁlog =i + &'log »U
’ 7 {)2@/’
— & 10ge "U — & eﬁﬁ)'

Es eritbrigt jetzt noch zu zeigen, dass der eingeklammerte
Ausdruck oder, falls man diesen mit der positiven Grosse ¢?/e v? U/
multiplicirt, dass der Ausdruck:

eloge + flogfh — ylogy — dlogd,
wobei:

B ,_ o8
et U’ T enU’

c? & c? Q"

ﬂ enrlU’ d = €U

fir alle beliebigen Werte der positiven Grossen &, &, U, ¢, w,
wihrend & und & durch (38) und (39) gegeben sind, positivist.
Nun haben wir fir & nach (39):
§=— 2U {(@sm o + § cos?w)cos? I + ——smzﬁ}
oder nach (38):
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5= [®+ & — & cos? & + 7 sin? &)

sin? &
— @+ f—peost § + L
Daher liegt 0 zwischen dem Werte 1 /e und dem Werte:
Da nun fir § = 1/e die Function — dlogd ihr absolutes
und einziges Maximum annimmt, so liegt — dlogd zwischen
diesem Maximalwert und dem Wert — J,logd,, d. h. es ist:

— dlogd > — d,log d,
oder:
cloge + 3logB — ylogy — dlog o
> aloge + flogB — ylogy — d,log d,.
Um also das positive Vorzeichen des oberen Ausdruckes nach-

zuweisen, geniigt es, dasselbe bei dem unteren Ausdruck zu
thun. Setzen wir die Summe:

e+ p=o0,
so ist nach (47) auch die Summe:
7Y+ 0,=¢.

Der zu untersuchende Ausdruck ist also:
(48) [«log e+ (¢ — «)log (o — &) —[ylogy + (o0 — y)log(e — 7))

Betrachten wir jetzt das Verhalten der Function von z:

zlogz + (7 — z)log (¢ — x),
wo ¢ constant bleiben moge.

Diese Function erreicht ibr absolutes und einziges Minimum
fiir # == 6/2, ihr Wert wird also um so kleiner, je ndher =
dem Werte ¢/2 riickt, einerlei ob z > oder < ¢/2. Nun
liegt nach (88) & zwischen ® und &', folglich auch y zwischen
« und 3, d. h. zwischen &« und ¢ — «, und daher liegt y dem

Werte ¢/2, als dem arithmetischen Mittel von « und 3, niher
als «. Daraus folgt nach dem obigen, dass:

rlogy + (o — y)log(s —7) < wlog e + (¢ — @) log (¢ — @),

wodurch das positive Vorzeichen von (48) und somit die Ver-
mehrung der Entropie nachgewiesen ist.
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% 19. Bedingungen des stationdiren Zustandes.

Derjenige Zustand des Systemes, dem das absolute Maximum
der totalen Entropie entspricht, ist als stationdrer Zustand zu
bezeichnen; denn nach dem Satz der Vermehrung der Entropie
ist von thm aus iiberhaupt keine Verinderung mehr moglich,
solange von aussen keine Einwirkungen auf das System er-
folgen. Als notwendige Bedingung fiir den stationiren Zu-
stand ergiebt sich zunichst, dass die totale Entropie sich mit
der Zeit nicht mehr #ndert, dass also alle Ungleichungen des
vorigen Paragraphen sich in Gleichungen verwandeln. Diese
Bedingung wird, wie leicht einzusehen ist, erfiillt, wenn far
alle Orte und fir alle Richtungen:

(49) Q= =8 =8 =50

Wir nehmen daher im ganzen Felde alle Strahlen einer jeden
Schwingungszahl als unpolarisirt und von gleicher Intensitit an.

Aber die fiir das absolute Maximum der totalen Entropie
notwendigen Bedingungen gehen noch weiter. Es muss nim-
lich fiir jede unendlich kleine virtuelle Zustandsinderung des
Systemes die Variation der totalen Entropie S, verschwinden.
Denken wir uns also eine virtuelle Aenderung, die darin he-
steht, dass eine unendlich kleine Menge Energie von einem
Resonator mit der Schwingungszahl » zu einem anderen Re-
sonator mit der Schwingungszahl », iibergeht, wihrend sonst
alles unverindert bleibt, so muss sein:

08,=08+4d8 =0,
wenn § und 8§ die Entropien der beiden Resonatoren be-
zeichnen. Dabei ist nach dem Energieprincip:

U+ U, =0.
Die erste dieser Gleichungen liefert nach (41):
1 U 1 f ~
—_ ;log —b_ll . b U—' 2!71 log —g;;-— . (5 U‘l = O-

Folglich nach der zweiten Gleichung:

1 v 1 U,
= oy gy =— g, leg
Setzen wir zur Abkiirzung:
1 U 1
(50) —_ EV_ IOg By = 5— ’
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so folgt aus der letzten Gleichung, da », ganz beliebig ist,
dass der Wert von & im stationiren Zustand fiir simmtliche
im System vorhandene Resonatoren der nimliche sein muss.
Da nun durch den Wert von U nach (49) auch der Wert
der entsprechenden Energiestrahlung § im stationiren Zustand
gegeben ist, so hangt der stationire Zustand des ganzen
Systemes in allen seinen Teilen nur von einem einzigen Para-
meter & ab.

Wir wollen nun die Werte aller hier in Betracht kom-
menden Grossen im stationdren Zustand durch diesen Para-
meter # ausdriicken. Zunéchst folgt aus (50) fiir die Energie
eines Resonators mit der Schwingungszahl »:

U=bve ?,
sodann aus (49) fir die Intensitit eines monochromatischen
geradlinig polarisirten Strahles von der Schwingungszahl »:
(51) f=12 .

)

2
c?

ferner aus (25) fir die Intensitit der gesammten Energie-
strahlung in irgend einer Richtung:

125 9
(52) K=2 f fdy— 1208
0 .
und aus (28) fir die raumliche Energiedichte des Feldes:
< 4nK  48nb ot
(03) U= - c_ — ?a‘_

Diese Energiedichte setzt sich aus den Energiedichten u der
einzelnen Schwingungszahlen in folgender Weise zusammen:

D
u=fudw,
0

Dagegen ist die Entropie eines Resonators mit der
Schwingungszahl » nach (41) und (50):

ay

v 1) -5
S=b(-9,+_d-)e 2
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die Intensitit der Entropiestrahlung von der Schwingungszahl »
nach irgend einer Richtung gemiss (43) und (51):

byt [ » b - —
£=-5 (?+a‘)e .

die Intensitit der gesammten Kntropiestrahlung nach irgend
einer Richtung gemiiss (44):

@®
3
L:?fﬂd}/:—lg’ba? y
0

schliesslich die raumliche Dichtigkeit der Entropie des Feldes

nach (45):
3
(54) G AmL _ 64ndo

¢ T et

die sich aus den Entropiedichten 3 der einzelnen Schwingungs-
zahlen folgendermaassen zusammensetzt:
= f gdv,
0

§=

e & T

Dass bei den bier angegebenen Werten die totale En-
tropie 8, des Systemes wirklich ibr absolutes Maximum besitat,
kann man leicht aus der Bildung der ersten und zwelten
Variation von §, beweisen.

8m g 8nbv2(u 1)—-‘{,—
L : 1Y, .

Dritter Abschnitt.
Thermodynamische Folgerungen.
§ 20, Thermodynamische Entropie der Strahlung.

Sobald man die elektrodynamische Natur der Licht- und
Wirmestrahlung anerkennt, gewinnt der im vorigen Abschnitt
behandelte stationire Strahlungszustand eine principielle thermo-
dynamische Bedeutung. Denn nach einem von G. Kirchhoff
abgeleiteten und dann namentlich von Hrn. W. Wien?) zu
wichtigen Schlussfolgerungen benutzten Satze ist die Warme-
strahlung, welche sich in einem rings von gleichmissig tem-

1) W. Wien, Wied. Ann. 52, p. 133. 1894.
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perirten Korpern geniigender Dicke umschlossenen Vacuum
herausbildet, nicht abbingig von der Beschaffenheit der Kérper,
sondern vollkommen bestimmt durch einen einzigen Parameter:
die T'emperatur. Die Strahlung ist also die namliche, wie wenn
die umgebenden Korper sich gegen das Vacuum vollkommen
,,schwarz# verhielten. '

Derselbe Satz gilt selbstverstindlich auch dann, wenn die
Wiande des Vacuums absolut spiegeln und wenn die Korper
irgendwie im Vacuum eingebettet sind, vorausgesetzt nur, dass
aus jedem Spectralbezirk wenigstens an Einer Stelle des Systemes
Strahlen in endlichem Betrage emittirt werden. Ist nimlich
diese letztere Bedingung nicht erfiillt, so kinnte im Vacuum
auch ein in gewissem Sinne labiler Strahlungszustand zu Stande
kommen, in welchem einzelne Farben ganz fehlen.

Da nun nach dem genannten Satze die Zahl, die Grosse
und die Natur der im Vacuum befindlichen emittirenden und
absorbirenden Kérper fiir die Beschaffenheit der stationiren
Strablung vollig gleichgiiltig ist, so wird man ohne weiteres
zu dem Schlusse gedringt, dass auch der in dem vorhergehenden
Abschnitt behandelte stationiire Strahlungszustand des Vacuums
die Bedingungen der Strahlung des schwarzen Kérpers erfullt,
ganz ohne Rucksicht auf die Frage, ob die dort vorausgesetzten
elektromagnetischen Resonatoren mit den Centren der Wirme-
strahlung in bestimmten wirklichen Kirpern eine grossere oder
yeringere Aehnlichkeit aufweisen.

Zu demselben Schluss fiihrt eine etwas andere Ueber-
legung. Der zweite Hauptsatz der Warmetheorie verlangt be-
kanntlich, dass nicht nur der rubenden, sondern auch der
strahlenden Warme eine bestimmte Entropie zukommt'); denn
wenn ein Kérper Wiarme durch Ausstrahlung verliert, so nimmt
seine Entropie ab, und es muss nach dem Princip der Ver-
mehrung der Entropie als Compensation anderswo eine Entropie-
zunahme eintreten, die in dem genannten Fall ihren Sitz nur
in der entstandenen Warmestrahlung haben kann. Wenn nun
thermische und elektromagnetische Strahlung identificirt werden,
so bleibt nichts {ibrig, als auch die thermische Strahlungs-
entropie, die doch durch die Beschaffenheit der Strahlung

1) Vgl. W. Wien, L e
Annalen der Physik. IV. Folge. 1. 8
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selber vollstindig bestimmt sein muss, mit der elektromagne-
tischen vollstindig zu identificiren. Indem wir dies thun,
gelangen wir wiederum zu der Folgerung, dass der dem abso-
luten Maximum der Entropie entsprechende stationire Strah-
lungszustand zugleich den Gleichgewichtszustand der Wirme-
strablung, also die Strahlung des schwarzen Kérpers ergiebt.

Aus der Identificirung der thermodynamischen mit der
elektromagnetischen Entropie fliessen nun eine Reihe von Be-
ziehungen zwischen thermischen und elektrischen Grissen,
deren wichtigste in den folgenden Paragraphen besprochen
werden sollen. '

§ 21. Elektromagnetische Definition der Temperatur.

Durch die Entropie eines im thermodynamischen Gleich-
gewicht befindlichen Systemes ist auch seine Temperatur be-
stimmt. Denn die absolute Temperatur ist das Verhiltnis
einer unendlich kleinen, dem System zugefiihrten Wirmemenge
zu der daduarch verursachten Entropieanderung, falls das System
wahrend der Zustandsinderung im thermodynamischen Gleich-
gewicht gehalten wird. Nehmen wir also etwa die Volumen-
einheit des von der stationdren Strahlung erfilllten Vacuums
und halten das Volumen constant und die Strahlung stationir,
so ist die Energie des Systemes u, und der Betrag einer dem
System zugefiithrten unendlich kleinen Wirmemenge gleich der
Energiedanderung, also nach (53):

1921 b 93
g "

du = - dd,
ferner die dadurch verursachte Aenderung der Entropie s des

Systemes nach (54):

192nb9 &,

ds = St
also die absolute Temperatur gleich dem Verhiltnis:
du:ds= 3.

Die absolute Temperatur des im stationdren Strahlungszustand
befindlichen Vacuums ist also nichts anderes als der im § 19
eingefithrte rein elektromagnetisch definirte Parameter &, von
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welchem ulle Eigenschaften dieses Zustandes in der dort schon
berechneten Weise abhiingen. Daher ist nach (51) die reciproke
Temperatur eines geradlinig polarisirten monochromatischen
Strables von der Schwingungszahl » und der Intensitit ®:

1 1 b8

YT a Bage

Wenn die Bedingungen des stationiren Zustandes nicht
erfiillt sind, sondern wenn beliebige Strahlungsvorginge im
Vacuum stattfinden, so kano man nicht mekr von der Tem-
peratur eines bestimmten Ortes, ja nicht einmal mehr von der
Temperatur der Strahlung in einer bestimmten Richtung reden,
sondern man muss jedem einzelnen geradlinig polarisirten
monochromatischen Strahl eine besondere Temperatur zu-
schreiben, welche durch seine Intensitdt und durch seine
Schwingungszahl nach der letzten Gleichung bestimmt ist.%)
Diese seine Temperatur behalt der Strahl beim Fortschreiten
zugleich mit seiner Intensitit unverindert bei, auch wenn er
z. B. durch einen Brennpunkt hindurchgeht, solange, bis er
geteilt oder absorbirt wird.

Andererseits besitzt jeder Resonator eine ganz bestijpnmte,
durch (50) gegebene Temperatur. Der stationsire Strahlungs-
zustand kann dann auch dadurch charakterisirt werden, dass
alle Resonatoren und alle monochromatischen Strahlen des
Systemes die nimliche Temperatur besitzen.

§ 22. Abhingigkeit der Gesammtstrahlung von der
Temperatur.

Die Gesammtintensitit der Energiestrahlung nach irgend
einer Richtung ist gegeben durch den Ausdruck von K in (52),
welcher, insofern er der vierten Potenz der Temperatur pro-
portional ist, das bekannte Stefan-Boltzmann’sche Gesetz
ausspricht, dessen Giiltigkeit auf thermodynamischem Wege von
Hrn. L. Boltzmann? begriindet wurde und neuerdings durch

1) Die Notweundigkeit einer derartigen Erweiterung des Temperatur-
begriffes ist wohl zuerst von Hrn. E. Wicdemann betont worden. Wied.
Ann. 34. p. 448. 1888; vgl. auch W. Wien, 1 c. p. 182.

2) L. Boltzmann, Wied. Ann. 22, p. 291. 1884,

]*
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die Untersuchungen der Herren O. Lummer und E. Prings-
heim?!), wenigstens innerhalb des Temperaturintervalls von
¥ = 290° bis J = 15609 ecine merkliche experimentelle Be-
stitigung erhalten hat.

§ 238. Verteilung der Energie im Normalspectrum.

Das Gesetz, nach welchem sich bei der stationiren Strah-
lung die Gesamtstrahlungsintensitait K auf die Strahlungs-
intensititen § der einzelnen Schwingungszahlen verteilt, ist
gegeben durch die Gleichung (51). Da dieses Gesetz gewthn-
lich nicht auf Schwingungszahlen v, sondern auf Wellenldngen 4
bezogen wird, so wollen wir auch hier die beziigliche Um-
formung vornehmen, indem wir mit E;di die gesamte (un-
polarisirte) zwischen den Wellenldngen 2 und 2 + d i gelegene
Strahlung in irgend einer Richtung bezeichnen. Dann ist
nach (25): - -
K=2|Qdr=|E,di.

Jrar=]

Folglich, wenn man im ersten Integral statt »
4

=
14
als Integrationsvariable einfithrt, da:
dr = — (.d,l ’
e
Jﬁ},_dl:‘ch-ﬁ‘ di,
¥ U
und daraus folgt: .
v 2c R
k= P

(55) B =200 1

Dies ist genau das von Hrn, W. Wien?) aufgestellte Energie-
verteilungsgesetz, dessen wenigstens angenilerte Giiltigkeit ge-
rade in neuerer Zeit durch die fortgesetzten Untersuchungen

1) O. Lummer u. E. Pringsheim, Wied. Ann. 63. p. 395. 1897.
2) W, Wien, Wied. Ann. 58. p. 662. 1896.
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der Herren F. Paschen!), F. Paschen und H. Wanner?),
O. Lummer und E. Pringsheim? dargethan worden ist.
Hr. Wien hat sein Gesetz auf Grund gewisser Voraus-
setzungen iiber die Zahl der in der Volumeneinheit befind-
lichen Strahlungscentren und iiber die Geschwindigkeit ihrer
Bewegung abgeleitet; in der hier entwickelten Theorie spielen
diese Grossen keine Rolle, sondern das Gesetz erscheint als
eine notwendige Folge der im § 17 aufgestellten Definition
der elektromagnetischen Entropie der Strahlung; die Frage
nach der Notwendigkeit des Gesetzes fallt also zusammen
mit der Frage nach der Notwendigkeit jener Definition. Ich
habe mich wiederholt bemiiht, den Ausdruck (41) fiir die
elektromagnetische Entropie eines Resonators, durch welchen
dann auch der Ausdruck (43) fir die Entropie der Strahlung
bedingt ist, so abzudndern bez. zu verallgemeinern, dass er immer
noch allen theoretisch wohlbegriindeten elektromagnetischen und
thermodynamischen Gesetzen Geniige leistet, aber es ist mir dies
nicht gelungen. So z. B. konnte man die Entropie eines Re-
sonators statt durch (41) allgemeiner folgendermaassen definiren:
§=— Y -log -—g——y
f® W)
wobei f(») und ¢ (v) unbestimmte positive Functionen der
Schwingungszahl » sind. Dann wiirde zwar bei den im § 18
untersuchten elektromagnetischen Vorgingen das Princip der
Vermehrung der Entropie erfiillt, aber man erhielte dann statt
(50) als reciproke Temperatur des Resonators den Ausdruck:
_1 — 1 '10g eU,
o ) P @)
)

p= .

und als Energieverteilungsgesetz aus (49) statt (51):

also:

1) ¥. Paschen, Wied. Ann. 60. p. 662. 1897; Sitzungsber. d. k.
Akad. d. Wissensch. zu Berlin p. 405, p. 8938. 1899.

2) F.Paschenu. H. Wanner, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch.
zu Berlin p. 5. 1899.

3) O. Lummer u. E. Pringsheim, Verhandl. d. Deutsch. Physikal.
Gesellsch. 1. p. 23, p. 215. 1899. Vgl. ferner H. Beckmann, Inaug.-
Diss., Tiibingen 1898 und H. Rubens, Wied. Ann. 69. p. 582. 1899. In
den drei letztgenannten Arheiten werden Abweichungen vom Wien'schen
Gesetz gefunden. (Anm. bei d. Corr.)
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(56) @ = o0 - =
cte

Dies ist nun gerade diejenige Form des Energievertei-
lungsgesetzes, zu welcher Hr. Wien auf Grund der oben er-
wihnten Voraussetzungen gelangte und von welcher er mach-
gewiesen hat, dass sie auf Grund zuverlissig begriindeter
Schlussfolgerungen zu der speciellen von ihm angegebenen Form
fithrt.

Versucht man dagegen irgend eine von (56) abweichende
Form des Energieverteilungsgesetzes zu Grunde zu legen und
berechnet daraus riickwirts den Ausdruck der Entropie, so
trifft man immer auf Widerspriiche mit dem im § 18 be-
wiesenen Satze der Vermehrung der Entropie.

Ich glaube hieraus schliessen zu miissen, dass die im
§ 17 gegebene Definition der Strahlungsentropie und damit
auch das Wien'sche Energievertheilungsgesetz eine not-
wendige Kolge der Anwendung des Principes der Vermehrung
der Entropie auf die elektromagnetische Strahlungstheorie ist
und dass daher die Grenzen der Giiltigkeit dieses (Gesetzes,
falls solche iiberhaupt existiren, mit denen des zweiten Haupt-
satzes der Warmetheorie zusammenfallen. Natiirlich gewinnt
eben dadurch die weitere experimentelle Priifung dieses Ge-
setzes ein um so grisseres principielles Interesse.

§ 24. Strahlung in einem beliebigen Medinm.

Wenn die Resonatoren nicht im Vacuum, sondern in
einem beliebigen diathermanen Medium eingebettet sind, so
erleiden die oben abgeleiteten Formeln dadurch eine Ab-
anderung, dass statt der Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vacuum
die im Dielektricum ¢ auftritt. Demgemiss betrigt in einem
solchen Medium' die Gesamtstrahlungsintensitiit eines schwarzen
Korpers von der Temperatur & normal zu seiner Oberfliche
nach (52):

, 125 94
K = i

oder:
K: Kk = L. L
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D. h. die Strahlungsintensititen des schwarzen Korpers in
zwei verschiedenen diathermanen Medien bei der namlichen
Temperatur verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate der
Lichtgeschwindigkeiten, — der bekannte, zuerst von G. Kirch-
hoff, spater von R. Clausius bewiesene Satz.

Hierbei mag noch auf den bekannten Umstand hingewiesen
werden, dass ein Koérper, der im Vacuum schwarz erscheint,
diese Elgenschaft notwendig verliert, wenn er in ein Medium
mit einer von ¢ verschiedenen lLichtgeschwindigkeit gebracht
wird. Ob also ein Koérper schwarz ist oder nicht, hangt nicht
allein von seiner eigenen Beschaffenheit ab, sondern auch von
der des angrenzenden Mediums. Aus diesem Grunde dirfte
es fiir die Klarheit der Ausdrucksweise in manchen Fallen
torderlich sein, in erster Linie nicht von schwarzen ,,Kérpern®,
sondern von schwarzen ,Oberflichen* zu sprechen: das siud
solche Oberflichen, an denen keine Reflexion stattfindet. Das
Kriterium eines schwarzen , Korpers ist verwickelter: es ge-
hort dazu notwendig erstens eine schwarze Oberfiiche, zweitens
aber auch fiir jede Strablenart eine gewisse Dicke des Korpers,
deren Mindestbetrag durch das Absorptionsvermdgen der Sub-
stanz flir diese Strahlenart bestimmt wird. Durch die Trennung
dieser beiden fir den Begriff des schwarzen Korpers wesent-
lichen, voneinander aber ganz unabhingigen Bedingungen wird
die Verschiedenheit der physikalischen Vorginge an der Grenze
und derer im Innern schirfer zum Ausdruck gebracht. Denn
auch bei den stark absorbirenden und emittirenden Substanzen
ist kaum eine andere Auffassung moglich, als dass ihre Strah-
lung nach aussen nicht von ihrer Oberfliche, sondern aus ihrem
Innern stammt, und dass die Oberfliche lediglich die Be-
deutung hat, die von innen kommenden Strahlen theils durch
Reflexion in das Innere zuriickzuwerfen, theils durch Refraction
nach aussen austreten zu lassen.’)

1) Diese Auffassung findet sich niiher ausgefithrt bei folgenden
Autoren: E. Lommel, Wied. Ann. 10. p. 449. 1880; E. Lecher, Wied.
Ann. 17. p. 477. 1882; P. H. Dojes, Verhandelingen der Kon. Akad.
van Wetensch. Amsterdam, 1. Sectie 3. Nr. 4. 1896 (Wied. Beibl. 20.
p- 125. 1896); Smoluchowski de Smolan, Journ. de Phys. (8) 5.
p. 488. 1896; W. von Uljanin, Wied. Ann. 62. p. 528. 1897; F. Kurl-
baum, Wied. Ann. 67. p. 846. 1899.
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§ 25. Zahlenwerte.

Die Werte der universellen Constanten a und & lassen
sich mit Hilfe der vorliegenden Messungen mit ziemlicher An-
niherung berechnen.

Hr. F. Kurlbaum?!) hat gefunden, dass, wenn man mit S,
die gesamte KEnergie bezeichnet, die von 1 gcm eines auf
t° C. befindlichen schwarzen Kérpers in 1 Sec. in die Luft
gestrahlt wird:

S0 — S = 0,01763 g-Cal.
Andererseits betrigt nach (52) die gesamte von der Flachen-
einheit eines schwarzen Koérpers in der Zeiteinheit nach allen
Richtungen des Halbraumes ausgestrahlte Energie:
22 wf2
J'Kcos $d0 =K qu;fcos Fsinddd =n K=
9

0

12n) 3‘»_

¢’ at

Folglich, wenn das mechanische Warmegquivalent zu 419.10°
angenommen wird, im absoluten C.G.S.-Maasse:
12 7 b (373% — 273%)
T
oder, da ¢ = 3.10%":
67

—0,01763.419.10°

b

at

—1,278.10%,

Ferner ist von Hrn. F. Paschen? als Mittel aus seinen
besten Beobachtungen der Wert der Constanten im Kxpo-
nenten der Wien’schen Formel (55) zu 14455 [u x Celsiusgrad]
angegeben worden. Dies ergiebt, bezogen auf Centimeter:

ac = 1,4455

a = 0,4818.10-Tsec X Celsiusgrad]
und daraus nach (57):
b = 6,885.10-% [erg x sec].

oder:

§ 26. Natiirliche Maasseinheiten.

Alle bisher in Gebrauch genommenen physikalischen Maass-
systeme, auch das sogenannte absolute C.GG.S.-System, verdanken

1) F. Kurlbaum, Wied. Aon. 6b. p. 754, 1896.
2) F. Paschen, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin
p- 419. 1899,
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thren Ursprung insofern dem Zusammentreffen zufilliger Um-
stinde, als die Wahl der jedem System zu Grunde liegenden
Einheiten nicht nach allgemeinen, notwendig fiir alle Orte
und Zeiten bedeutungsvollen Gesichispunkten, sondern wesent-
lich mit Riicksicht auf die speciellen Bediirfnisse unserer
irdischen Cultur getroffen ist. 8o sind die Einheiten der Lange
und der Zeit aus den gegenwirtigen Dimensionen und der
gegenwiartigen Bewegung unseres Planeten hergeleitet worden,
ferner die Einheit der Masse und der Temperatur aus der
Dichte und den Fundamentalpunkten des Wassers, als derjenigen
Flissigkeit, die an der Erdoberfliche die wichtigste Rolle spieit,
genommen bei einem Druck, der der mittleren Beschaffenheit
der uns umgebenden Atmosphére entspricht. An dieser Willkiir
wiirde principiell auch nichts Wesentliches ge&ndert werden,
wenn etwa zur Lingeneinheit die unverdnderliche Wellenlange
des Na-Lichtes genommen wiirde. Denn die Auswahl gerade
des Na unter den vielen chemischen Elementen konnte wiederum
nur etwa durch sein haufiges Vorkommen auf der Erde oder
etwa durch seine fiir unser Auge glanzende Doppellinie, die
keineswegs einzig in ihrer Art dasteht, gerechtfertigt werden.
Es wire daher sehr wohl denkbar, dass zu einer anderen
Zeit, unter veranderten #usseren Bedingungen, jedes der
bisher in Gebrauch genommenen Maasssysteme seine urspriing-
liche natiirliche Bedeutung theilweise oder ginzlich verlieren
wiirde. '

Dem gegeniiber diirfte es nicht ohne Interesse sein zu
bemerken, dass mit Zuhiilfenahme der beiden in dem Aus-
druck (41) der Strahlungsentropie auftretenden Constanten a
und & die Moglichkeit gegeben ist, Einheiten fiir Lénge, Masse,
Zeit und Temperatur aufzustellen, welche, unabhingig von
speciellen Korpern oder Substanzen, ihre Bedeutung fiir alle
Zeiten und fiir alle, auch ausserirdische und aussermenschliche
Culturen notwendig behalten und welche daher als ,,natur-
liche Maasseinheiten bezeichnet werden kénnen.

Die Mittel zur Festsetzung der vier Kinheiten fiir Lange,
Masse, Zeit und Temperatur werden gegeben durch die beiden
erwihnten Constanten ¢ und &, ferner durch die Grosse der
Lichtfortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ im Vacuum und durch
die der Gravitationsconstante f. Bezogen auf Centimeter,
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Gramm, Secunde und Celsiusgrad sind die Zahlenwerte dieser
vier Constanten die folgenden:

a = 0,4818.10-1 "sec x Celsiusgrad],
b = 6,885 .10~ [?'“?F_} :

sec

¢ = 3,00. 101 [-?‘?3 ] :
sec

f — 6,685.108 [Vﬂ‘s—]. Y

o sec?
Wihlt man nun die ,,natiirlichen Einheiten* so, dass in dem
neuen Maasssystem jede der vorstehenden vier Constanten den
Wert 1 annimmt, so erhilt man als Hinheit der Linge die
Grosse:

l/gi = 4,13.10-% om,
57

als Hinheit der Masse:

als Einheit der Zeit:
1/‘1" = 1,38. 1043 sec,
als Einheit der Temperatur:
__6_5_ _ a9= 320 (3
al/bf — 350.10%° (.,

Diese Grossen behalten ihre natiirliche Bedeutung solange
bei, als die Gesetze der Gravitation, der Lichtfortpflanzung
im Vacuum und die beiden Hauptsitze der Wirmetheorie in
Gtiltigkeit bleiben, sie miissen also, von den verschiedensten

Intelligenzen nach den verschiedensten Methoden gemessen,
sich immer wieder als die ndmlichen ergeben.

1) F. Richarzu. 0. Krigar-Menzel, Anhang zu den Sitzungsber.
d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin 107, p. 110. 1898; im Auszug: Wied.
Ann, 66. p. 190. 1898.

(Eingegangen 7. November 1899.)



