1880. ANNALEN X 3.
DER PHYSIK UND CHEMIE.

NEUE FOLGE. BAND IX.

I. Ueber das Verhalten der Kohlensdure
in Bezug auf Druck, Volumen und Temperatur;
von R, Clausius.

(Vorgetragen auf der 52. Versammlung deutscher Naturforscher und
Aerzte am 19. Sept. 1879.)

Die Gase folgen bekanntlich in Bezug auf Druck,
Volumen und Temperatur mit einer gewissen Anngherung
dem Mariotte’schen und dem Gay-Lussac’schen Gesetze,
welche sich gemeinsam durch folgende Gleichung aus-
driicken lassen, worin p den Druck, v das Volumen und
T die absolute Temperatur darstellt, und R eine von der
Natur des Gases abhingige Constante ist:

(1) pv=RT,.

Die Annaherung an diese (Gesetze ist um so grosser, je
weiter das betreffende Gas von seinem Condensationspunkte
entfernt ist. Bei den Gasen, welche unter gewdhnlichen
Umstinden so weit von ithrem Condensationspunkte entfernt
sind, dass man bis vor kurzem ihre Condensation nicht
hatte bewirken kénnen, und welche man daher perma-
nente Gase nannte, ist die Anniherung so gross, dass
man lange Zeit geglaubt hat, sie folgten diesen (esetzen
wirklich genau, bis zuerst Regnault durch seine bekann-
ten ausgezeichneten Untersuchungen!) kleine Abweichungen
nachwies. Etwas spiter zeigte Natterer?), dass man bei
Anwendung sehr grosser Druckkrifte sehr bedeutende Ab-
weichungen vom Mariotte’schen Gesetze erhilt, und zwar

1) Regnault, Mém. de I'Acad. des sciences. 21. 1847.
9) Natterer, Wien. Ber. 5. p. 351. 1850; 6. p. 557. 1851 u. 12.

p. 199. 1854,
Ann, d. Phys. u. Chem. N, F, IX. 29
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waren die von ihm beobachteten Abweichungen anderer
"Art, als die von Regnault gefundenen. Wihrend nim-
lich Regnault bei allen von ihm untersuchten Gasen.
mit Ausnahme des Wasserstoffs, gefunden hatte, dass der
Druck langsamer zunimmt als die Dichtigkeit, stellte sich
bei den Versuchen von Natterer heraus, dass bei sehr
grossem Drucke die Sache sich umkehrt, und der Druck
schneller zunimmt als die Dichtigkeit. Bei atmosphiri-
scher Luft, Stickstoff und Kohlenoxydgas erreichte der
Druck schon eine Grosse von etwa 3000 Atmosphiren, als
die Dichtigkeit erst die 700- bis 800-fache der unter dem
Drucke von einer Atmosphire stattfindenden Dichtigkeit
geworden war.

Ueber die Griinde, auf welchen diese Abweichungen
der Gase vom Mariotte’schen und Gay-Lussac’schen Ge-
setze beruhen, sprach ich mich in meiner 1857 verdfient-
lichten Abhandlung ,,Ueber die Art der Bewegung, welche
wir Wirme nennen“, folgendermassen aus!):

»Damit das Mariotte’sche und Gay-Lussac’sche Gesetz
und die mit ihm in Verbindung stehenden Gesetze streng
giiltig seien, muss das (as in Bezug auf seinen Molecular-
zustand folgenden Bedingungen geniigen.

1) Der Raum, welchen die Molecile des Gases wirk-
lich ausfiillen, muss gegen den ganzen Raum, welchen das
Gas einnimmt, verschwindend klein sein.

2) Die Zeit eines Stosses, d. h. die Zeit, welche ein
Moleciil, indem es gegen ein anderes Moleciil oder gegen
eine feste Wand stosst, bedarf, um seine Bewegung in der
Weise zu andern, wie es durch den Stoss geschieht, muss
gegen die Zeit, welche zwischen zwei Stdssen vergeht,
verschwindend klein sein. .

3) Der Einfluss der Molecularkrifte muss verschwin-
dend klein sein. Hierin liegt zweierlei. Zunichst wird
gefordert, dass die Kraft, mit welcher die simmtlichen

1) Clausius, Pogg. Ann. 109. p. 358. 1857 und Abhandlungen-
sammlung 2. p. 235.
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Moleciile sich in ihren mittleren Entfernungen noch gegen-
seitig anziehen, gegen die aus der Bewegung entstehende
Expansivkraft verschwindet. Nun befinden sich aber die
Moleciile nicht immer in ihren mittleren Entfernungen
voneinander, sondern bei der Bewegung kommt oft ein
Moleciil in unmittelbare Nahe eines andern oder eimer
ebenfalls aus wirksamen Moleciilen bestehenden festen
‘Wand, und in solchen Momenten treten natiirlich die Mo-
lecularkrifte in Thitigkeit, Die zweite Forderung besteht
daher darin, dass die Theile des von einem Moleciile be-
schriebenen Weges, auf welchen diese Kriifte von Einfluss
sind, indem sie die Bewegung des Moleciils in Richtung
und Geschwindigkeit merklich #ndern, gegen die Theile
des Weges, auf welchen die Krifte als unwirksam be-
trachtet werden kdnnen, verschwinden.

Wenn diese Bedingungen nicht erfillt sind, so treten
nach verschiedenen Richtungen hin Abweichungen von den
einfachen (Gesetzen der Gase ein, welche um so bedeuten-
der werden, je weniger der Molecularzustand des Gases
diesen Bedingungen entspricht.”

Die in dieser Stelle erwihnten, nach verschiedenen
Richtungen hin eintretenden Abweichungen miissen sich,
sofern man bei gegebener Temperatur und gegebenem
Volumen den Druck betrachtet, darin #ussern, dass dieser
entweder grosser oder kleiner ist, als er, wenn man vom
sehr verdiinnten Zustande des (Gases ausgeht, nach dem
Mariotte’schen und Gay-Lussac’schen Gesetze sein sollte.
Der oben unter 1) angefithrte, vos den Moleciilen wirklich
ausgefiillte Raum bedingt eine Vermehrung des Druckes,
indem durch ihn bei einem gegebenen Volumen des Gases
der fir die Bewegung der Moleciile freie Raum verklei-
nert, und demgemiss die Anzahl der Stosse vergriossert
wird. Die unter 3) angefiihrten Molecularkrifte bewirken
beim Vorherrschen der Anziehung eine Verminderung des
Druckes. Der unter 2) angefithrte Umstand, nimlich die wih-
rend eines Stosses vergehende Zeit, hat eine complicirtere
Wirkung, indem beim Gegeneinanderfliegen zweier Moleciile

22%
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zunichst eine Beschleunigung und darauf erst die Verzoge-
rung und Umkehrung der Bewegung eintritt. Man kann
daher bei der auf die Gesammtwirkung gerichteten Betrach-
tung die Wirkung dieses Umstandes theils der des ersten,
theils der des letzter Umstandes anschliessen.

Von den beiden entgegengesetzten Wirkungen der
Druckvermehrung und Druckverminderung kann je nach
Umstéinden die eine oder die andere iiberwiegen. Die
oben angefithrten Versuche von Regnault und Natterer
ergeben beim Wasserstoff durchweg ein Ueberwiegen der
Druckvermehrung, wahrend sie bei den anderen Gasen er-
kennen lassen, dass bei geringeren Dichtigkeiten die Druck-
verminderung und bei griosseren Dichtigkeiten die Druck-
vermehrung iiberwiegt.

Noch complicirter wird das Verhalten eines Stoffes,
wenn er bei der Verdichtung nicht immer gasformig bleibt,
sondern seinen Aggregatzustand dndert, indem er fliissig
wird.

Ueber den Zusammenhang dieses Vorganges mit den
vorher besprochenen Vorgingen sind in neuerer Zeit sehr
schione Versuche von Andrews angestellt, indem er Koh-
lensiure bei verschiedenen Temperaturen starken Verdich-
tungen unterwarf und die dabei stattfindende Druckzu-
nahme beobachtete.)) Er fand dabei, dass ein wesentlicher
Unterschied im Verhalten der Kohlensiure stattfindet,
je nachdem die Temperatur iitber oder unter 31° liegt.
Ueber 31° zeigen sich nur die oben erwihnten Abwei-
chungen vom Mariotte’sehen und Guay-Lussac’schen Ge-
setze, unter 31° aber tritt bei einem gewissen Drucke die
Condcnsation ein.

Andrews hat die von ihm beobachteten Beziehungen
zwischen Druck und Volumen durch Curven dargestellt,
welche Druck und Volumen als Abscissen und Ordinaten
haben. Die auf Temperaturen iiber 31° beziiglichen Cur-
ven zeigen einen stetigen Verlauf; die auf Temperaturen

1) Andrews, Phil. Trans. for 1869, p. 575.
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unter 31° beziiglichen dagegen sind gebrochen, indem bei
abnehmendem Volumen anfinglich der Druck whchst, von
einem gewissen Volumen an aber, bei welchem die Con-
densation beginnt, die folgende Volumenabnahme ohne
Druckzunahme stattfindet, und erst bei einem viel kleine-
ren Volumen, bei dem die ganze Masse fliissig ist, der
Druck wieder mit abnehmendem Volumen zu wachsen be-
ginnt, welches Wachsen dann sehr schnell geschieht. Der
Theil der Curve, welcher dem Condensationsvorgange ent-
spricht, ist eine gerade Linie, mit welcher die stetig -ge-
kriimmten Theile an beiden Enden zusammentreffen. Eine
kleine, an dem einen Ende der Geraden von Andrews:
gezeichnete Kriimmung scheint auf etwas Luftbeimischung
zu beruhen und kann daher hier unberiicksichtigt bleiben.

Zwei Jahre spiter!) hat James Thomson, dessen
sinnreiche Betrachtungen schon so viel zur Erweiterung
der mechanischen und physikalischen Wissenschaft beige-
tragen haben, die Curven von Andrews dadurch erginzt,
dass er an den Stellen, wo sich dort eine gerade Linie
befindet, eine gekriimmte Linie hinzugefiigt hat, die sich
an die beiden gekriimmten Theile der von Andrews ge-
gegebenen Curve in stetiger Weise anschliesst und einen
allmiblichen Uebergang aus dem gasformigen in den fliis-
sigen Zustand darstellt, bei welchem stets die ganze Menge
des Stoffes sich in gleichem Zustande befindet, eine Art
des Ueberganges, welche theoretisch denkbar ist, aber in
der Wirklichkeit deshalb nicht vorkommen kann, weil sie
Zwischenzustinde enthilt, in denen kein stabiles, sondern
nur ein labiles Gleichgewicht besteht.

Auf Taf IT Fig. 1 ist die von Andrews gegebene
Figur mit den von J. Thomson hinzugefiigten, punktirt
gezeichneten Erginzungscurven wiedergegeben. Nur ist
das Hdussere Arrangement der Figur in einer zuerst von
Maxwell in Anwendung gebrachten Weise geéindert.
Andrews hat nimlich in seiner Figur den Druck durch

1) Proc. of Roy. Soc. of London. Nov. 1871.
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die Abscissen und das Volumen durch die Ordinaten dar-
gestellt. Nun ist es aber in der mechanischen Wirme-
theorie Brauch, das Volumen durch die Abscissen und den
Druck durch die Ordinaten darzustellen, und diesem
Brauche gemiss ist die Figur umgezeichnet.

In den zu den Temperaturen 18,19 und 21,5° gehoren-
den Curven sind ae und f4 die oben erwihnten, dem Con-
densationsvorgange entsprechenden geraden Linien, welche
J.Thomson durch die punktirt gezeichneten gekriimmten
Linien abcde und fghik ersetzt hat.

J. Thomson hat seinen Schluss iiber die Gestalt
dieser Linien nur aus der Gestalt der zu den hoheren
Temperaturen gehérenden Curven von Andrews gezogen,
indem er verfolgte, wie diese letzteren sich bei der An-
niherung an die Temperatur von 81° allmihlich #ndern,
und dann dieselbe Art der Aenderung auch unter
310 fortsetzte. Anuf eine Untersuchung der Griinde fiir
diese eigenthiimliche Gestaltung der Druckcurven und auf
die Bildung eines ihnen entsprechenden mathematischen
Ausdruckes ist er nicht eingegangen.

Was diesen letztern Punkt, nimlich die mathemati-
sche Behandlung des Gegenstandes, anbetrifft, so sind
theils vor, theils nach der von Andrews ausgefiihrten
experimentellen Untersuchung von verschiedenen Autoren
Versuche gemacht, die Abweichungen der Gase vom Ma-
riotte’schen und Gay-Lussac’schen Gesetze durch ethe Glei-
chung auszudriicken.

Rankinel!) hat an Stelle von (1) eine Gleichung auf-
gestellt, mit welcher auch eine von W. Thomson und
Joule?) aus ibren Versuchen itber die bei der Ausdeh-
nung von Gasen stattfindende Temperaturdnderungen ab-
geleitete Gleichung sehr nahe iibereinstimmt, und welche
sich, in ihrer einfachsten Form so schreiben lisst:

1) Siehe Phil. Trans. for 1854, p. 336.
+2) Thomson u. Joule, Phil. I'rans. 1862, p. 579.
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c
Tv

worin ¢ ebenso, wie R, eine Constante bedeutet.

Hirn!') bat mit der (leichung (1) eine Umbildung
vorgenommen, bei welcher die beiden oben erwshnten Um-
stinde, welche vorzugsweise die Abweichung der Gase vom
Mariotte’schen und Gay-Iussac’schen Gesetze veranlassen,
nimlich das Volumen der Moleciile und ihre gegenseitige
Anziehung durch Einfithrung besonderer Grossen zur Gel-
tung gebracht sind. Die von ihm gebildete Gleichung,
welche nicht nur auf (Gase, sondern auch auf Kérper von
anderen Aggregatzustinden anwendbar sein soll, lautet:

(3) (p+7r)(v—w)=RT.

Hierin bedeutet w ,la somme de volumes des atomes“ und
r ,la somme des actions internes“, welche letztere Grosse
er auch ,la pression interne“ nennt. Bei der weitern
Behandlung dieser Gleichung, durch welche Hirn die
Grossen w und r zu bestimmen sucht, macht er Schiiisse,
welche mir nicht gerechtfertigt zu sein scheinen, und deren
Resultat daher auch meiner Ansicht nach der Wirklich-
keit nicht entspricht.

Recknagel hat in einer 1871 erschienenen und 1872
noch vervollstandigten Abhandlung?) an Stelle von (1) eine
(3leichung gebildet, welche #usserlich mit der von Ran-
kine aufgestellten Gleichung iibereinstimmt. Sie hat die
Form:

4 pv=37(r_&)

v

2) pr=RT-—

y

worin R eine Constante und B, eine Temperaturfunction
hedeutet. Diese letztere hat Recknagel anders bestimmt
als Rankine, indem sie nach ihm der absoluten Tempe-
ratur direct und dem dieser Temperatur entsprechenden

1) Hirn, Théorie mécanique de la chaleur, seconde édition 1865.
1. p. 193; troisiéme édition 2. p. 211.
2) Recknagel, Pogg. Ann. Ergbd. 6. p.563 u. 145. p. 469, 1872,
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Drucke des gesittigten Dampfes des gegebenen Stoffes
umgekehrt proportional sein soll.

J. D. van der Waals hat in einer nach der Ver-
offentlichung der oben citirten Versuche von Andrews
erschienenen, sehr interessanten Schrift!) an Stelle von
(1) eine Gleichung gebildet, in welcher, wie bei Hirn,.
die beiden Umstinde, der von den Moleciilen erfiillte
Raum und die gegenseitige Anziehung der Moleciile, be-
riicksichtigt sind, und welche folgende Form hat:

a
®) p+2)e—n=RT,
oder nach p aufgeldst:
T a
(5a) p=Ri—3 -

worin R, a und & Constante sein sollen. Die Werthe
dieser Constanten hat van der Waals fir Kohlensiure
folgendermassen bestimmt 2), wobei als Einheit des Druckes
eine Atmosphire und als Einheit des Volumens dasjenige
Volumen angenommen ist, welches die Kohlensiure unter
dem Drucke von einer Atmosphire beim Gefrierpunkte
einnimmt. Die in dem Werthe der ersten Constanten als
Nenner stehende Grosse 7, stellt die dem Gefrierpunkte
entsprechende absolute Temperatur, also angenahert die
Zahl 273 dar.

g _ 100846
6) &
( a = 0,00874,
b = 0,0023.

Diese Gleichung, welche ihrer Form nach ausseror-
dentlich einfach ist, gibt Druckcurven, welche den von
Andrews construirten und von J. Thomson vervollstin-
digten Curven ihrer Gestalt nach gut entsprechen, und
den charakteristischen Unterschied zwischen den Gestalten,

1) Van der Waals, Over de continuiteit van den gas- en Vloei-
stoftoestand, Leiden 1813, p. 56.
2) Van der Waals, p. 76 seiner Schrift.
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welche zu Temperaturen itber und unter 31° gehoren,
ebenfalls zeigen.

‘Was aber die genauere numerische Uebereinstimmung
der aus dieser Gleichung berechneten Werthe von p mit
den von Andrews beobachteten Werthen anbetrifft, so
hat schon van der Waals selbst die Bemerkung gemacht,
dass bei solchen Volumen, die kleiner als 0,0046 sind, der
Werth von & nicht mehr als constant betrachtet werden
diirfe, sondern mit abnehmendem Volumen verkleinert
werden miisse. Welches aber die Function des Volumens
sei, durch die man & darzusteilen habe, sei ihm noch nicht
gegliickt, zu finden.!)

Dazu kommen noch andere Abweichungen, die sich
erst spiter herausstellen konnten. Nach der Veroffent-
licht der Schrift von van der Waals hat nimlich das
zur Vergleichung mit den berechneten Werthen geeignete
Beobachtungsmaterial eine grosse und wichtige Bereiche-
rung erfabren, indem Andrews seine Untersuchungen
fortgesetzt und im Jahre 1876 drei neue Beobhachtungs-
reihen fiir die Temperaturen 6,5° 64° und 100° verdffent-
licht hat?), welche die frither verdffentlichten an Ausdeh-
nung weit iibertreffen und auch wohl eine erhéhte Genauig-
keit besitzen. Bei der Vergleichung mit diesen Versuchen
zeigt sich, dass die von van der Waals aufgestellte
Gleichung mit der Erfahrung nicht ibereinstimmt, und
auch mnicht durch eine Verinderung der den Constanten
beigelegten Werthe zur Uebereinstimmung gebracht wer-
den kann, sondern dass sie dazu einer wesentlicheren
Modification bedarf.

Der Hauptgrund dieser Abweichungen scheint mir
folgender zu sein. Van der Waals hat es als selbstver-
stindlich angenommen, dass die gegenseitige Anziehung der
Moleciile von der Temperatur unabhingig sei und also
pur eine Function des Volumens sein konne. Danach
miisste, wenn eine Quantitit des Gases bei constantem

1) Van der Waals, p. 78 und 52 seiner Schrift.
2) Andrews, Phil. Trans. for 1876, p. 421
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Volumen erwirmt wiirde, die Molecularanziehung unver-
andert bleiben. Dieses wiirde allerdings richtig sein, wenn
die Bewegung der Gasmoleciile bei niedrigerer und héherer
Temperatur sich nur durch die verschiedene Grisse der
mittlern lebendigen Kraft der Bewegung unterschiede, im
ibrigen aber in ganz gleicher Weise stattfinde, indem
die Wege aller Moleciille und die Verhiltnisse der Ge-
schwindigkeiten in den verschiedenen Stadien eines Weges
dieselben bliehen. Auch glaube ich, dass man eine solche
Annahme iiber die Gleichartigkeit der Bewegung in dem
Falle machen darf, wo man nur den idealen Zustand eines
Gases betrachtet, welchen wir den vollkommenen Gas-
zustand nennen. Wenn es sich aber darum handelt, die
Abweichungen eines Grases vom vollkommenen Gaszustande
zu untersuchen, so scheint mir dabei diese Annahme nicht
mehr zulissig zu sein.

Ich will iber die Art, wie die Bewegung beim Ver-
lassen des vollkommenen Gaszustandes sich #ndert, hier
keine bestimmte Theorie aufstellen, aber ich will mir wenig-
stens erlauben, eine Art der Aenderung als eine mogliche
anzufithren. Fiir den vollkommenen Gaszustand ist anzu-
nehmen, dass jede zwei Moleciile, welche zusammenfliegen,
sich nach dem Zusammenstosse wieder trennen. Wenn das
Gas dagegen zur Flissigkeit condensirt ist, so findet ein
ganz anderes Verhalten statt, nimlich dass die Moleciile
im allgemeinen durch ihre gegenseitige Anziehung zu-
sammengehalten werden und nur ausnahmsweise, hei be-
sonders giinstigem Zusammentreffen der Bewegungsphasen,
einzelne Moleciile sich von der iibrigen Masse trennen.
Zwischen diesen beiden extremen Zustinden kann man
sich nun wohl einen Zwischenzustand von der Art denken,
dass zwar der Regel nach die Moleciile sich nach dem
Zusammenstosse wieder trennen, dass es aber doch zu-
weilen vorkommt, dass zwei Moleciile nach dem Zusammen-
treffen sich nicht wieder trennen, sondern nur gegen ein-
ander oscilliren, wihrend sie die fortschreitende Bewegung
gemeinsam ausfithren, bis etwa durch die bei weiteren Zu.



R. Clausius. 347

sammenstdssen eintretende Verinderung der Bewegung die
Trennung wieder veranlasst wird. Dié Anzahl solcher zu-
sammenhaftenden Moleciilpaare wiirde dann um so grosser
werden, je niedriger die Temperatur und je geringer daher
die mittlere lebendige Kraft der Bewegung wiirde, und es
konnten bei weiterem Sinken der Temperatur auch Fille
hinzukommen; wo nicht blos zwei, sondern mehrere Mole-
cille zusammenhafteten und als Moleciilgruppen die fort-
schreitende Bewegung gemeinsam machten.

Wenn ein solches Verhalten eintrite, so wirde da-
durch die mittlere Stirke der gegenseitigen Anzichung der
Moleciile wachsen, indem die vereinigt bleibenden Moleciile
sich natiirlich wegen der grissern Nihe auch stirker an-
zogen, und demgemiss diirfte man die Grosse, welche
inderFormel diegegenseitige AnziehungderMole-
ciile reprasentirt, nicht als von der Temperatur
unabhéngigbetrachten,sondernmiisste annehmen,
dass sie mit sinkender Temperatur grésser wiirde.

Ferner hat van der Waals aus theoretischen Be-
trachtungen den auch schon von anderen in ihren For-
meln ausgedriickten Schluss gezogen, dass die durch die
gegenseitige Anziehung der Molecille bedingte Abnahme
des Druckes dem Quadrate des Volumens umgekehrt pro-
portional sei. Diesen Schluss kann man fiir grossere Vo-
lumina als angenahert richtig zugestehen, braucht ihm aber
keine allgemeine und strenge Giiltigkeit zuzuschreiben,
sondern kann annehmen, dass auch von ihm eine Abwei-
chung stattfinde, die um so griosser werde, je mehr sich
das Volumen verkleinere.

Ich habe nun versucht, eine Formel fiir p zu bilden,
welche aus den fritheren Formeln dasjenige beibehilt, was
mir in ihnen richtig zu sein scheint, zugleich aber den
oben erwihnten modificirenden Umstinden Rechnung trigt,
und tei moglichster Einfachheit mit den #lteren und neueren
Beobachtungen von Andrews, sowie auch mit den sonst
vorhandenen Beobachtungen geniigend iibereinstimms. Es
ist dieses wegen eines besondern Umstandes mit grossen
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Schwierigkeiten verbunden. Die fiir p zu bildende Formel
hat namlich, wie man schon aus den Gleichungen (2), (8),
(4) und (5), wenn man sie nach p auflost, ersehen kann,
die Eigenthiimlichkeit, dass sie die Differenz aus zwei
Grossen ist, welche beide viel grissere Werthe haben
kénnen, als p. Dadurch wird es bewirkt, dass Ungenauig-
keiten, welche im Verh#ltnisse zu den beiden einzelnen
Grossen nur klein sind, doch in p im Verhiltniss zu seinem
‘Werthe. bedeutende Abweichungen von der Erfahrung her-
vorbringen konnen, und dass daher die Bestimmung der
einzelnen Grossen um so genauer stattfinden muss.
DieFormel, welcheich gebildet habe, hat folgende Gestalt:

T ¢
@ P=R T T T A
worin R, ¢, ¢ und g Constante sind.

Diesen Constanten hat man fiir Kohlensiure, wenn
man als Druckeinheit eine Atmosphire und als Volumen-
einheit, wie vorher, dasjenige Volumen wihlt, welches die
Kohlensaure unter dem Drucke von einer Atmosphire und
bei der Temperatur des Gefrierpunktes einnimmt, folgende
‘Werthe zu geben:

. 100682 003 688
T,
®) ¢ = 2,0035
« = 0,000 843
£ = 0,000977.

‘Wihlt man dagegen als Druckeinheit den Druck eines
Kilogramm auf ein Quadratmeter und als Volumeneinheit
ein Cubikmeter, indem man dabei voraussetzt, dass die
betrachtete Menge Kohlensiure ein Kilogramm sei, so hat
man den Constanten folgende Werthe beizulegen:

R =19,273
¢ = 5533
(9)
¢ = 0,000426

B = 0,000494.
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Zur Priifung der Uebereinstimmung dieser Formel mit
der Erfahrung habe ich die drei neueren Beobachtungs-
reihen von Andrews, welche sich auf die Temperaturen
6,5% 64° und 100° beziehen, und drei der dlteren Beobach-
tungsreihen, welche sich auf die Temperaturen 13,19, 81,1°
und 48,1° beziehen, zur Vergleichung gewshlt. Bei jeder
dieser Reihen habe ich aus den darin vorkommenden Vo-
lumen eine Anzahl, welche sich iiber das ganze Beobach-
tungsintervall moglichst gleichméssig vertheilen, zur Be-
trachtung ausgewihlt. Dabei ist aber noch zu bemerken,
dass Andrews die Volumen nicht so ausgedriickt hat,
dass allen Zahlen  eine und dieselbe Einheit zu Grunde
liegt, sondern dass er bei jeder Temperatur dasjenige Vo-
lumen, welches die Kohlensiiure bei dieser Temperatur
unter dem Drucke von einer Atmosphire einnimmt, als
Einheit genommen hat. Das auf diese Weise ausgedriickte
Volumen hat er mit ¢ bezeichnet. Um hieraus das von
uns mit » bezeichnete Volumen, bei dem das beim Ge-
frierpunkte unter dem Drucke von einer Atmosphire
von der Kohlensiure eingenommene Yolumen als Einheit
zu Grunde liegt, zu berechnen, miissen wir den Ausdeh-
nungscoéfficienten der Kohlensiure unter atmosphirischem
Drucke kennen. Fiir diesen ist der von Regnault ge-
fundene Werth 0,00371, welchen auch Andrews in seinen
Rechnungen benutzt hat, in Anwendung gebracht.

Die so erhaltenen Werthe von » sind zugleich mit
den betreffenden Temperaturen in die Formel eingesetzt,
und aus dieser dann die dazu gehdrigen Werthe von p be-
rechnet. Diese Werthe sind in den folgenden Tabellen
mit p (ber.) bezeichnet, und unter ihnen stehen die ent-
sprechenden beobachteten Werthe, welche mit p (beob.)
bezeichnet sind. Auch sind noch die mit 4 bezeichneten
Differenzen zwischen den beobachteten und den berech-
neten Werthen von p hinzugefiigt. Bei jeder Reihe ist
angegeben, ob sie zu den #lteren oder neueren Beobach-
tungsreihen von Andrews gehort.
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I. Temp. 6,5° (neuere Reihe).
1 ' 1 [ 1
e BE | ®mE | B®
v 0,06349 | 0,03458 | 0,02236
p (ber.) 14,65 24,63 34,15
p (beob.) 14,68 24,81 34,49
4 — 0,03 | —018 | —0,34
II. Temp. 13,19 (altere Reihe).
| 1 1 ; 1
S 5 £x) Wi 507
v 0,013 763 : 0,013 037 |0,002 182 8 0,002 053 2
p (ber.) 4798 49,21 54,66 74,96
p (beob.) 4750 | 48,76 54,56 90,43
4 +048 ' 4051 | +010 ' —1547
III. Temp. 31,1° (altere Reihe).
1 1 1 ‘ 1 1
& 80,55 1EEE O Tias ' ’ 311,1 405,5
v { 0,013847 | 0,008 966 | 0,006 395 | 0,003 585 | 0,002 751
p (ber.) 54,92 68,44 ‘ 75,33 78,22 92,47
p (beob.) 54,79 67,60 | 73,83 75,40 85,19
4 +018 | +084 | +150 | +28 | +7,28
IV. Temp. 48,1° (iltere Reihe).
1 1 1 ! 1
& 864 | 1463 \ 2934
v 0,013 631 | 0,008 028 | 0,003 949
p (ber) 62,05 8442 1 1126
p (beob.) 62,60 8435 | 1094
4 —055  +007 | 432
Y. Temp. 64° (neuere Reihe).
L Y T
& YT w3 | | 185 | MR
v 0,05118 | 0,02670 ~ 0,01483 | 0,006 671 | 0,002 772
p (ber.) 22,41 39,95 63,99 107,06 | 202,30
p (beob.) 22,56 40,54 64,96 106,88 222,92
4 —0,15 | —059 | —097 +0,18 | — 20,62
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VI. Temp. 100° (neuere Reihe).

| 1 | 1 1 _‘ 1 i 1
¢ | wmw | e w6 | aisp | sy
v 0,05235 | 0,02708  0,014185 | 0,006 289 . 0,003 615
pber) . 2465 | 4530 78,69 | 14629 230,09
p (beoh) . 2485 45,99 §0,25 @ 145,44 223,57
4 020 | —069 —156 | +085 4+ 652

Aus diesen Tabellen ist ersichtlich, dass zwischen den
aus der Formel berechneten und den beobachteten Werthen
von p im allgemeinen eine geniigende und zum Theil eine
auffallend gute Uebereinstimmung stattfindet. Indessen
kommen bei den grissten in den Versuchen erreichten
Dichtigkeiten der Kohlensiure, welche das Vier- bis Fiinf-
hundertfache der unter dem Drucke von einer Atmosphire
stattfindenden Dichtigkeiten betragen, doch erhebliche Diffe-
renzen vor. Diese veranlassten mich anfangs, mit der
Formel noch eine Aenderung vorzunehmen, indem ich im
zweiten Gliede noch eine Temperaturfunction als Factor
einfithrte, welche dazu dienen sollte, die Differenzen aus-
zugleichen. Dadurch verlor aber die Formel ihre bisherige
Einfachheit, und es entstand die Frage, ob jene Differenzen
wirklich von so grosser Bedeutung sind, um eine solche
Aenderung der Formel zu rechtfertigen. Diese Frage
glaubte ich bei naherer Betrachtung der Sache verneinen
Zu miissen.

Die Differenzen wechseln nimlich in ganz auffalliger
Weise ihr Vorzeichen. Bei 13,1° ist die grosste Differenz
negativ, bei 31,1° positiv, bei 64° negativ und bei 100°
wieder positiv. BEin so haufiger Zeichenwechsel spricht
nicht dafiir, dass der Grund der Differenzen in der Formel
liegt, sondern mehr dafiir, dass er in Beobachtungsfehlern
zu suchen ist. Auch sind im vorliegenden Falle, selbst
bei sorgfiltigster Beobachtung, solche Fehler sehr wohl
denkbar. Das Volumen der’ stark verdichteten Kohlen-
sdure wurde in Capillarrohren gemessen. Wenn es nun
schon so klein geworden war, dass es nur noch ein Vier-
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bis Fiinfhundertstel seiner urspriinglichen Grosse betrug,
so konnten bei der Ablesung leicht Fehler vorkommen,
welche zwar, absolut genommen, sehr klein, aber verhilt-
nissmissig doch gross genug waren, um in der Formel
fiir p, welche bei kleinen Werthen von » ihren Werth sehr
schnell mit v &ndert, Differenzen von den in der Tabelle
vorkommenden Grdssen zu verursachen.

Auch das zur Bestimmung des Druckes dienende Luft-
manometer bestand aus einer Capillarréhre, in welcher die
Luft bei den grossten vorkommenden Drucken so kleine
Volumina einnahm, dass ein geringer Beobachtungsfehler
einen sehr grossen Einfluss auf den aus der Beobachtung
abgeleiteten Druck ausiiben musste.

Ferner ist zu bemerken, dass Andrews bei der Ab-
leitung des Druckes aus den Angaben des Luftmanometers
von der Voraussetzung ausgegangen ist, dass die Luft bis
zu den grossten in den Versuchen angewandten Drucken,
welche bis iiber zweihundert Atmosphiren reichten, dem
Mariotte’schen Gesetze folge. Dieses ist aber bekanntlich
nicht der Fall, sondern es finden bei solchen Drucken
schon betrichtliche Abweichungen statt. Ich versuchte
anfangs, unter Zuhiilfenahme der Beobachtungen von Cail-
letet und Amagat iiber die Zusammendriickung des Stick-
stoffs, die aus den Manometerangaben abgeleiteten Druck-
grossen zu corrigiren, fand aber, dass die Beobachtungs-
resultate dieser beiden Forscher doch nicht in geniigender
Weise unter einander iibereinstimmen, um sie mit hinling-
licher Sicherheit zu einer solchen Correction anwenden zu
kénnen. Ich habe daher in der Tabelle einfach die von
Andrews angefiihrten Werthe von p wiedergegeben.

Endlich muss ich noch auf einen eigenthiimlichen
Unterschied aufmerksam machen, welcher sich in den
zwischen den berechneten und den beobachteten Werthen
von p stattfindenden Differenzen zeigt In den #lteren
Beobachtungsreihen sind namlich die Differenzen fast alle
positiv und in den neueren fast alle negativ. Auch dieser
Unterschied spricht dafiir, dass die Differenzen ihren Grund
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mehr in den die Versunche beeinflussenden Umstinden, als
in der Formel haben.

Aus allen diesen Griinden muss man auf eine gewisse,
den grissten beobachteten Werthen von p noch anhaftende
Unsicherheit schliessen, und demgemiss darf man an die
Uebereinstimmung zwischen den berechneten und den beob-
achteten Werthen keine zu strengen Anforderungen stellen.
Ich habe daher von der oben erwihnten, die Formel com-
plicirter machenden Aenderung wieder Abstand genommen
und bin auf ihre urspriingliche und einfachste Gestalt
zuriickgekommen, welche mir nicht nur in praktischer, son-
dern auch in theoretischer Beziehung den Vorzug zu ver-
dienen scheint.

Die in der Formel vorkommenden Constanten habe
ich durch ziemlich mithsame Rechnungen so bestimmt, dass
die aus der Formel sich ergebenden Werthe von p sowohl
mit den neueren, als auch mit den Alteren Beobachtungs-
resultaten von Andrews miglichst gut iibereinstimmen,
und dass von den bei grossen Dichtigkeiten der Kohlen-
siure bestehen bleibenden Differenzen ungefihr ebensoviele
positiv, wie negativ sind. Bei diesen Werthen der Con-
stanten findet auch mit den Beobachtungsresultaten von
Regnault, welche in Bezug auf die Verdichtung der
Kohlens#iure lange nicht so weit reichen, wie die von
Andrews, eine gentigende Uebereinstimmung statt. Ich
glaube daher, dass diese Werthe der Constanten dem gegen-
wiartig vorhandenen Beobachtungsmaterial, welches gerade
bei der Kohlenssure vollstandiger ist, als bei irgend einem
anderen Gase, mit hinlinglicher Genauigkeit entsprechen.

Was die anderen Gase anbetrifft, so kann man meiner
Ansicht nach die allgemeine Gleichung (7) auch auf diese
anwenden, muss aber natiirlich die Constanten fiir jedes
Gas besonders hestimmen.

Im Anschluss an das Vorige muss noch eine Frage

erortert werden, welche sich bei der Betrachtung der von
Ann. d. Phys. u. Chem, N.F. IX, 23
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Andrews gezeichneten und von James Thomson ver-
vollstandigten Druckcurven aufdringt.

Wenn ein Gas, z B. Kohlensiure, bei einer unter der
kritischen Temperatur liegenden Temperatur zusammen-
gedriickt wird, so beginnt bei einem gewissen Volumen die
Condensation, und es tritt damit ein Zustand ein, in wel-
chem ein Theil des Stoffes fliissig und der andere gas-
formig ist. So lange dieser Zustand bei der weitern
Volumenverminderung fortdauert, bleibt der Druck con-
stant und das entsprechende Stiick der isothermischen
Druckcurve ist somit eine horizontale gerade Linie. Neben
dieser geraden Linie kann man sich, wie oben besprochen
wurde, nach James Thomson noch eine andere isother-
mische Druckcurve denken, welche denjenigen Druck dar-
stellt, der bei derselben Volumenénderung stattfinden wiirde,
wenn diese in der Weise vor sich ginge, dass stets die
ganze Menge des Stoffes sich in gleichem Zustande befinde.
Wenn diese letztere Art der Volumeninderung auch in
der Wirklichkeit nicht stattfindet, weil die in ihr vorkom-
menden Gleichgewichtszustinde zum Theil labil sind, so
muss man sie doch als theoretisch méglich betrachten, und
in der That stellt die letztere Druckcurve den durch unsere
Formel bestimmten Druck dar.

Es fragt sich nun aber, in welcher Lage diese theore-
tische Druckcurve und die dem wirklichen Vorgange ent-
sprechende horizontale gerade Linie sich zueinander be-
finden. _

James Thomson hat sich daritber nicht ausge-
sprochen, sondern hat nur in der auf Taf. IT, Fig. 1 wieder-
gegebenen Andrews’schen Figur zu den auf die Tempera-
turen 13,1° und 21,5° beziiglichen Druckcurven die dort
punktirt gezeichneten Curvenstiicke hinzugefiigt. Diese sollen
wahrscheinlich nur dazu dienen, eine ungefihre Vorstellung
von der moglichen Gestalt und Lage der Curvenstiicke zu
geben. Als wirklich richtig konnen sie in dieser Form
nicht gelten.

Maxwell geht in den ersten Auflagen seines Buches
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»Theory of Heat* p. 125 niher auf die Sache ein. Denkt
man sich eine der stetig verlaufenden theoretischen Druck-
curven, z B. die zu der Temperatur 13,1° gehdrige, gegeben
und zeichnet die horizontale Gerade in verschiedenen Hohen
hinein, so erhilt man jedesmal zwei Punkte « und e als
Endpunkte der Geraden. Die Differenz zwischen den beiden
‘Werthen, welche die Energie des Stoffes in den diesen
beiden Punkten entsprechenden Zustinden hat, ist fiir die
verschiedenen Lagen der Geraden verschieden gross, und
nun sagt Maxwell, diejenige Lage der Geraden, bei der
diese Differenz ein Maximum sei, sei die richtige. In der
vierten Auflage seines Buches aber ist diese Stelle geéindert
und die Lage der horizontalen (Greraden unbestimmt ge-
lassen. Man muss daher wohl annehmen, dass Maxwell
seine frithere Ansicht iiber diesen Punkt spiter wieder
aufgegeben hat.

Van der Waals sagt auf p. 121 seiner oben citirten
Schrift: ,Es hat mir nicht gliicken wollen, in einer der
Eigenschaften des gesittigten Dampfes ein Merkmal zu
finden, durch welches festgestellt werden kdnnte, wo die
(gerade) Linie durch die Isotherme gezogen werden muss.“

Hiernach darf wohl die Frage, welche Lage die den
Druck des gesittigten Dampfes angebende horizontale Ge-
rade in der isothermischen Druckcurve hat, als eine noch
offene angesehen werden, und ich will mir erlauben, die-
jenige Beantwortung dieser Frage, welche sich mir bei der
Betrachtung des Gegenstandes dargeboten hat, hier mit-
zutheilen.

Wenn man die fir die Temperatur von 13,1° von
Andrews gezeichnete und von J. Thomson vervollstian-
digte Druckcurve betrachtet, so sieht man, dass sie von
m bis a und weiterhin von e bis n einfach, dagegen zwischen
a und e doppelt ist. Zwischen den beiden Zustinden des
Stoffes, welche den Punkten « und ¢ entsprechen, und welche
wir kurz die Zustinde @ und ¢ nennen wollen, gibt es also
zwei Wege, auf welchen der Stoff aus dem einen in den
andern iibergehen kann. Der Uebergang kann auf jedem

23%*
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dieser Wege unter ganz gleichen Umsténden sowohl in der
Richtung von a nach ¢, als auch in der Richtung von e nach
a stattfinden, und die betreffenden Verinderungen sind somit
beide als umkehrbar zu bezeichnen. ,

Denken wir uns nun, dass der Stoff auf dem durch die
Curve abcde dargestellten Wege von a nach e iibergehe
und auf dem durch die Gerade ea dargestellten Wege
wieder von e nach a zuriickkehre, so haben wir einen um-
kehrbaren Kreisprocess. Fiir die im Verlaufe desselben
dem verinderlichen Stoffe von aussen her mitgetheilten
positiven -oder negativen Wirmemengen, deren Element
d @ heissen moge, muss daher die bekannte Gleichung:

ip-s

gelten. Da nun im gegenwirtigen Falle die Temperatur
T constant ist, indem die Linien, welche den Kreisprocess
graphisch darstellen, nur isothermische Linien fiir eine und
dieselbe Temperatur sind, so vereinfacht sich die Gleichungin:

[dQ=0.

Die dem Stoffe mitgetheilten, theils positiven, theils nega-
tiven Wiarmemengen heben sich also gegenseitig auf.
Daraus folgt weiter, dass auch die wihrend des Kreis-
processes gethane, theils positive, theils negative Aussere
Arbeit sich aufheben muss. Die zu den beiden Ab-
schnitten des Kreisprocesses gehérenden Ueberschiisse der
positiven Arbeit iiber die negative werden durch die in
der Figur vorkommenden Flichenrdume dargestellt, und
zwar stellt der iiber der Geraden liegende Flichenraum
cdec einen positiven, und der unter der Geraden liegende
Flachenraum abca einen negativen Ueberschuss dar. Diese
beiden Flachenriume miissen somit, um fiir die Gesammt-
arbeit den Werth Null zu geben, unter einander gleich
sein. Hierdurchist, wenn die dem homogenen Zustande ent-
sprechende theoretische Druckcurve gegeben ist,auch die Lage
der dem wirklichen Verdampfungs- und Condensationspro-
cesse entsprechenden horizontalen geraden Linie bestimmt
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Man kann die vorstehende Bedingung folgendermassen
als Satz aussprechen: Der Druck des gesittigten
Dampfes ist so gross, dass die #Aussere Arbeit,
welche bei der Verdampfung geleistet wird, gleich
derjenigen ist, welche geleistet werden wiirde,
wenn der Stoff bei derselben Volumenzunahme
homogen bliebe. Man kann dieses auch noch etwas
kiirzer so fassen: Der Druck des gesattigten Dampfes
ist gleich dem mittlern Drucke des homogen blei-
benden Stoffes bei einer der vollstindigen Ver-
dampfung entsprechenden Volumenzunahme.

Die von J. Thomson fiir die Temperatur von 13,1°
zwischen a und ¢ gezeichnete Curve entspricht dieser Be-
dingung nicht, indem die Flacheninhalte der von ihr und
der horizontalen Geraden gebildeten Figuren abca und cdec
augenscheinlich ungleich sind. Um nun zu sehen, wie die
Sache sich gestaltet, wenn man zur Bestimmung des Druckes
die Gleichung (7) anwendet, habe ich fiir so viele zwischen
a und ¢ liegende Werthe von v die entsprechenden Werthe
von p berechnet, dass daraus der Verlauf der Curve zwischen
a und e zu ersehen ist. Die dabei erhaltenen Werthe sind,
nebst den oben in Tabelle IT schon einmal mitgetheilten
Werthen von p, welche sich auf einige ausserhalb des
Intervalls ae liegenden Werthe von v beziehen, in der fol-
genden Tabelle zusammengestellt:

v | 0013768 | 0,013087 | 0012 | 0,011 | 0,010 | 0,009 | 0,008
| B

p | 47,98 | 4927 | 51,12 | 5287 | 5450 | 5584 | 56,63
v | 0,007 | 0,006 | 0,005 | 0,004 i 000350 | 0,00825 | 0,00800
p | 5638 | 5428 ] 49,00 | 3883 ! 3205 | 2883 | 2653
v | 000285 | 000275 | 000250 | 0,0021828 | 0,002 0532
p | 2611 | 2852 | 38152 | 5466 | 7496

Unter Anwendung dieser Werthe erhélt man eine Curve
von der auf Taf. IT Fig.2 gegebenen Gestalt. Diese Curve ent-
spricht der obigen Bedingung mit hinlanglicher Genauigkeit.
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