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I.- Introduccion: la “teoria de la probabilidad”

En este apartado se van a exponer algunos conceptos bédsicos que normalmente
se estudian en Secundaria: probabilidad, cdlculo de probabilidad, experimento,
suceso, espacio muestral, operacién con sucesos, y combinacién. Para no extender
demasiado el texto, algunas definiciones béasicas se han incluido en un Glosario
final para su consulta.

Para comenzar, déjese claro que en otros muchos ambitos de la Ciencia, no existe
una sola forma de entender el concepto de probabilidad. Asi, la filosofia, la
epistemologia, las matematicas, o la psicologia, han generado sus versiones de qué
es la probabilidad (Hajek & Hitchcock, 2016). En este documento introductorio
la probabilidad se entenderd como una medida de la incertidumbre (Morin, 2016).

Es la “Teoria de la Probabilidad” como rama de las matemaéticas donde se
ocupan del estudio de la incertidumbre y el azar, analizando y modelizando
situaciones donde los resultados que se obtienen en acciones u observaciones no
estd determinadas (no generan un resultado seguro).

Dentro de este enfoque, hay cuatro categorias principales que clasifican las formas
de calcular la probabilidad.

1. Probabilidad clasica. Se conoce como Regla de Laplace: la probabilidad
de un suceso se puede calcular dividiendo el niimero de veces favorables de
un suceso y el nimero total de sucesos posibles.

P(A) = n de casos favorables del suceso A na
N N total de posibles sucesos N

2. Probabilidad frecuentista. Define la probabilidad de un evento como
el limite de su frecuencia relativa en un gran nimero de ensayos. Este
método es comun en situaciones donde se pueden realizar o se han realizado
experimentos repetidos, como lanzar un dado muchas veces para ver cuantas
veces sale un ntimero particular.
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3. Probabilidad subjetiva. La probabilidad subjetiva se basa en el juicio

personal o la creencia sobre la ocurrencia de un evento, y puede variar de


https://es.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace

una persona a otra. Este tipo de probabilidad es comiin en situaciones
donde no es posible tener datos completos o experimentos, como en la
prediccién del tiempo o en la evaluacién de riesgos financieros.

4. Probabilidad bayesiana. Thomas Bayes desarrollé una forma de calcular la
probabilidad basada en la informacién previa que se tiene sobre los sucesos.
Desde esta perspectiva, la probabilidad de un suceso se actualizara a
medida que se tiene nueva informacién sobre el mismo. A partir de sus
postulados se ha elaborado toda una rama de la estadistica (estadistica
bayesiana) muy utilizada actualmente en Inteligencia Artificial.

El ejemplo tipico de cédlculo de probabilidad desde la perspectiva clédsica, es el
experimento (ver en el glosario qué es un experimento en este contexto) de lanzar
un dado y ver qué lado queda hacia arriba. En este experimento, se tienen los
siguientes componentes:

e Sucesos elementales posibles: 1, 2, 3, 4, 5, o 6.
o Espacio muestral: E={1, 2, 3, 4, 5, 6}

Los sucesos se pueden operar de dos formas: unién de sucesos, o interseccion de
sucesos.

Unién de sucesos:

La unién de dos o mas sucesos consiste en comprobar que se obtienenparte o
todos ellos al establecer las condiciones. Esta relacionado con el operador l6gico
OR y se representa como U. Por ejemplo, se dispone el experimento de lanzar
un dado y comprobar si el resultado es par (A) o inferior a 3 (B):

« Espacio muestral de los sucesos “ser par (A)”: E={2, 4, 6}

o Espacio muestral de los sucesos “ser inferior a 3 (B)”: E={1, 2}

o Unién de los sucesos A y B: Espacio muestral de los sucesos AUB={1,2,4,6}.
Noétese que un elemento es comin, que es la interseccién de ambos espacios
muestrales P(AN B) = ¢ por lo que sdlo se incluye una vez.

En este caso, la probabilidad de AUB es la suma de la probabilidad de A y la
probabilidad de B:

P(A) = %; 1)
P(B)=; 2)
P(AUB):% %f%:% (3)
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Interseccion de sucesos:

La interseccién de dos o més sucesos elementales (A, B, C, etc.) se refiere a la
posible ocurrencia simultdnea de dos o mas de estos sucesos: ANBNCN...Z.

Interseccion de sucesos independientes: dados dos sucesos independientes, A
y B, la probabilidad de la intersecciéon es el producto de sus probabilidades
individuales:

P(ANB)=P(A)-P(B)
Por ejemplo, partiendo del experimento lanzar un dado, se tienen en cuenta dos
sucesos compatibles compuestos A y B:
o A={2, 4, 6}; entonces: P(A) =3

= 6'
« B={3, 6}; entonces: P(B) = 2.

De lo anterior se deriva que la interaccién entre A y B es sélo el suceso {6}. Por
tanto P(AN B) = .

Comprobandose que la unién de las probabilidades de A y B es:

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) =
P(AUB) =

4

+
SR\
\
=

P(AUB) =

=W

Interseccion de sucesos relacionados: dados dos sucesos no independientes, A y
B, la probabilidad se calcula considerando que un suceso esta condicionado al
otro:

P(ANB) = P(A|B) - P(B)

Donde:

P(AN B) es la probabilidad de que ambos sucesos A y B ocurran al
mismo tiempo. P(A|B) es la probabilidad de que ocurra el suceso
A dado que ya sabemos que el suceso B ha ocurrido. P(B) es la
probabilidad del suceso B.

Por ejemplo, supongamos que la probabilidad de tener gripe (A) habiendo
presentado fiebre (B) es P(A|B)= 0.6, y que la probabilidad de tener fiebre es
P(B)=0.2. Entonces, la probabilidad de que una persona tenga fiebre y gripe es
P(AN B):

P(ANB) = P(A|B) - P(B) = 0.6 -0.2 = 0.12



En este momento conviene recordar la idea de “combinacién”. Imaginemos
una clase con 7 estudiantes, donde la profesora quiere que revisen su tarea en
parejas para aprender unos de otros. Dado que los estudiantes son distintos
entre s{ y el orden en el que se revisan las tareas no importa (es decir, la pareja
“Estudiante A y Estudiante B” es la misma que “Estudiante B y Estudiante
A”), estamos tratando con una “combinacioén sin repeticién.” Para determinar
cuantas diferentes parejas se pueden formar para la revisién de la tarea, podemos
utilizar la férmula para combinaciones sin repeticion:

n!
Conk) = = h)

En este caso, n = 7 (el ntimero de estudiantes) y k = 2 (ya que se estdn formando
parejas). Sustituimos estos valores en la férmula:

7! Tx6 42
Ax(7T—2)  2x1 2

C(7,2)

Se pueden formar 21 diferentes parejas de estudiantes para la revision de la tarea
en esta clase de matematicas.

I1.- Introduccion a las distribuciones de probabilidad

Este apartado presenta una introduccién a la idea de distribucién de probabilidad,
incluyendo algunas de las méas habituales. Debe tenerse claro que todo el texto
hace referencia a la estructura tedrica de las distribuciones de probabilidad.
Posteriormente, esta construccion teédrica tendra su aplicacién directa a la hora
de estimar las caracteristicas de las poblaciones, asi como a la hora de obtener
evidencia de las diferencias entre grupos.

Empecemos asumiendo que una distribucién de probabilidad es una repre-
sentacién (por ejemplo una lista, una tabla, un grafico, etc.) de la probabilidad
de un suceso en un experimento aleatorio. Por ejemplo, al realizar la elecciéon de
digitos al azar de 1 a 10, se han obtenido los siguientes 20 resultados: {2, 4, 5, 3,
5,6,4,6,6,3,5,4,4,6,7,5,6, 2,4, 8}.

La siguiente tabla recoge dichos resultados, asi como el nimero de veces que
se repiten (frecuencia) y su frecuencia relativa. Segin la regla de Laplace, la
probabilidad coincide con la columna de la frecuencia relativa.
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Valores (X) Frecuencia (f) Frecuencia relativa (fr)

2 2 2/20 = 0.10
3 2 2/20 = 0.10
4 5 5/20 = 0.25
5 4 4/20 = 0.20
6 5 5/20 = 0.25
7 1 1/20 = 0.05
8 1 1/20 = 0.05

La tabla anterior vincula los valor (resultado en el espacio muestral) con su
probabilidad. La propia tabla se convierte en una funcién (jesto es lo que
hace una funcién: establecer una relacién entre un conjunto de elementos y
los nidmeros reales!). Es decir, la tabla permite conocer la probabilidad P de
cualquier suceso de X. Asi, la probabilidad de que en el experimento se obtenga
como resultado un 6 es Px—¢) = 2—50 = 0.25.

Representando las distribuciones de probabilidad

Supongamos el siguiente ejemplo: en una clase de 20 alumnos se ha realizado un
examen. El espacio muestral son las calificaciones que pueden ser X={0, 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, 10}. Las puntuaciones obtenidas por 20 alumnos han {5, 6, 7,
8,9,6,7,5 8,8, 7,7,6,5 9,8 8, 6,9, 7} que se pueden ver tabuladas en la
siguiente tabla.

Nota  Frecuencia Frecuencia relativa, Frecuencia relativa acumulada
5 3 3/20 = 0.15 0.15
6 4 4/20 = 0.20 0.35
7 5 5/20 = 0.25 0.60
8 5 5/20 = 0.25 0.85
9 3 3/20 = 0.15 1.00

Tal como se ha dicho anteriormente, la tabla acttia como una funcién de prob-
abilidad, mostrando la probabilidad de calificacién (suceso) en el examen. Por
ejemplo, la probabilidad de obtener un “7” es P(X = 7) = 0.25 y la probabilidad
de obtener un 6 o menos es del 0.35 o 35% (frecuencia relativa acumulada). De
forma andloga, la probabilidad de obtener més de 8 del 15% (1 menos 0.85).

Sin embargo, usar tablas para representar las probabilidades no es demasiado
cémodo. En su lugar, es preferible tratar de expresarlo con algin tipo de ecuacion
o férmula. Por ejemplo, veamos la siguiente tabla.



Valores Frecuencia relativa

(x) Frecuencia Frecuencia relativa (y) acumulada
0 0 0.0 0.0
1 1 0.033 0.033
2 4 0.133 0.166
3 9 0.3 0.466
4 16 0.533 1.0

La funcién y = 22 (para valores de x entre 0 y 4) genera una grafica similar a la de
la tabla de frecuencias relativas, lo que permite usar esta expresién para modelar
la probabilidad, simplificando el proceso. A continuacion, se describen algunas
de las expresiones mas comunes que representan distribuciones de probabilidad
en las Ciencias Sociales. Estan organizadas en funcién de si las variables son
discretas o contintas:

e En general, si las variables del experimento aleatorio son discretas, la
funcién que asigna las probabilidades se llamara funcién de probabilidad
discreta.

o Por su parte, si la variable es continua, la funcién se llamara funcién de

densidad de probabilidad.

Distribuciones de probabilidad basicas

Siguiendo con lo anterior, debemos tener claro que aunque el niimero de dis-
tribuciones es realmente alto (consultar sélo por curiosidad AQUi o AQUI), en
la practica basta con conocer las méas habituales:

« Para variables discretas: distribucién binomial.
e Para variables continuas:

— Distribucién normal.

— Distribucién t-student.

Distribucién binomial

La distribucién binomial es el pariente rico de la distribucién de Bernoulli,
porque sabe como trabajar con mas de un evento a la vez. Imagina que estas en
un colegio de primaria y decides hacer un miniestudio. Quieres saber cuantos
menores en una clase vienen de familias donde los progenitores estan divorciados.
Entonces, hay dos posibilidades: o estdan divorciados (marquemos esto como p)
o no lo estdn (¢). La distribucién binomial permite calcular hasta qué punto
es probable encontrar un nimero determinado de menores con progenitores
divorciados entre una muestra.
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Caracteristicas principales de la distribucién binomial:

Ensayos de Bernoulli: se basa en una serie de ensayos donde solo hay dos
posibles resultados (como “éxito” o “fracaso”).

Numero fijo de ensayos: el ntimero total de ensayos realizados es fijo y
conocido de antemano.

Probabilidad constante: La probabilidad de éxito es la misma en cada
ensayo.

Independencia: el resultado de un ensayo no afecta los resultados de los
otros ensayos.

Variable aleatoria: la variable de interés es el niimero total de éxitos en
todos los ensayos.

Parametros: se describe con dos parametros: el nimero de ensayos n y la
probabilidad de éxito p en cada ensayo.

Las expresiones de la binomial son las siguientes:

1. Funcién de distribucién binomial:
PX=k) = () xph x (1 - )

El'x (n—k)!

2. Esperanza matemética (Media, p):

p=mnxp

3. Varianza o2:

o’ =nxpx (1-p)
Donde:

P(X=k) es la probabilidad de k éxitos en n intentos,

k es el nimero de éxitos,

n es el nimero de intentos

y p es la probabilidad de éxito en un tinico intento, que se conoce normal-
mente por informacién previa (si no es asi, se asume que p=0.5).

Por ejemplo, supongamos que en una clase de 20 estudiantes, 8 de ellos son
expertos en hacer figuritas de plastilina. Si escogemos al azar a 5 estudiantes de
la clase, podriamos preguntarnos: ;Cudl es la probabilidad de que exactamente
3 de los seleccionados sean expertos en hacer figuritas?

Usamos la formula de la distribucién binomial:

P(X =k) = (M) X pF x (1 — p)n=h)



Escribimos los valores correspondientes: - n=5 - k=3 - p = 2%

Calculando:

Hx4x3x2x1 8\3 19\ 2
PX=3= - 22} = 10%0.064x0.36 = 0.230 ~ 2
(x=3) ((3x2x1)x(2x1)>x(20) ><<20> 0%0.064x0.36 = 0.230 ~ 23

La probabilidad de escoger exactamente 3 estudiantes expertos en matematicas
de los 5 seleccionados es aproximadamente del 23%.

Distribucién normal

La distribucién normal también conocida como curva normal o campana de
Gauss es una de las distribuciones mas importantes porque describe cémo se
distribuyen muchas caracteristicas humanas y fenémenos sociales de manera
natural tales como el cociente intelectual, el peso corporal de las personas, el
rendimiento académico, etc. . Esto significa que la mayoria de las personas
tienen valores cercanos a la media, con menos personas en los extremos (muy
alto o muy bajo, muy inteligente o menos inteligente, etc.).

Caracteristicas principales de la distribucién normal:

¢ Simetria perfecta. La curva es simétrica sobre el eje central, que corresponde
al valor de la media. Esto significa que la mitad de los datos se encuentra
a cada lado de este punto central.

o Coincidencia de media, moda y mediana. En una distribucién normal, la
media, la mediana y la moda coinciden en el mismo punto central de la
curva.

e Forma de campana. La curva tiene una forma de campana, lo que sig-
nifica que la mayoria de los valores estan concentrados cerca del centro y
disminuyen progresivamente a medida que se alejan hacia los extremos.

e Mesocurtica. Esta curva no es ni demasiado apuntada en el centro, ni
demasiado baja en los extremos, lo que significa que es moderadamente
“achatada” o “panzuda” en comparacién con otras curvas de distribucién.

e Asintota en los extremos. La curva se extiende infinitamente en ambas
direcciones hacia el infinito sin tocar nunca el eje horizontal (el eje X),
lo que significa que siempre hay una pequena probabilidad de observar
valores muy extremos, aunque esta probabilidad sea muy baja.

Cuando los datos de un fenémeno social siguen una distribucién normal, es posible
utilizar herramientas especificas para calcular la probabilidad de que ocurra
un determinado valor o rango de valores. Para ello, se utiliza la distribucién
normal estdndar, donde la media (u) es 0 y la desviacién estdndar (o) es 1.
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Figure 1: Distribucién normal con desigualdades de Chebyshov
Fuente: De Ainali - CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3141713

Las puntuaciones de esta distribucién se llaman puntuaciones tipicas Z y se
representan en el eje X de la grafica.

Cualquier otra puntuacién de un fenémeno social puede convertirse a puntua-
ciones 7 tipificindola:

Donde: - X; es el valor que queremos estudiar. - p es la media de la distribucién
de la variable X. - o es la desviacion estandar, que mide la dispersién de los
datos de la variable X.

El valor Z indica cudntas desviaciones estandar estd un valor especifico X; por
encima o por debajo de la media.

Una vez que se tiene el valor Z, se utiliza una tabla de puntuaciones Z para encon-
trar la probabilidad de que un valor esté por debajo de ese Z en la distribuciéon
normal estdndar. (la probabilidad acumulada).

o Ejemplo. Supongamos que en un test de inteligencia con una media de 100
y una desviacién estandar de 15, queremos saber la probabilidad de que
una persona obtenga un puntaje de 115 o menos.

e Primero, calculamos el valor Z:

g 115 — 100 :E:
15 15
e Luego, buscamos en la tabla Z el valor correspondiente a Z = 1, que tipi-
camente es aproximadamente 0.8413. Esto significa que aproximadamente
el 84.13% de las personas obtendran un puntaje de 115 o menos.



Distribucion t de Student (Gosset)

La distribuciéon de Student, también conocida como distribucién ¢ de Student, es
una distribucién de probabilidad que se aplica a variables aleatorias continuas.
Esta distribucién es especialmente utilizada y muy socorrida en estadistica
cuando se trabaja con muestras pequenas, lo que significa que el tamafo de la
muestra n es menor a 30. Aunque este umbral de 30 es cominmente aceptado,
en realidad depende del contexto y de la precision que se necesite en los andlisis.
En cualquier caso, el valor de esta distribucién radica en ser una alternativa a la
distribucién normal cuando la varianza poblacional es desconocida y se estima a
partir de la muestra.

Por qué y cuando se utiliza la distribuciéon de Student?

1. Alternativa a la curva normal. La distribuciéon de Student se utiliza como
una alternativa a la distribucién normal cuando no se pueden cumplir
algunas de las condiciones necesarias para utilizar la normal. En particular,
cuando se tiene una muestra pequena, las estimaciones de pardmetros como
la media y la desviacién estdndar pueden ser menos precisas, y la distribu-
cién de los datos puede no ajustarse perfectamente a una curva normal.
La distribucién de Student corrige esta falta de precisién, proporcionando
una aproximacion mas adecuada para calcular probabilidades y realizar
inferencias estadisticas.

2. Grados de Libertad (g.1.). Una caracteristica clave de la distribucién de
Student es que cambia su forma segiin los grados de libertad (g.1.). Los
grados de libertad generalmente se relacionan con el tamafio de la muestra
y se calculan como g.I. = n - 1, donde n es el nimero de observaciones en
la muestra.

3. Convergencia a la distribuciéon normal. A medida que el nimero de grados
de libertad aumenta y se acerca al infinito, la distribuciéon de Student
converge hacia una distribucién normal estdndar N(0,1). Esto significa
que con muestras grandes, la diferencia entre usar la t de Student o la
normal es minima, y generalmente se prefiere la distribuciéon normal para
simplificar los calculos.

Distribucién Muestral en un vistazo rapido

En el ejercicio profesional se aplican estrategias e intervenciones basadas en
investigaciones previas que han demostrado su efectividad. Estas investigaciones
ofrecen resultados en los que se confia para abordar y resolver situaciones
especificas en diversos contextos. Para que estas investigaciones sean tiles
y aplicables en una amplia gama de ambitos, es fundamental que los autores
disenen su estudio para establecer resultados generalizable.

Sin embargo, dado que en la practica es inviable estudiar a cada miembro de una
poblacién extensa, los investigadores recurren a muestras representativas. Estas
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muestras permiten extrapolar los hallazgos a la poblaciéon general, asegurando
que los resultados obtenidos sean validos y aplicables a la realidad méas amplia.

Para esa extrapolacién se necesita un puente argumentativo que se puede lograr
gracias a la distribucién muestral (ha sido la via cldsica) o bien a estrategias de
remuestreo (bootstrapping) entre otras.

La distribucién muestral se puede entender como una representacién teérica de
c6mo es una poblacién (en términos estadisticos) a partir del estudio de todas
las muestras de un mismo tamafio n que se pueden generar a partir de dicha
poblacién. De forma mas especifica:

1. Se selecciona una poblacién y el estadistico a estudiar. Primero, se identifica
la poblacién de interés, con un tamafio N (conocido o desconocido). Luego,
se decide qué estadistico se quiere estudiar (por ejemplo, la media, la
varianza, la proporcién, etc.).

2. Se extraen las muestras. A partir de esa poblacién, se toman todas las
posibles muestras de un tamano n (asumiendo un tamano N finito y
conocido de la poblacién).

3. Se calcula el estadistico. Para cada muestra, se calcula el estadistico de
interés.

4. Se representan los resultados. Luego, se registra la frecuencia con la que
aparece cada valor del estadistico y se construye un gréfico (o tabla) que
visualice esta distribucién.

Por ejemplo, una pequena poblacién {1,2,3,4,5} genera 25 muestras de tamaio
n=2. Al calcular la media para cada una y construir una tabla de frecuencias de
las medias resultantes, es posible visualizar cémo se distribuyen estas medias.

Aunque a menudo no conocemos el tamafno exacto de la poblacién (como el
nimero total de personas en una ciudad o estrellas en una galaxia), el concepto
de distribucién muestral sigue siendo valido. Aqui es donde entran en juego las
férmulas estadisticas que nos ayudan a entender estas distribuciones. Veamos
algunos de los casos mas habituales:

Distribucién muestral de proporciones:

Cuando se trabaja con proporciones, como la tasa de clics en un sitio web,
la distribucién muestral sigue una distribucién binomial. Sin embargo, si la
poblacién es grande (N > 30), esta distribucién se aproxima a una distribucién
normal.

e Con reposicién:
— Media de la proporcién: p, = p
— Varianza de la proporcién: o7 = £4
e Sin reposicion:
— Media de la proporcién: p, = p
2 _ pa(Np—n)

— Varianza de la proporcion: o;, = N, =Tn
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Distribucién muestral de medias:
En el caso de la media, la situacién es como sigue:

e Con reposicion o poblacién infinita:
— Media muestral: p,, = p
— Varianza muestral: o2, = ‘7—:
¢ Sin reposicién:
— Media muestral: p,, = p
UZ(NP_")

_ i L g2 —
Varianza muestral: o7, = AN

Antes de continuar, es crucial entender un concepto clave: el Error Tipico.

El “error tipico” o error estandar es la desviacién estdndar de la
distribucién muestral. Es una medida de cuanto varia el estadistico
(como la media) entre diferentes muestras de la misma poblacién. En
otras palabras, nos indica el grado de “error” que podemos esperar
al usar una muestra para estimar un pardmetro poblacional.

Teorema del Limite Central: un viaje hacia la normalidad

Recordemos ahora qué es el Teorema del Limite Central (TLC), uno de los
conceptos fundamentales en estadistica y que tiene aplicaciones practicas en
cualquier &mbito de las Ciencias Sociales. Aqui estan las claves del TLC:

e Media muestral. Si tomas suficientes muestras aleatorias de tamano n
de una poblacién, la media de esas muestras se acercard a la media de
la poblacién completa. En otras palabras, la media muestral es un buen
estimador de la media poblacional.

e Desviacion estandar muestral. La desviacion estandar de la distribucién de
la media muestral es igual a la desviacién estandar de la poblacion dividida
por la raiz cuadrada del tamafio de la muestra, es decir, o//n.

Dicho de otra forma, cuando se calculan las medias de multitud de muestras (del
mismo tamaifio) procedentes de una misma poblacién, entonces:

¢ La media de todas esas medias es igual a la media de la poblacién (jesto
parece un trabalenguas!)

o La desviacion tipica de la distribucion de todas esas medias, es una porcién
de la desviacién tipica de la poblacién (jotro trabalguas!).

¢ Y lo méas importante: la distribucién de todas esas medias es una curva
normal N(pu, %) (jYa hemos termindo con los trabalenguas, gracias a la

Providencial)

Vale, ;jpero qué pasa si la poblacién no es normal? Aqui es donde el TLC
hace auténtica magia. Incluso si la poblacién original no sigue una distribuciéon
normal, la distribucién de medias muestrales se aproximara a una distribucién
normal a medida que el tamano de la muestra aumente. Esta “magia” comienza
a ser mas patente cuando tienes muestras con un tamafio mayor o igual a 30.
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Para entenderlo mejor, visualiza el siguiente video de Youtube: TLC por M.
Baro6n, Universidad de Malaga

Referencias

Hajek, A., & Hitchcock, C. (2016). The oxford handbook of probability and
philosophy. Oxford University Press.

Morin, D. J. (2016). Probability: For the enthusiastic beginner. CreateSpace
Independent Publishing Platform.
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Ejercicios resueltos

I.- Introduccién: la “teoria de la probabilidad”

1.- Ejercicio. Nuestro vecino siempre juega a la primitiva (loter{a primitiva),
jcudl es la probabilidad que le toque una de seis aciertos?

Solucion. La loteria primitiva consiste en elegir 6 ntimeros diferentes entre 1 y
49. Para calcular la probabilidad de ganar con exactamente 6 ntimeros acertados,
primero necesitamos calcular el nimero total de combinaciones posibles y luego
determinar cudntas de esas combinaciones corresponden a acertar exactamente
6 ntmeros. El nimero total de combinaciones posibles se calcula de la siguiente
manera;

49!
C(49,6) = —————
( ) 6! (49 —6)!
Y sabiendo que sélo hay una combinacién ganadora, la probabilidad de ganar
con exactamente 6 nimeros acertados seria:

P(6 aciertos) Nimero de combinaciones de 6 aciertos 1
aciertos) = =
Numero total de combinaciones posibles — C(49,6)

Calculando C(49,6) y luego calculando la probabilidad:

49!
49,6)= —— =1 1
C(49,6) = - 396 3983816
P(6 aciertos) = L 7.151 x 1078
T 13,983,816

La probabilidad de ganar con exactamente 6 nimeros acertados en la loteria
primitiva es extremadamente baja, aproximadamente 7.151 x 10~8, lo que significa
que es muy poco probable que esto suceda.

2.- Ejercicio. La calificacion final de un curso depende de tres componentes:
examen, trabajo final y actividades de clase. Todos tienen el mismo peso final
en la calificacion y todos deben aprobarse para poder superar el curso. Ademaés,
por cursos previos se sabe que la probabilidad del alumnado de superar cada
parte es la siguiente: P(examen)=0.8; P(trabajo)=0.9; P(actividades)=0.3. Con
todo ello, ;cuél es la probabilidad de que se apruebe el curso?

Solucion.

o La probabilidad de aprobar el examen es P(examen) = 0.8.
o La probabilidad de aprobar el trabajo final es P(trabajo) = 0.9.
 La probabilidad de aprobar las actividades de clase es P(actividades) = 0.3.
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Entonces, la probabilidad de aprobar todas las partes y, por lo tanto, el curso
completo, sera:

P(éxito en todo el curso) = P(examen) x P(trabajo) x P(actividades) = 0.8 x
0.9 x 0.3 =0.216

En términos porcentuales, esto equivale a un 21.6% de probabilidad de aprobar
el curso completo.

3.- Ejercicio. Un opositor a funcionario ha estudiado 15 de los 25 temas. El
examen consiste en contestar 2 temas extraidos al azar. ;cudl es la probabilidad
de que le salgan dos temas que ha estudiado?

Solucion. Pasos para resolver el problema:

1. Numero total de formas de extraer 2 temas: Los 2 temas son seleccionados
de un total de 25 temas. Esto se representa como C(25, 2).

25! 25 % 24...

= = 300
21 % (25 — 2)! 2 5

C(25,2) =

2. Numero de formas de extraer 2 temas que el opositor ha estudiado: Los
2 temas que el opositor ha estudiado son seleccionados de un total de 15
temas. Esto se representa como C(15, 2).

15! 15 x 14...
20 x (15 —2)! 2

C(15,2) = =105

3. Probabilidad de que le salgan 2 temas que ha estudiado: Finalmente, la
probabilidad de que al opositor le salgan 2 temas que ha estudiado se
calcula como la proporcién de combinaciones favorables con respecto al
total de combinaciones posibles.

1
05_ 7 ~ 0.35

P(2 temas estudiados) = 300 = 20

Por lo tanto, la probabilidad de que al opositor le salgan 2 temas que ha estudiado
es de 0.35 o0 35%.
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4.- Ejercicio. Marfa y José estdn compitiendo en un concurso de resolucién de
acertijos. La probabilidad de que Maria resuelva un acertijo en particular es del
60%, mientras que la probabilidad de que José lo resuelva es del 40%. ;Cudl es
la probabilidad de que al menos uno de ellos resuelva el acertijo?

Solucion. Se trata de dos sucesos compatibles, puesto que puede acertar
cualquiera de las personas o ambas. Para resolverlo se puede recurrir al comple-
mentario de la probabilidad que se busca: calcular la probabilidad de que no
acierte nadie y restarsela a 1. Si P(M) es la probabilidad de que Marfa resuelva
el acertijo y P(J) es la probabilidad de que José lo resuelva, entonces:

P(M)=1-06=04//P(J)=1-04=0.6

Para eventos independientes como estos, P(M y J) = P(M) x P(J).

Entonces:

P(Resuelto) =1— (0.6 x0.4) =1 —0.24 = 0.76

Por lo tanto, la probabilidad de que al menos uno de ellos resuelva el acertijo es
76%.

5.- Ejercicio. Tres amigos, Ana, Pedro y Carlos, comienzan a estudiar en la
misma universidad. La probabilidad de que Ana termine su carrera en 4 anos es
del 0.7, para Pedro es del 0.6, y para Carlos del 0.8. ;Cual es la probabilidad de
que al menos uno de ellos termine su carrera en 4 anos?

Solucion. Una forma directa de resolver este problema es usar el complemento:
encontrar la probabilidad de que ninguno de ellos termine su carrera en 4 anos y
restarla de 1.

e La probabilidad de que Ana NO termine en 4 afios es 1 — 0.7 = 0.3.
e La probabilidad de que Pedro NO termine en 4 anos es 1 — 0.6 = 0.4.
e La probabilidad de que Carlos NO termine en 4 anos es 1 — 0.8 = 0.2.

Si los eventos son independientes, la probabilidad de que ninguno termine su
carrera en 4 anos es 0.3 x 0.4 x 0.2 = 0.024.

Entonces, la probabilidad de que al menos uno de ellos termine su carrera en 4
afios seria 1 — 0.024 = 0.976 o 97.6.

6.- Ejercicio. En un concurso de preguntas y respuestas, hay 10 categorias y un
concursante debe escoger 3 para competir. Si el concursante ha estudiado bien 7
de las 10 categorias, ;cudl es la probabilidad de que le toquen sélo categorias
que ha estudiado?

Solucion. - El nimero total de formas de escoger 3 categorias de 10 es C(10,
3) = 120. - El ntimero de formas de escoger 3 categorias que el concursante ha
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estudiado bien es C(7,3) = 35. - Por lo tanto, la probabilidad de que le toquen

sOlo categorias que ha estudiado bien es % ~ 0.292 0 29.2%.

7.- Ejercicio. Una asignatura consta de dos exdmenes parciales y un examen
final. Todos los exdmenes tienen el mismo peso en la calificaciéon final. La
probabilidad de aprobar el primer parcial es 0.75, el segundo parcial 0.8, y el
examen final 0.7. ;Cudl es la probabilidad de aprobar la asignatura si se necesita
aprobar todos los exdmenes?

Solucion. Como los eventos son independientes, la probabilidad de aprobar la
asignatura P(Parcial 1 y Parcial 2 y Examen) seria 0.75 x 0.8 x 0.7 = 0.42 o
42%.

8.- Ejercicio. Maria compra un boleto de loteria cada semana. La probabilidad
de que gane el premio mayor es de 1/1000000. Si compra un boleto cada semana
durante un afio (52 semanas), jcudl es la probabilidad de que gane al menos una
vez?

Solucion.

e La probabilidad de que Maria NO gane en una semana especifica es
1— 1 __ 999,999
1,000,000 — 1,000,000 -

99,999 )52
1,000,000

e La probabilidad de que gane al menos una vez en el afio seria 1 —
52
(M) ~ 0.0000519 0 0.00519%.

1,000,000

e La probabilidad de que no gane durante 52 semanas seria (

9.- Ejercicio. Javier y Sara son una pareja que se conoce en un curso de
fotografia. La probabilidad de que Javier tome una foto impresionante en
su primer intento es del 0.2, mientras que para Sara es del 0.3. ;Cudl es la
probabilidad de que ambos tomen una foto impresionante en su primer intento?
LY cudl es la probabilidad de que sélo uno de ellos lo haga?

Solucion.

e La probabilidad de que ambos tomen una foto impresionante seria 0.2 x
0.3 =0.06 o 6%.

e La probabilidad de que s6lo uno de ellos tome una foto impresionante seria
02x(1-03)4+03x%x(1-0.2)=0.14+0.24 = 0.38 0 38%.
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I1.- Introduccion a las distribuciones de probabilidad

1.- Ejercicio. La distribucién de la variable X sigue una normal N(14,38).
;Cual es el porcentaje de datos con un valor igual o superior a 187

Solucion. Para resolver este ejercicio, primero calculamos el valor Z correspondi-
ente a X = 18:

X—p 18—-14 4
= =-=05
o 8 8

7 =

Consultando la tabla Z, encontramos que p(Z < 0.5) = 0.6915. Entonces,
p(Z >0.5) =1—0.6915 = 0.3085 o 30.85%.

2.- Ejercicio. La distribucién de la variable X sigue una distribucién N(15,4).
JEntre qué valores se encuentra el 95% y el 99% central de los datos?

Solucién. Para el 95% central, Z = £1.96 y para el 99% central, Z = £2.576.

Xosyp = 1 Zo = 15+ 1.96 x 4 = [7.16,22.84]
Xy = p+ Zo = 15+ 2.576 x 4 = [4.696, 25.304]

3.- Ejercicio. La distribucion de la variable X se organiza segin una normal
de media 10. ;Cuanto vale la varianza si la proporcion de los valores inferiores a
19 es 0.99837

Solucion. Primero, encontramos el valor Z correspondiente a p(Z < z) = 0.9983,
que es Z = 3.

i— X 19 —-10 9
z x;?): = o=-=3 = 02=9

Z:
o o 3

4.- Ejercicio. La distribucién de la variable X sigue una normal N(20,6).
;Cual es el porcentaje de datos con un valor igual o superior a 257

Solucién:*.

2520

7 5
6 6

~ 0.8333

Consultando la tabla Z, encontramos que p(Z < 0.8333) = 0.7977. Entonces,
p(Z >0.8333) =1 —0.7977 = 0.2023 o 20.23%.
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5.- Ejercicio. La distribucién de la variable X sigue una distribucién N (30, 7).
JEntre qué valores se encuentra el 90% y el 95% central de los datos?

Solucién. Para el 90% central, Z = +1.645 y para el 95% central, Z = +1.96.

Kooy, = 30 £ 1.645 x 7 = [18.485,41.515]
Xos9 =30 £ 1.96 x 7 = [16.32, 43.68]
6. Ejercicio. La variable X se distribuye segtin una normal de media 50.
i, Cuanto vale la varianza si la proporcién de los valores inferiores a 60 es 0.84137

Solucidn. Se busca el valor Z correspondiente a p(Z < x) = 0.8413, que es Z = 1.

—T  60—50
z=21"% — 0=10 — o2 =100
ag g

7.- Ejercicio. Se cuenta con los datos de 200 sujetos. El coeficiente de variacion
de la variable X es del 70%. El 60% de los sujetos de mayor puntuacién obtienen
al menos 15 puntos en X.

e ;Qué porcentaje de sujetos se alejan 2 desviaciones tipicas de la media?
¢ ;Qué puntuacion directa se corresponde con el percentil 807
e ;Qué percentil se corresponde con una puntuacién directa de 5 puntos?

Solucion.

1. En una distribucién normal, aproximadamente el 95.4% de los datos estédn
dentro de 2 desviaciones tipicas de la media. Por lo tanto, 100% — 95.4% =
4.6% se alejan més de 2 desviaciones tipicas.

2. Para el percentil 80, Z = 0.8416.

Xr; —

7 = Bogi =+ Zo = 15 + 0.8416 x 10.5 = 23.8366

3. Z =552 =—0.9524

Consultando la tabla Z, encontramos que p(Z < —0.9524) = 0.1709 o el percentil
17.

8.- Ejercicio. Se cuenta con los datos de 150 sujetos. El coeficiente de variaciéon
de la variable X es del 60%. El 70% de los sujetos de mayor puntuacién obtienen
al menos 20 puntos en X.

e ;Qué porcentaje de sujetos se alejan 1 desviacién tipica de la media?
¢ ;Qué puntuacion directa se corresponde con el percentil 907
¢ ;Qué percentil se corresponde con una puntuaciéon directa de 10 puntos?
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Solucion.

1. En una distribucién normal, aproximadamente el 68.2% de los datos estan
dentro de 1 desviacién tipica de la media. Por lo tanto, $ 100% - 68.2% =
31.8% $ se alejan méas de 1 desviacion tipica.

2. Para el percentil 90, $ Z = 1.2816 $.

X=p+Zo=20+1.2816 x 12 = 35.3792

3. Z2=1-20 - 038333

Consultando la tabla Z, encontramos que p(Z < —0.8333) = 0.2023 o el percentil
20.

9.- Ejercicio. Calcula el error tipico de una distribucién muestral de media
construida a partir de muestras de tamano 100 de una poblacién, donde la
desviacion tipica es de 15 puntos.

Solucion. Para calcular el error tipico de la media (SE) en una distribucién
muestral, podemos usar la siguiente formula:

g

Donde: - o es la desviacién tipica de la poblacién. - n es el tamano de la muestra.

En este caso, la desviacién tipica (o) de la poblacién es de 15 puntos y el tamaiio
de la muestra (n) es de 100.

Entonces:

15
/100
15
SE = >
10

SE=1.5

El error tipico de la distribucién muestral de la media seria de 1.5 puntos.

10.- Ejercicio. Calcula la desviacion tipica de la poblacién de una variable
sabiendo que el error tipico de la distribucién de muestras es de 3 puntos, siendo
el n de 100.

Solucion. Para calcular la desviacién tipica de la poblacién (o) a partir del error

estandar (SE), podemos despejar o de la férmula del error estandar:

oc=S8E x+/n
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En este caso, SE =3 y n = 100:

0c=3x+v100=3x10=30

11.- Ejercicio. Calcula el error tipico de una distribucién muestral de media,
con muestras de tamafio 50, de una poblacién cuya desviacién estandar es de 20
puntos.

Solucién.El error tipico (ET) de la media se calcula con la férmula:

Vn

Donde o es la desviacién estandar de la poblacion y n es el tamano de la muestra.
En este caso, 0 = 20 y n = 50.

ET =

20

ET =
7.07

~
~

~ 2.83

EIE
S

12.- Ejercicio 2. Si el error tipico de la distribucién de muestras es de 2 puntos,
y el tamafio de la muestra es 64, calcula la desviacion tipica de la poblacién.

Solucion. Usamos la formula del error tipico despejada para o:

o = Error tipico X vn =2 x V64 =2 x 8 =16

13.- Ejercicio En una poblacién de estudiantes, la calificacién media en un
examen es de 75 puntos con una desviacion tipica de 10. Calcula la probabilidad
de obtener una muestra de 25 estudiantes donde la media sea superior a 78.

Solucion. Este es un ejercicio de probabilidad en la distribucién muestral de la
media.

(X—p)

Para normalizar, utilizamos la féormula 7 = “&+

Aqui, X =78, p =75, y el error tipico (ET) es 10/v/25 = 2.
78-75) _ 3
7 =187 3 _ 15

Buscando el valor Z en la tabla de la distribucién normal estdndar o usando una
calculadora de probabilidad, encontramos que la probabilidad de una Z mayor
que 1.5 es aproximadamente 0.0668, o el 6.68%.
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Actividades
1.- Visualiza el siguiente video y contesta a las preguntas.

https://youtu.be/mml5zN4w23Y ?si=1Wi-9F Wm2gHX{6YY &t=40 hasta minuto
1:43.

Preguntas:

e ;Cudl es tu opinién general sobre la estrategia del experto? Argumenta tu
respuesta. - En funcién de lo que has visto en esta Unidad Didactica y de
lo que dice el experto ;Qué recomendarias a alguien que quiere ganar la
loteria?

e Por 1ultimo, has observado que el experto aparece participando en un
programa de televisién, y siendo entrevistado en otro. ;Qué opinién te
merecen los periodistas que deciden entrevistarlo o llevarlo al programa?
(Cudl podria ser su intencién (real)?

2.- En este programa de televisiéon explican qué es el TLC. ;Qué dicen
en el video que NO es correcto? EI TLC en Orbita Laika

https://www.rtve.es/play/videos/orbita-laika/orbita-laika-historias-ciencia/3803239/

Anexos

Glosario

e Distribucién de probabilidad: describe cémo se distribuyen las probabili-
dades entre los diferentes resultados posibles.

o Distribuciones de probabilidad discretas y continuas: las distribuciones
discretas se aplican a variables aleatorias con un conjunto finito o numerable
de posibles valores, mientras que las distribuciones continuas se aplican a
variables aleatorias con un rango continuo de posibles valores.

o Espacio muestral: es el conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento o fenémeno aleatorio.

e Evento: es un conjunto de resultados del espacio de muestra. Puede ser
tan simple como un solo resultado o tan complejo como una combinacién
de varios resultados.

o Experimento: cualquier acciéon que es posible repetir multiples veces bajo
las mismas condiciones.

e Probabilidad: es un nimero que cuantifica el grado o nivel en que un
evento posible puede ocurrir. La probabilidad se mide en una escala de 0
a 1, donde 0 indica que el evento es imposible y 1 indica que el evento es
seguro.
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¢ Probabilidad condicionada: es la probabilidad de que un evento ocurra
dado que otro evento ya ha ocurrido.

¢ Reglas de probabilidad: establecen cémo las probabilidades se comportan
en relacién con los eventos. Incluyen la regla de la suma (para eventos
mutuamente excluyentes) y la regla del producto (para eventos independi-
entes).

o Suceso (elemental): cada uno de los posibles resultados de un experimento
o fenémeno aleatorio.

e Variables aleatorias: son funciones que asignan un valor numérico a cada
resultado en un espacio de muestra, lo que permite cuantificar los resultados
aleatorios.

Documento. Sobre la distribucién binomial
Para ampliar: Distribucién binomial. https://youtu.be/G814GwydS8s?si=QArJdJiUIsT15Djy

Para saber cémo una binomial se parece a una normal: Aproximaciéon binomial
a normal. https://www.youtube.com/watch?v=-0ZytZODwSM)

Documento. Grados de libertad

Imaginemos que estamos en una clase con 10 alumnos, y el profesor os dice que
la nota media de la clase en el ultimo examen fue un 7. Si conocemos la nota de
9 de los 10 alumnos, ;jpodremos adivinar la nota del décimo alumno? Puesto que
la nota media ya esta establecida, eso limita las opciones para la nota del ultimo
alumno. En este caso, podriamos decir que tenemos “9 grados de libertad”,
porque conocemos las notas de 9 alumnos y la del décimo estd determinada por
esas 9 notas y la media de la clase.

Los grados de libertad son una forma de entender cudnta “libertad” tenemos
para cambiar los valores en un conjunto de datos sin alterar el resultado que
estamos observando en una media, suma, etc.

En la distribucién ¢ de Student, los grados de libertad se calculan generalmente
como el nimero total de observaciones (o datos) menos 1. En términos més
técnicos, si tienes una muestra de n observaciones, los grados de libertad para la
distribucién ¢ son ¢.l. =n - 1.

Por ejemplo, si tienes una muestra de 20 estudiantes y sus calificaciones en un
examen, los grados de libertad para aplicar una prueba t de Student serian
g'l'(n:20) =20—-1=19.

Documento. ;Quién fue Student?

Vamos a ver el siguiente video sobre la historia de la persona detras de la t de
Student y después podemos irnos a la cafeteria a celebrarlo con una guiness:
Student https://youtu.be/GFzCIA9kppM?si=0LVmas K X pit51jp
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Documento. Distribucién muestral.

Véamos en el ejemplo de nuestra poblaciéon de 5 casos, como se puede hacer
su distribucién muestral para n=2. Hemos supuesto que la poblacién X;=
{1,2,3,4,5}. El tamaifio de la poblacién es por tanto N=5. Se seleccionan al azar
todas las posibles muestras de tamano n=2. Existen 25 posibles muestras de
tamafio 2 (Num = 5% = 25).

Se calculan en cada una de las 25 muestras el valor de la media (M) para cada
muestra. Los resultados se presentan en la siguiente tabla:

Muestra Valores de la muestra Media

1 1.1 1
2 1.2 1.5
3 1.3 2
4 1.4 2.5
) 1.5 3
6 2.1 1.5
7 2.2 2
8 2.3 2.5
9 24 3
10 2.5 3.5
11 3.1 2
12 3.2 2.5
13 3.3 3
14 3.4 3.5
15 3.5 4
16 4.1 2.5
17 4.2 3
18 4.3 3.5
19 4.4 4
20 4.5 4.5
21 5.1 3
22 5.2 3.5
23 5.3 4
24 5.4 4.5

Tabla. Medias de muestras n=2 a partir de una poblacién de 5 casos

Como se observa en la tabla 1, existen méas muestras donde se obtienen una
media de por ejemplo 2.5 que una media de 1.5. Organizando una tabla con el
numero de veces que se repite cada media se tiene lo siguiente tabla.
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Valores de la Numero de veces que se  Frecuencia de

media repite aparicion
1 1 1/25
1.5 2 2/25
2 3 3/25
2.5 4 4/25
3 5 5/25
3.5 4 4/25
4 3 3/25
4.5 2 2/25
5 1 1/25

Tabla. Frecuencia de cada media

La tabla anterior presenta la funcién de probabilidad de la media. Esta funcion

de probabilidad es la distribucion muestral de la media de tamano 2, y jvoilal...
hecho.
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