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Resumen— El problema de encontrar el mı́nimo de
un problema de optimización cuadrática estándar per-
mite determinar cuando la matriz simétrica involu-
crada en la formulación es copositiva. El espacio de
búsqueda del valor mı́nimo se realiza en un simplex
unidad. Recientemente se ha desarrollado un algorit-
mo que evalúa las facetas de un simplex unidad para
determinar si la función cuadrática es positiva en una
faceta. Se desarrollaron diferentes tests para descar-
tar facetas de la búsqueda donde se puede verificar
que la función cuadrática es positiva o para reducir la
dimensión de una faceta al ser la función cuadrática
monótona en ella. Para una matriz simétrica de di-
mensión n el simplex unidad tiene 2n − 1 facetas por
lo que su número crece exponencialmente con n. Aun-
que los test mencionados permiten reducir el núme-
ro de facetas a evaluar, este número puede ser muy
elevado para algunas matrices copositivas. Debido a
que la evaluación de una faceta puede realizase de
forma independiente de la evaluación de otra faceta,
este problema es un buen candidato a ser resuelto de
forma paralela. En la paralelización del algoritmo hay
que tener en cuenta que varias facetas comparten sub-
facetas que no deben ser evaluadas si se probó que la
función cuadrática es positiva en al menos una de las
facetas padre. En este estudio se muestra una posible
implementación paralela teniendo también en cuenta
un uso eficiente de la memoria.

Palabras clave— Matriz copositiva, simplex unidad,
faceta.

I. Introducción

LA copositividad juega un papel importante en la
optimización combinatoria y cuadrática. Si se es-

tablece un problema de optimización lineal sobre el
cono copositivo se obtienen reformulaciones exactas
de problemas combinatorios. Como ejemplo, pode-
mos mostrar el problema del Clique máximo, que es
un problema NP-Completo [1]. Sea 1 el vector con
todos los elementos a uno en la dimensión apropiada,
ω(G) el número Clique de un grafo G, I = 11T la
matriz con todos sus elementos iguales a uno, t ∈ N
un escalar, y Q = I −AG una matriz obtenida de la
matriz de adyacencia AG del grafo G. El objetivo de
este problema de programación copositiva es encon-
trar el menor valor de t tal que tQ− I es copositiva,
i.e., está en el conjunto C de las matrices copositivas,

ω(G) = mı́n{t : tQ− I ∈ C}. (1)

Una matriz simétrica A de n × n se certifica que
no es copositiva cuando ∃x ∈ Sn, x

TAx < 0, en el
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simplex unidad

Sn = {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = 1; xi ≥ 0, i = 1, . . . , n}.

(2)
Se define una faceta Fk ⊆ Sn como un subconjunto
de los vectores unitarios ei que están identificados
por el vector binario z ∈ {0, 1}n, donde zi = 1 si ei
está incluido en el conjunto de vértices. El número de
vértices en la faceta está determinado porm =

∑
i zi,

el cual también determina su número de facetas (in-
cluyéndose ella misma y los vértices) k = 2n − 1.
Por lo tanto, z = 1 = (2n − 1)2 se refiere al sim-
plex unidad indexado como F2n−1. Una faceta Fk

es en realidad un śımplice unidad de dimensión m
(Sm) cuyas componentes están determinadas por z(
m =

∑
i zi, z = (k)2

)
. La figura 1a) muestra un

simplex unidad de dimensión 3. La figura 1b) inten-
ta mostrar sus facetas: el propio simplex, tres lados
y tres puntos. Los conjuntos de cuatro puntos más
cercanos son en realidad el mismo punto en el es-
pacio, donde solo una componente vale uno y las
demás valen cero. Además de la matriz identidad

x1
x2

x3

(a) Simplex unidad 3D. (b) Facetas simplex 3D.

Fig. 1: Simplex unidad y facetas 3D.

Em = (e1, . . . , em) en el espacio m dimensional, se
usará también la matriz Dm = Em − 1

m11T con las
posibles direcciones sobre las facetas del simplex uni-
dad.

Un problema relacionado es el de la programación
cuadrática estándar (StQP)

f∗ := mı́n
x∈Sn

f(x) := xTAx. (3)

Donde si f∗ < 0 entonces A no es copositiva y si
f∗ ≥ 0 entonces A es copositiva.

Existen algoritmos, como los de ramificación y aco-
tación [2], que permiten certificar que una matriz
no es copositiva o que es ε-copositiva. Mediante el



refinamiento de śımplices, la certificación de la ε-
copositividad requiere mucha más computación que
verificar que una matriz no es copositiva. En [3], don-
de se usó computación grid, se mostró la verifica-
ción de matrices no copositivas con una dimensión
de hasta varios miles. Sin embargo, la certificación
ε-copositiva de una matriz solo pudo realizarse para
dimensiones de hasta n = 22 en un tiempo razonable.

Se sabe que el óptimo de StQP para una matriz
no-positiva semi-definida se encuentra en una faceta.
Sin embargo, los algoritmos de ramificación y acota-
ción espaciales antes mencionados evalúan puntos en
el interior relativo de Sn. Por ello se desarrolló un
algoritmo que busca de forma sistemática el punto
con el menor valor de la función cuadrática en cada
una de las 2n − 1 facetas.

Este art́ıculo tiene la siguiente organización. En
la sección II se describen los desarrollos matemáti-
cos para determinar cuando una matriz es positiva
semi-definida y la función cuadrática (3) es monoto-
na en una faceta. La sección III muestra una primera
versión secuencial del algoritmo y sus desventajas,
además de una versión mejorada basada en niveles.
La sección IV presenta una posible versión paralela
de la versión secuencial basada en niveles. Finalmen-
te la sección V muestra los resultados preliminares
de la primera versión del algoritmo secuencial y el
potencial de mejora para desarrollar la versión para-
lela.

II. Caracterización del ḿınimo de un StQP

Para evaluar f en la faceta Fk es útil considerar la
matriz Ak.

Definición 1: Dada una matriz A simétrica de
n×n y un vector binario z, Ak es una matriz dem×m
con m < n y las filas, columnas i de A, seleccionadas
si zi = 1.
Por lo tanto, la optimización de mı́nx∈Fk

xTAx en
una faceta es equivalente a mı́nx∈Sm xTAkx.

A. Caracterización del óptimo relativo interior

Un antiguo resultado de la programación cuadráti-
ca muestra que el mı́nimo de una función cuadrática
indefinida (en la que estamos interesados) puede en-
contrarse en el ĺımite del espacio factible [4]. Como
tal, esto es interesante para el problema (3) ya que
el mı́nimo no se encuentra en el interior de Sn. Sin
embargo, puede estar en el interior de una de sus
facetas. Se define el interior de S̆m de Sm como

S̆m =
{
x ∈ Rm |

m∑
j=1

xj = 1; xj > 0, j = 1, . . . ,m
}
.

Proposición 1: Si ∃x∗ ∈ argminSn
f(x) ∈ S̆n,

entonces DnAx
∗ = 0 y H = DnADn es una matriz

semi-definida.
La proposición 1 puede aplicarse a cualquier faceta
Fk ⊂ Sn.

Corolario 1: Si ∃x∗ ∈ argminFk
f(x) ∈ F̆k, en-

tonces ∃y∗ ∈ S̆m, DmAky
∗ = 0 y DmAkDm es posi-

tiva semi-definida.

Consideremos la matriz de vértices V con su corres-
pondiente cobertura convexa (śımplice ∆)

∆ ={x = V λ,
∑

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, . . . , n}

∆ ={x = V λ, λ ∈ Sn}
(4)

y Q = V TAV , tal que f(x) = xTAx corresponde
con λTV TAV λ = λTQλ. Usando está notación, el
Corolario 1 se transforma en DQλ∗ = DV Ax∗ = 0.
Aunque es complicado, este análisis puede extender-
se a las facetas de menor dimensión. Sin embargo,
la cuestión es ¿en qué faceta se encuentra el mı́ni-
mo? Para ello, hay que tener en cuenta las derivadas
direccionales DAx y DQλ.

B. Consideraciones sobre monotońıa

Proposición 2: Sea V una matriz de vértices, ∆
de la ecuación (4), la matrizD con columnas di yQ =
V TAV . Si dTi Q ≥ 0, entonces ∃x∗ ∈ argmin∆ f(x)
en la faceta que corresponde con el valor de λi = 0.

La importancia de este resultado es que, para el pro-
blema (3), si se cumple la condición de la proposición
2, se puede reducir la investigación de la copositivi-
dad de A a una faceta Fk de Sn que tiene una menor
dimensión. Por lo tanto, podemos buscar un valor
negativo de f en el área más prometedora de Sn re-
duciendo Sn a Fk. Cuando dTi Q ≥ 0, la faceta Fk

está definida por una matriz V̂ de vértices de m× n
que se obtiene quitando el vértice vi de V . Entonces
Q̂ = V̂ TAV̂ . Esto se puede extender de forma direc-
ta a facetas de menor dimensión que si cumplen la
Proposición 2 usando Q̂ y el correspondiente Dm, se
pueden reducir a una de sus sub-facetas.

III. Algoritmo secuencial

El Algoritmo 1 enumera las facetas Fk de Sn, mar-
cando como Chequeadas aquellas donde no puede es-
tar el mı́nimo de StQP (3) o el mı́nimo en la faceta
Fk es positivo, hasta que se haya chequeado la lista
completa de facetas o se haya encontrado un punto
cuyo valor es negativo.

Si la matriz A no contiene valores negativos enton-
ces es copositiva (ĺınea 1). Esto también ocurre con
las sub-facetas Fk, donde si Ak no contiene valores
positivos, el optimo interior de Fk es positivo y las
sub-facetas de Fk se marcan como chequeadas (ĺınea
5).

Se usa para la Proposición 2 para chequear si f es
monótona creciente en una de las componentes de la
faceta (ĺınea 12) y en caso afirmativo se reduce a una
de sus sub-facetas de dimensión menor. Si no es el
caso, se evalúa si Hk es positiva semi-definida (ĺınea
15) condición necesaria para tener un óptimo inte-
rior. Para que una matriz sea positiva semi-definida
sus autovalores deben ser positivos. Si Hk no es es
positiva semi-definida, la solución de StQP (3) so-
lo puede estar en sus sub-facetas. En el caso de que
Hk sea positiva semi-definida, hay que encontrar el
punto estacionario relativo interior de Fk que resuel-
va DmAkx = 0 en Sm (ĺınea 16). Para ello hay que



Algoritmo 1 Test de copositividad basado en
facetas
Entrada: A: matriz simétrica de n× n.
1: if A ≥ 0 then
2: return A es copositiva
3: if Ai,i, i = 1, . . . , n, o f( 1

n
1) es negativo then

4: return A no es copositiva
5: k = 2n − 1
6: Marcar las facetas Fi, i = k, . . . , n como no chequeadas.
7: while k > 2 do
8: if Fk no chequeada then
9: if Ak ≥ 0 then
10: Marcar las sub-facetas de Fk como chequeadas
11: break
12: if ∃i, DT

miAk > 0, i.e. monótona creciente en la di-
rección i then

13: Marcar las sub-facetas que no tengan xi = 0 como
chequeadas

14: else
15: if Hk es positiva semi-definida then
16: if ∃x∗ ∈ Sm : DmAkx

∗ = 0 then
17: if x∗TAkx

∗ < 0 then
18: return A no es copositiva
19: else
20: Marcar las sub-facetas de Fk como che-

queadas
21: k = k − 1
22: return A es copositiva

resolver un problema de programación lineal que ma-
ximiza el valor del elemento mı́nimo, de forma que
se tiene una solución en Sm o es cierto que no existe
una solución de

máx g,

s.t: DmAkx = 0,

1Tx = 1,

g ≤ xi, i = 1, . . . ,m.

(5)

Si el resultado de (5) es g < 0, entonces no existe una
solución en Sm y la solución de StQP (3) no está ni
en Fk ni en sus sub-facetas.

El algoritmo 1 presenta dos principales inconve-
nientes: i) las facetas no se visitan de mayor a menor
dimensión y ii) la lista completa de facetas chequea-
das puede llegar a consumir mucha memoria.

En cuanto al primer inconveniente, la Figura 2
muestra el conjunto de facetas para n=4. Si se vi-
sitan en orden descendiente, se evaluaŕıa antes F12

que tiene una dimension menor que F7, que en ca-
so de ser descartada junto con sus sub-facetas (F3,
F5, F6) y las sub-facetas de estas, descartaŕıan más
facetas del árbol que en el caso de descartar F12. El
número de niveles del árbol es n, estando Sn en el
nivel n. Cada nivel tiene

(
n

nivel

)
elementos. El nivel

indica el número de bits igual a uno en los ı́ndices bi-
narios de las facetas de ese nivel que, como se indicó
anteriormente, se corresponde con las coordenadas
que pueden tomar un valor en el rango [0,1].

En cuanto al segundo inconveniente podemos mos-
trar un ejemplo. Para n = 28, si se usa un char para
almacenar si la faceta Fk ha sido chequeada o no, se
necesitaŕıan 2n − 1 bytes ≈ 2 GB.

Estos inconvenientes hacen pensar que es mejor
trabajar con solo dos niveles, el actual y el siguien-
te. Las facetas del siguiente nivel se marcaŕıan co-
mo chequeadas (True) dependiendo de las facetas

1111

110110110111 1110

011001010011 1001

010000100001 1000

1010 1100

15

117 13 14

3 5 126 9 10

1  2 4 8

Nivel

4

3

2

1

Fig. 2: Árbol de facetas para n = 4.

del nivel actual. Por lo tanto se usarán dos vecto-
res de booleanos: NA (Nivel Actual) y NS (Nivel
Siguiente) con

(
n

nivel

)
y
(

n
nivel−1

)
elementos respec-

tivamente, donde nivel es el nivel actual. Se nece-
sitarán las funciones k=IndexFaceta(n, nivel, i) que
devuelve el indice de la faceta en la posición i del
nivel, e i=PosNivelFaceta(n,nivel,k) que devuelve la
posición de la faceta k en el vector de su nivel. Por
ejemplo, en la Figura 2, 5=PosNivelFaceta(4,2,10) y
10=IndexFaceta(4,2,5). Como puede observarse en la
Figura 2 cada faceta del nivel j tiene j subfacetas en
el nivel j − 1.

Podŕıa pensarse que usar dos vectores de char no
reduce mucho la memoria necesaria ya que los vec-
tores actual y siguiente de mayor tamaño se encon-
traŕıan en los niveles de la mitad del árbol. En la
Figura 2, entre los niveles 3 y 2 ocupan 10 de los 15
char totales, pero esta diferencia se agranda confor-
me lo hace n.

El algoritmo 2 muestra el pseudocódigo para che-
quear la copositividad de una matriz simétrica basa-
do en facetas del simplex unidad por niveles.

IV. Versión paralela

En esta sección se estudia la version paralela del al-
goritmo 2. El esquema se basa en un modelo maestro-
esclavo donde el maestro reparte aquellas facetas del
nivel actual que deben evaluarse entre los distintos
esclavos. Un esclavo recibirá del master el (los) ı́ndi-
ce(s) del vector NA (Nivel Actual) marcados con Fal-
se y evaluará las facetas correspondientes, devolvien-
do los ı́ndices del vector NS (Nivel Siguiente) que



Algoritmo 2 Test de copositividad basado en
facetas por niveles

Entrada: A: matriz simétrica de n× n.
1: if A ≥ 0 then
2: return A es copositiva
3: if Ai,i, i = 1, . . . , n, o f( 1

n
1) es negativo then

4: return A no es copositiva
5: NA1=False I Nivel Actual. False=No Chequeada
6: NSi=False, i = 1, . . . , n. I Nivel Siguiente
7: for nivel=n to 2 do
8: for i=1 to

( n
nivel

)
do

9: k=IndexFaceta(n,nivel,i)
10: if NAi==True or Ak ≥ 0 then
11: Marcar las subfacetas de Fk en NS como True.
12: else
13: if ∃i, DT

miAk > 0, i.e. monótona creciente en la
dirección i then

14: Marcar las sub-facetas de Fk que no tengan
xi = 0 en NS como True.

15: else
16: if Hk es positiva semi-definida then
17: if ∃x∗ ∈ Sm : DmAkx

∗ = 0 then
18: if x∗TAkx

∗ < 0 then
19: return A no es copositiva
20: else
21: Marcar las sub-facetas de Fk en NS co-

mo True.
22: if nivel>2 then
23: NA=NS
24: NSi=False, i = 1, . . . ,

( n
nivel−2

)
25: return A es copositiva

deben establecerse a True (Chequeados).
La principal limitación de la versión paralela son

las barreras que existen en la terminación de cada
nivel, ya que no se debeŕıa empezar a procesar el
siguiente nivel sin haber terminado el anterior, si se
quiere evitar evaluar una faceta que podŕıa no ser
necesario tener que evaluarla en el nivel siguiente.
Se podŕıa pensar en una reordenación de los indices
del nivel actual que permitan saber hasta qué indice
del nivel siguiente no va a haber mas modificaciones,
pero se deja como estudio para trabajos futuros.

Otra limitación del paralelismo es que el master
tras recibir los ı́ndices del siguiente nivel (NS) de los
esclavos que deben marcarse a True, los tiene que
marcar y esta operación se hace de forma secuencial.

Existe un compromiso entre cuantos indices del
nivel actual se le dan a cada esclavo y el número de
escrituras secuenciales en el nivel siguiente que debe
realizar el maestro. Mientras que enviar un solo in-
dice al esclavo mejora el balanceo de la carga entre
esclavos, enviar más de un indice hace que el esclavo
elimine los ı́ndices repetidos, reduciendo aśı el núme-
ro de escrituras secuenciales del maestro. El maestro
también debe marcar los indices del siguiente nivel
que correspondan a subfacetas de la faceta marcada
como chequeada en el nivel actual.

Resumiendo, el trabajo del esclavo es evaluar
una(s) faceta(s) y devolver si ha encontrado un pun-
to negativo o los indices de las facetas del siguien-
te nivel a marcar como chequeadas. El trabajo del
maestro es repartir las facetas a evaluar entre los es-
clavos y marcar los ı́ndices del siguiente nivel como
chequeados (True) para las facetas del nivel actual
que estén a True y los indices devueltos por los es-
clavos. Como el maestro es el único que escribe en la

lista del siguiente nivel no se necesita exclusión mu-
tua. Se podŕıa pensar en un acceso paralelo a la lista
del siguiente nivel ya que solo se realizan escrituras
pero como muestra la Figura 2 el acceso a una faceta
del nivel inferior desde otra del nivel superior no es
uniforme por lo que es dif́ıcil mantener una localidad
espacial de los datos.

El Algoritmo 3 muestra el pseudocódigo del máster
y el Algoritmo 4 el del esclavo. Para no complicar los
algoritmos, el maestro solo env́ıa un ı́ndice cada vez
a un esclavo.

Algoritmo 3 Maestro: Test de copositividad.

Entrada:
A: matriz simétrica de n× n,
p: número de esclavos.

1: if A ≥ 0 then
2: return A es copositiva
3: if Ai,i, i = 1, . . . , n, o f( 1

n
1) es negativo then

4: return A no es copositiva
5: NA1=False I Nivel Actual. False=No Chequeada
6: NSi=False, i = 1, . . . , n. I Nivel Siguiente
7: for pW=1 to p do
8: Inicializa EsclavopW (A)
9: for nivel=n to 2 do
10: Generar LFalseNA, LTrueNA. I Listas con indices de

NA a False y True
11: nLF=tamaño(LFalseNA)
12: nLT=tamaño(LTrueNA)
13: iLF=1; iLT=1 I Contadores de las listas
14: pW=0 I Número de esclavos trabajando
15: while iLF < nLF and pW < p do
16: pW + +
17: Enviar a EsclavopW : nivel, LFalseNAiLF

18: iLF++
19: while iLT < nLT or iLF < nLF do
20: if Resultados de esclavo: PuntoNegativo, LIndNS

then I No Bloqueante
21: if PuntoNegativo==True then
22: FinalizarEsclavos() I Enviarles nivel=0
23: return A no es copositiva
24: else
25: if iLF < nLF then
26: Enviar a este esclavo: nivel, LFalseNAiLF

27: iLF++
28: else
29: pW −−
30: Poner a True los indices en NS de LIndNS.
31: else I No hay interacción con los esclavos
32: if iLT < nLT then
33: Poner a True en NS los indices de las subfacetas

de LTrueNAiLT .
34: iLT++
35: while pW > 0 do I resultados de esclavos pendientes
36: if Resultados de esclavo: PuntoNegativo, LIndNS

then I No Bloqueante
37: if PuntoNegativo==True then
38: return A no es copositiva
39: else
40: Poner a True en NS los indices de LIndNS
41: pW −−
42: if nivel>2 then
43: NA=NS
44: NSi=False, i = 1, . . . ,

( n
nivel−2

)
45: FinalizarEsclavos() I Enviarles nivel=0
46: return A es copositiva

Al igual que el el Algoritmo 2, el maestro visita y
actualiza cada nivel (ver las ĺıneas 9 y 42). Para ca-
da nivel se generan dos listas LFalseNA y LTrueNA
con los indices del nivel actual (NA) que tienen los
valores False y True respectivamente (ver ĺınea 10).
La primera tarea del maestro es la de alimentar con



trabajo a los esclavos de forma no bloqueante. Esto
se realiza en el while de la ĺınea 15. Una vez alimenta-
dos los esclavos, se está a la espera de los resultados
(ĺınea 20) que pueden ser: i) se ha encontrado un
punto negativo (ĺınea 21) o ii) los indices del siguien-
te nivel a marcar como chequeados (True), en cuyo
caso, si hay trabajo, primero se le asigna un nuevo
trabajo al esclavo (ĺınea 26) y después se marcan los
ı́ndices recibidos del siguiente nivel (ĺınea 30). Puede
ocurrir que los esclavos estén trabajando y no se haya
recibido ningún resultado. En ese caso el maestro se
dedica a establecer como chequeados los indices del
nivel siguiente determinados por la lista LIndTrue del
nivel actual (ĺınea 32). Una vez que se han mandado
todos los indices de las facetas a evaluar a los escla-
vos y se han marcado todos los indices del siguiente
nivel, según LIndTrue, puede ocurrir que queden re-
sultados de los esclavos por recibir y procesar. Esto
se chequea en la ĺınea 35. Una vez procesados los re-
sultados pendientes, se puede empezar a procesar el
siguiente nivel (ver ĺınea 42).

El maestro finaliza su ejecución cuando se ha encon-
trado un punto negativo o se han chequeado todas
las facetas en todos los niveles (el nivel 1 se chequeó
en la linea 3). En el último caso la matriz es copositi-
va. Antes de finalizar, el maestro env́ıa a los esclavos
el nivel con valor 0 para que estos terminen su eje-
cución.

Algoritmo 4 Esclavo: Test de copositividad.

Entrada:
A: matriz simétrica de n× n

1: Recibir del maestro: nivel, indice I Bloqueante
2: while nivel> 0 do
3: LIndNS={∅} I Indices de las sub-facetas en el

siguiente nivel a marcar como True
4: k=IndexFaceta(n,nivel,indice)
5: if Ak ≥ 0 then
6: Almacenar los ı́ndices de las sub-facetas de Fk en

LIndNS
7: break
8: if ∃i, DT

miAk > 0, i.e. monótona creciente en la direc-
ción i then

9: Almacenar los indices de las sub-facetas de Fk que
no tengan xi = 0 en LIndNS

10: else
11: if Hk es positiva semi-definida then
12: if ∃x∗ ∈ Sm : DmAkx

∗ = 0 then
13: if x∗TAkx

∗ < 0 then
14: Enviar al maestro: True, {∅}
15: else
16: Almacenar los ı́ndices de las sub-facetas de

Fk en LIndNS
17: Enviar al maestro: False, LIndNS
18: Recibir: nivel, indice I Bloqueante
19: return

El esclavo se inicializa recibiendo la matriz A, tal
como muestra el Algoritmo 4. El esclavo recibe el ni-
vel y el indice de la faceta a procesar. Básicamente
realiza las mismas evaluaciones sobre la faceta que se
realizan en los algoritmos secuenciales 1 y 2, pero al-
macena en LIndNS los ı́ndices a poner como True en
el siguiente nivel, en caso de no encontrar un punto
negativo (ĺınea 16). Tras realizar el trabajo, el escla-
vo está a la espera de recibir los datos para procesar
más facetas y finaliza su ejecución cuando recibe un

nivel con valor 0.

Como se ha dicho anteriormente mandar más de
una faceta al esclavo permite que el maestro realice
menos escrituras en el nivel siguiente. Otra posible
estrategia es partir el vector del nivel actual en tro-
zos. Cada trozo se le env́ıa a un esclavo siguiendo
un modelo parecido al usado en el algoritmo parale-
lo anterior, ademas del indice de inicio del trozo en
el vector del nivel actual. El trozo de vector recibido
por el esclavo puede contener facetas chequeadas y
sin chequear. Si la faceta está chequeada, el esclavo
genera los indices de las subfacetas en el nivel siguien-
te a marcar como chequeadas y si no está chequeada
la evalúa. La evaluación de una faceta por parte del
esclavo puede dar como resultado un punto negati-
vo o una lista de subfacetas en el siguiente nivel que
se unirá a la lista ya existente de otras facetas che-
queadas o evaluadas anteriormente, eliminando los
posibles duplicados. Esa lista se enviará finalmente
al maestro. En este esquema los esclavos descargan
de trabajo al maestro ya que ahora el maestro solo
trocea el vector del nivel actual y actualiza los indi-
ces del nivel siguiente a partir de las listas recibidas
de los esclavos.

V. Resultados preliminares

Hasta la fecha solo se ha realizado la implementa-
ción secuencial del Algoritmo 1 en MatLab. El pro-
blema resuelto es el de Clique máximo Jhonson8-2-4
[5] que tiene una matriz de adyacencia de 28 dimen-
siones y el clique máximo es de 4, es decir el menor
valor de t para el cual la matriz tQ − I en (1) es
copositiva es t = 4.

El algoritmo se ejecutó en un ordenador con un
Intel i5 y 8 GB de RAM. El tiempo de ejecución
fue de unas 9 horas y 20 minutos para garantizar
que la matriz tQ − I es copositiva para t = 4. De
las aproximadamente 268 · 106 facetas, no fue nece-
sario chequear unas 177 · 103. El test de monotońıa
(Proposición 2) fue positivo solo unas 12.750 veces,
se resolvieron unos 5 · 103 sistemas ĺıneales (5) y se
generaron y evaluaron 1.797 mı́nimos locales.

Aun usando un lenguaje de programación de al-
to nivel como MatLab en secuencial, se ha podido
resolver un problema de 28 dimensiones. Sin embar-
go, otros autores usaron un grid de 26 clusters en 6
páıses solo pudieron verificar la copositividad de una
matriz con una dimensión de hasta 22, con un ĺımi-
te de tiempo de 20.000 sg. (5,6 horas) [3]. Esto nos
hace pensar que los algoritmos secuenciales basados
en facetas son más eficientes que aquellos basados en
Ramificación y Acotación usando un refinamiento es-
pacial.

Debido al tiempo de ejecución del algoritmo se-
cuencial, parece interesante abordar la implementa-
ción de la versión paralela descrita en este estudio.
Se pretende seguir utilizando MatLab como entorno
de programación paralelo [6]. Se estudiaran cuales
de las posibilidades que ofrece MatLab para el desa-
rrollo de algoritmos paralelos es más interesante para
resolver este problema. En principio el uso de parfor



para recorrer el vector del nivel actual y actualizar
el del siguiente nivel no es viable debido a que no se
garantiza el acceso exclusivo de escritura en el vector
del siguiente nivel.

Los resultados de la ejecución paralela sobre el pro-
blema Jhonson8-2-4 y otros tomados del reto de DI-
MACS [5] se presentarán en las XXIX Jornadas de
Paralelismo que se celebrarán del 12 al 14 de Sep-
tiembre de 2018 en Teruel, organizadas por la Socie-
dad de Arquitectura y Tecnoloǵıa de Computadores.
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